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Aritmética de Peano

Signatura AP1 de la Aritmética de Peano.

Constantes : Nullus - número cero
I - número uno
II - número dos
...

...
MCMXCVIII - número mil

novecientos
noventa y ocho

...
...

Funciones : Addere - suma (binaria)
Multiplicare - multiplicación (binaria)

Relaciones : = - igual a (binaria)
: < - menor que (binaria)
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Signatura AP de la Aritmética de Peano.

Constantes : 0 - número cero

Funciones : s - sucesor (unaria)

Relaciones : = - igual a (binaria)
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En AP, la relación de desigualdad queda:

(x ≤ y) ≡ ∃z(x + z = y).

Con esto, sea P− el conjunto de los siguientes axiomas propios:

s(x) 6= 0
x 6= 0→ s(0) ≤ x

s(x) = s(y)→ x = y

x + 0 = x
x + s(y) = s(x + y)

x + y = y + x
(x + y) + z = x + (y + z)

x · 0 = 0
x · s(y) = x · y + y

x · y = y · x
(x · y) · z = x · (y · z)

(x ≤ y) ∨ (y ≤ x)
x · (y + z) = x · y + x · z
x + y = x + z → y = z

Sea AP = P− ∪ EI, donde EI es el esquema de inducción: Para cualquier
fórmula φ,

φ(0, x) ∧ ∀x(φ(x , x)→ φ(s(x), x))→ ∀x(φ(x , x)).
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Estructuras-AP

Ejemplo

(N, id) es una estructura-AP, donde N es el conjunto de números naturales
e id es la interpretación usual de los śımbolos aritméticos.

Ejemplo

El conjunto de funciones de los naturales en los naturales N = NN es una
estructura-AP con la interpretación de los śımbolos “punto-a-punto”:

Cero 0 : Φ(0) = 0, donde 0 : n 7→ 0 es la función cero,
Sucesor s : Φ(s) : f 7→ f ′, donde f ′ : n 7→ s(f (n)) es la función f + 1,
Suma + : Φ(+) : (f , g) 7→ f + g , donde f + g : n 7→ f (n) + g(n) es la

función suma punto-a-punto,
Igualdad = : Φ(=) = {(f , g)|∀n : f (n) = g(n)}, es decir, dos funciones

son iguales si coinciden en cada punto.
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Presentaremos una tercer estructura de AP. El filtro de Frèchet
F = {{m ∈ N|m ≥ n}}n∈N es, en efecto, un filtro.

Ejemplo

Sea U un ultrafiltro en N que extienda al filtro de Frèchet y sea ∼U la
relación en N definida como

f ∼U g ⇔ {n ∈ N|f (n) = g(n)} ∈ U.

∼U es una relación de equivalencia congruente con las operaciones de N y
por tanto N∗ = N/ ∼U es una estructura-AP.

Por ejemplo, la fórmula de la aritmética de Peano

φ0 ≡ ∀x(x 6= 0→ ∃y(s(y) = x)

que asevera que todo elemento no nulo posee un antecesor es válida en N,
no lo es en N pues la función x 7→ (x mod 2) es no-nula mas no posee
antecesor alguno. Sin embargo, φ0 śı es verdadera en N∗.
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Incompletitud

Veremos aqúı que la aritmética de Peano no es completa. Para esto,
codificaremos a la aritmética dentro de la misma aritmética y
propondremos un enunciado tal que ni él ni su negación son demostrables
en AP.
Para cada n ∈ N constrúımos el n-ésimo numeral como
n = sn(0) = s(· · · s(︸ ︷︷ ︸

n veces

0) · · · ). Una relación A ⊂ Nk se dice representable en

AP si existe una fórmula bien formada φA(x1, . . . , xk) tal que para
cualesquiera n1, . . . , nk ∈ N se tiene que rigen las implicaciones

(n1, . . . , nk) ∈ A → AP ` φA(n1, . . . ,nk)

(n1, . . . , nk) 6∈ A → AP ` ¬φA(n1, . . . ,nk)

Una función Nn → N es representable si su gráfica lo es.

Morales-Luna (CINVESTAV) Los Teoremas de Incompletitud de Gödel 04/2008 9 / 44



El concepto de demostrabilidad es muy algoŕıtmico, por lo cual una
demostración puede verse como un método de cálculo o de comprobación.
Aśı pues, el resultado siguiente aparece de manera muy natural, aunque en
este texto omitiremos su demostración.

Teorema (Gödel)

Una función es representable si y sólo si es recursiva. Una relación es
representable si y sólo si es recursiva.
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Enumeración de Gödel

Especiales: ( 7→ 3 ) 7→ 5
, 7→ 7 ¬ 7→ 9
→ 7→ 11 ∀ 7→ 13

Variables: xj 7→ 7 + 8j
Constantes: cj 7→ 9 + 8j
Funciones: f n

j 7→ 11 + 8(2n · 3j)

Relaciones: Rn
j 7→ 13 + 8(2n · 3j)

Cadenas: ξ0ξ1 · · · ξk 7→ 2g(ξ1)3g(ξ2) · · · pg(ξk )
k

Cadenas de
cadenas:

σ0σ1 · · ·σk 7→ 2g(σ1)3g(σ2) · · · pg(σk )
k

(donde pk es el k-ésimo número primo.)
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Definamos las siguientes relaciones en N:
1 Fbf (Fórmula bien formada):

Fbf(n) ⇔ ∃φ Fbf : n = g(φ)

2 AxL (Axioma lógico):

AxL(n) ⇔ ∃φ Fbf : (φ axioma lógico) ∧ (n = g(φ))

3 AxP (Axioma propio):

AxP(n) ⇔ ∃φ Fbf : (φ axioma propio) ∧ (n = g(φ))

4 Demos (Demostración):

Demos(n) ⇔ ∃∆ ∈ (Fbf)∗ : (∆ demostración) ∧ (n = g(∆))

5 Dmble (Demostrable):

Dmble(n) ⇔ ∃∆∃m : m = g(∆) ∧ Demos(m)∧
n = (exponente del máximo primo que

divide a m)

Morales-Luna (CINVESTAV) Los Teoremas de Incompletitud de Gödel 04/2008 12 / 44



6 Sust (Sustitución):

Sust(m, n, p, q) ⇔ ∃φ, x , t : φ es una fórmula que involucra a la
variable x ,
t es un término,
n = g(φ), p = g(x), q = g(t), y
m = g(φ(x ← t)).

7 Inst (Instanciación):

Inst(m, n) ⇔ ∃φ(x) : n = g(φ(m)).

8 Cump (Cúmplese):

Cump(m, n) ⇔ ∃∆, φ(x) : ∆ es una prueba de φ(m), y
n = g(∆).

Proposición

Las relaciones anteriores son todas recursivas y por ende son
representables en AP.

Morales-Luna (CINVESTAV) Los Teoremas de Incompletitud de Gödel 04/2008 13 / 44



Tenemos entonces que para cualesquiera m, n ∈ N:

AP ` Cump(m,n) ⇔ Cump(m, n) se cumple
⇔ para alguna fórmula φ(x), n codifica una

demostración de φ(m),

AP ` ¬Cump(m,n) ⇔ Cump(m, n) no se cumple
⇔ n no codifica demostración alguna de

φ(m), para ninguna fórmula φ(x).

Hagamos

α1(x1) ≡ ∀x2(¬Cump(x1, x2)) : ningún “enunciado” de la forma φ(x1) es
demostrable,
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Sean p = g(α1(x1)) y α ≡ α1(p).

Se ve que α asegura que ningún enunciado de la forma φ(p) es
demostrable,
en particular, para φ = α1, asevera que α1(p) no es demostrable,
es decir, que α mismo no es demostrable.
α es un enunciado que se refiere a śı mismo y asevera su propia
indemostrabilidad.

Si AP fuese consistente, entonces AP 6` α.

Morales-Luna (CINVESTAV) Los Teoremas de Incompletitud de Gödel 04/2008 15 / 44



Una teoŕıa T , que posea un modelo que incluya a N, es consistente-ω si
para cualquier fórmula φ(x), dado que para cada n ∈ N se tuviera que
T ` φ(n) entonces necesariamente T 6` ¬∀x : φ(x).
Si T es consistente-ω entonces es también consistente, a secas.
Si AP fuese consistente-ω, entonces AP 6` ¬α.

Teorema (Primero de Incompletitud de Gödel)

Si AP fuese consistente-ω entonces ha de ser incompleta.

Teorema (Segundo de Incompletitud de Gödel)

En AP no puede demostrarse su propia consistencia.
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1. Si H es un conjunto inconsistente de fórmulas bien formadas entonces
la teoŕıa de H, Teoŕıa(H), coincide con el conjunto de todas las fórmulas
bien formadas. En otras palabras, en una teoŕıa inconsistente cualquier
cosa es demostrable.

2. Un enunciado φ, con número de Gödel n = g(φ), es demostrable en AP
si y sólo si AP ` Dmble(n) y es indemostrable en AP si y sólo si
AP ` ¬Dmble(n).

3. En AP se puede mostrar que 0 es distinto a 1 = s(0). La negación de
esta desigualdad es φ0 ≡ 0 = s(0). Aśı pues, tendremos que AP es
consistente si y sólo si no se puede demostrar φ0. Sea pues n0 = g(φ0) y
sea Con ≡ ¬Dmble(n0). El Segundo Teorema de Incompletitud de Gödel
equivale a mostrar que, en efecto, AP 6` ¬Dmble(nC ), donde
nC = g(Con).

4. De acuerdo con la regla modus ponens, si n12 = g(φ1 → φ2),
n1 = g(φ1) y n2 = g(φ2) entonces

AP ` (Dmble(n12) ∧ Dmble(n1)→ Dmble(n2))

Morales-Luna (CINVESTAV) Los Teoremas de Incompletitud de Gödel 04/2008 17 / 44



5. Además tenemos que todo lo demostrable es demostrablemente
demostrable, es decir, si n1 = g(φ1) y n2 = g(Dmble(n1)) entonces

AP ` (Dmble(n1)→ Dmble(n2))

6. Por todo lo anterior, para probar el Segundo Teorema de Incompletitud
basta ver que Con es demostrablemente equivalente en AP al enunciado α
demostrado indemostrable en el Primer Teorema de Incompletitud.

Utilicemos la notación φ(dξe) para denotar a la fórmula φ(n) donde
n = g(ξ).
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Veamos primero AP ` α→ Con:

AP ` (0 = s(0))→ α ⇒ AP ` Dmble(d(0 = s(0))→ αe)
⇒ AP ` Dmble(d(0 = s(0))e)→ Dmble(dαe)
⇒ AP ` ¬Dmble(dαe)→ ¬Dmble(d(0 = s(0))e)
⇒ AP ` α→ Con

pues AP ` α→ ¬Dmble(dαe).
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Rećıprocamente, veamos AP ` Con→ α:

AP ` Dmble(dαe)→ Dmble(dDmble(dαe)e)
⇒ AP ` Dmble(dαe)→ Dmble(d¬αe)
⇒ AP ` Dmble(dαe)→ Dmble(dα ∧ ¬αe)
⇒ AP ` Dmble(dαe)→ Dmble(d0 = s(0)e)
⇒ AP ` ¬Dmble(d0 = s(0)e)→ ¬Dmble(dαe)
⇒ AP ` Con→ α
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Aritmética de Peano
Incompletitud

2 El teorema de Goodstein
Representación formal en base m
Sucesión de Goodstein
Función de Goodstein

3 La conjetura de Catalan

4 Referencias

Morales-Luna (CINVESTAV) Los Teoremas de Incompletitud de Gödel 04/2008 21 / 44



El teorema de Goodstein

Los teoremas que hemos visto hasta ahora indemostrables en la aritmética
de Peano son enunciados autoreferentes.
Veremos un teorema de “tipo aritmético” que independiente en la
aritmética de Peano, es decir, tal que ni él ni su negació son demostrables
en AP.
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Representación formal en base m

Sea m ≥ 2. Para cada a ∈ N definimos rpm(a) como sigue:

i) a ≤ mm − 1 ⇒ ∃!a0, . . . , am−1 ∈ [0,m − 1] :

a =
∑m−1

i=0 ai ·mi

⇒ rpm(a) =
∑m−1

i=0 ai ·mi

ii) a ≥ mm ⇒ ∃!a0, . . . , adlogm(a)e−1 ∈ [0,m − 1] :

a =
∑dlogm(a)e−1

i=0 ai ·mi

⇒ rpm(a) =
∑dlogm(a)e−1

i=0 ai ·mrpm(i)
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Ejemplo

Para m = 2 y a = 100 tenemos

a = 11001002 = 26 + 25 + 22,

luego
rp2(100) = 222+2 + 222+1 + 22.

Escribamos rp(a,m) = rpm(a).
Con esta notación denotaremos por rp(a, k|m) al resultado de sustituir a
m por k en rp(a,m).
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Sucesión de Goodstein

Para a ∈ N y m ≥ 2 dados, definiremos a la sucesión de Goodstein
S(a,m) = {sn(a,m)}n≥0 de manera recursiva. Para ello nos auxiliaremos
de la sucesión B(a,m) = {bn(a,m)}n≥0 definida igualmente de manera
recursiva. Expĺıcitamente, hacemos

b0 = m ; s0 = a

∀n ≥ 0 : bn+1 = bn + 1 ; sn+1 = rp(sn, bn+1|bn)− 1
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Ejemplo

Para m = 2 y a = 100 tenemos rp2(100) = 222+2 + 222+1 + 22.

Los primeros términos de la sucesión de Goodstein son:

s0(100, 2) = 222+2 + 222+1 + 22

= 100

s1(100, 2) = 333+3 + 333+1 + 33 − 1

= 333+3 + 333+1 + 2 · 32 + 2 · 3 + 2

= O(327)

s2(100, 2) = 444+4 + 444+1 + 2 · 42 + 2 · 4 + 1

= O(2512)
...

...
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Sorpresivamente tenemos que ... ¡la sucesión de Goodstein converge a
cero!

Teorema (de Goodstein)

∀a∀m∃n : sn(a,m) = 0.

El teorema se cumple en N: el modelo estándar de los números naturales.
Sin embargo no es demostrable en la aritmética de Peano, pues, en
términos de (a,m), el ḿınimo n que anula a la sucesión de Goodstein
crece vertiginosamente rápido.
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Función de Goodstein

Definimos a la función G como

G : (a,m) 7→ G : (a,m) = min{n|sn(a,m) = 0}.

Puede probarse que la diagonal de G “domina” a cualquier función
recursiva, es decir:

∀f ∈ {funciones recursivas}∃n0 : n ≥ n0 → f (n) < G (n, n),

con fines de la exposición aqúı, y sin entrar en detalles técnicos, podemos
pensar que las funciones recursivas son precisamente las funciones
efectivamente computables. Se tiene, en consecuencia, que:

G no puede ser recursiva y

el Teorema de Goodstein no es demostrable formalmente, pues

una demostración formal de él daŕıa un algoritmo para calcular G , y no
puede existir tal algoritmo pues la función que calculaŕıa tal algoritmo
estaŕıa acotada a la larga por G .
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Ilustración del Teorema de Goodstein

Supongamos que el número a es de la forma a = ai ·mi , donde
i < m, con ai < m.
Al calcular la sucesión de Goodstein, el término que le sigue a a es
precisamente

ai · (m + 1)i − 1 = (ai − 1) · (m + 1)i +

(m + 1)i − 1

= (ai − 1) · (m + 1)i +

m · (m + 1)i−1 + · · ·+ m · (m + 1) + m
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Aśı pues

se ha decrementado en uno el d́ıgito más significativo de la expresión
formal, aunque

se han “restablecido” los demás d́ıgitos a sus máximos valores
posibles. Sin embargo,

estos d́ıgitos son estrictamente menores que la base actual,
no se modificarán más al calcular la sucesión: ¡Sólo pueden decrecer!

Al cabo de un cierto número de iteraciones los d́ıgitos menos
significativos se anularán.

En este momento el término actual es de la forma inicial pero se ha
decrementado en una unidad el d́ıgito más significativo.
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Algunos valores expĺıcitos de la función

Calcularemos valores para argumentos de la forma (a ·mi ,m) donde
a ∈ [1,m − 1], i ∈ [0,m − 1] y m ≥ 2.
Definamos

p(i , a,m) = min{k|sk(a ·mi ,m) = 0},
q(i , a,m) = min{k|sk(a ·mi ,m) = (a− 1) · (m + k)i}.

Entonces incialmente, para i = 0, se tiene q(0, a,m) = 1 y p(0, a,m) = a.
Recursivamente, para i ≥ 1, los valores de q y de p se calculan según

s := 1 ;
for j = 0 to i − 1 do
{r := p(j ,m,m + s) ;
s := s + r } ;

q(i , a,m) := s

s := 0 ;
for b = 0 to a− 1 do
{r := q(i , a− b,m + s) ;
s := s + r } ;

p(i , a,m) := s
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Equivalentemente, se tiene las recurrencias siguientes:{
q(0, a,m) = 1
q(i , a,m) = q(i − 1, a,m) + p(i − 1,m,m + q(i − 1, a,m))

y 
p(0, a,m) = a{

p(i , 1,m)
p(i , a,m)

=
=

q(i , 1,m)
q(i , a,m) + p(i , a− 1,m + q(i , a,m))

De aqúı se puede ver que q es “constante respecto a m”,

∀a : q(i , a,m) = q(i , 1,m).
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Proposición

Supongamos que hi : N → N es una función tal que
∀a,m : q(i , a,m) = hi (m)−m. Entonces

1 p(i , a,m) = ha
i (m)−m.

2 q(i + 1, a,m) = hm+1
i (m)−m.
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Tan sólo para ilustrar los crecimientos de las funciones hi observamos:

h0(m) = m + 1

h1(m) = 2m + 1

h2(m) = 2m+1(m + 1)− 1

Para ilustrar el crecimiento de h3 veamos las primeras iteraciones de h2:

h2
2(m) = 21+m+21+m(1+m) (1 + m)− 1

h3
2(m) = 21+m+21+m(1+m)+21+m+21+m(1+m)(1+m) (1 + m)− 1

h4
2(m) = 21+m+21+m(1+m)+21+m+21+m(1+m)(1+m)+21+m+21+m(1+m)+21+m+21+m(1+m)(1+m)(1+m) (1 + m)− 1

Pues bien
h3(m) = hm+1

2 (m).

Los crecimientos de hi con i ≥ 4 son ciertamente inimaginables.
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G (a, m) con a < mm

Hemos visto que si a es de la forma a = ai ·mi entonces
G (a,m) = p(i , ai ,m).
Ahora, si a < mm tenemos que ∃a0, . . . , am−1 ∈ [0,m − 1] tales que
a =

∑m−1
i=0 ai ·mi .

En este caso, G (a,m) es el número de veces que hay que aplicar la
construcción de Goodstein para anular a todos los d́ıgitos ai . Teniendo en
cuenta que en cada iteración se incrementa la base, vemos que G (a,m) se
calcula mediante el algoritmo siguiente:

s := 0 ;
for i = 0 to m − 1 do
{r := p(i , am,m + s) ;
s := s + r } ;

G (a,m) := s
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La conjetura de Catalan

En la primera mitad del siglo XIX Catalan conjeturó que las únicas
potencias sucesivas en los naturales son 8 y 9. En otras palabras:

Conjetura de Catalan

∀x , n, y ,m : xn − ym = 1⇔ x = 3 ∧ n = 2 ∧ y = 2 ∧m = 3.

Hasta ahora la conjetura de Catalan ha permanecido abierta.
Sin embargo ha habido “algunos avances”.
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Proposición (Tijdeman, 1970)

Si (x , n, y ,m) ∈ N4
2 es una solución de la ecuación de Catalan entonces

existe una constante C efectivamente computable, tal que
max(x , n, y ,m) ≤ C .

El problema entonces es estimar la constante C .

Proposición (Langevin, 1976)

La constante C satisface la desigualdad C ≤ exp (exp (exp (exp (730)))) .
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Ya que exp (x) = 10log(ex ) = 10x ·log(e) y log(e) = 0.4342944819033 . . .

exp (730) se escribe (en decimal) con casi 730
2

d́ıgitos,
exp (exp (730)) tiene una longitud (en decimal) que se

escribe con casi 730
2 d́ıgitos,

exp (exp (exp (730))) tiene una longitud (en decimal) cuya
longitud se escribe con casi 730

2 d́ıgitos,
exp (exp (exp (exp (730)))) tiene una longitud (en decimal) cuya

longitud tiene una longitud cuya longi-
tud se escribe con casi 730

2 d́ıgitos,

El número de átomos en el Universo es “apenas” del orden de 10100.
Luego, si contamos un “Universo” por cada átomo del Universo tendremos
10200 átomos. A esta cantidad habŕıa que multiplicarla por 1065 para
obtener sólo la primera cantidad de la lista anterior.
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Proposición (Baker, 1982)

Para soluciones x , n, y ,m de la ecuación de Catalan, con los cuatro
números mayores o iguales que 3, se ha de tener necesariamente que

max(x , y) ≤ min
{

exp
(
exp

(
(5n)10m10m3

))
, exp

(
exp

(
(5m)10n10n3

))}
.

Fijos n y m, para buscar las posibles soluciones (x , y) utilizando una CRAY
se necesitaŕıa una cantidad de tiempo comparada con la cual toda la edad
del Universo equivaldŕıa a un mero parpadeo.
Sin embargo, ¡¡todo lo involucrado es computable!!

Morales-Luna (CINVESTAV) Los Teoremas de Incompletitud de Gödel 04/2008 40 / 44
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Referencias

Barwise (ed): Handbook of Mathematical Logic, Studies in Logic and the
Foundations of Mathematics, Vol. 90. North-Holland Publishing Co., 1977.

Bell, Machover: Introduction to Mathematical Logic, North-Holland, 1978.

Bell, Slomson: Models and Ultraproducts: An Introduction, North-Holland,
1969.
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