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En este reporte se muestran un par de modelos para estimar el grado de caos en la evoluci�on de los aut�omatas

celulares, estos modelos son la entrop��a y el exponente caracter��stico de Liapunov. Se obtienen resultados comparativos,
usando cada modelo para algunas reglas espec���cas, con el �n de conjeturar alguna relaci�on entre estas dos medidas
de caos en el comportamiento colectivo que muestran las evoluciones de las reglas estudiadas.

1. Antecedentes

A principios de la d�ecada de los a~nos 1990's,
dos cient���cos franceses, Huges Chat�e y Paul Man-
neville, descubrieron que al hacer evolucionar sis-
temas din�amicos ca�oticos, el promedio de la densi-
dad de las c�elulas \vivas" tend��a hacia tres densi-
dades bien de�nidas, lo que contradec��a algunos
postulados de mec�anica estad��stica que hab��an
sido hechos con anterioridad, a este fen�omeno lo
llamaron comportamiento colectivo no trivial[11].

En este reporte se abordan un par de m�etodos
que se utilizan para medir el grado de caos de
la evoluci�on de un aut�omata celular: el exponente
caracter��stico de Liapunov en la secci�on 3 y la me-
dida de entrop��a en la secci�on 4. Despu�es de intro-
ducir ambos conceptos, en la secci�on 6 se conje-
tura acerca de la relaci�on entre ambos. Finalmente
en la secci�on 7 se hacen algunas conclusiones ac-
erca del resultado de aplicar estos m�etodos a las
reglas de evoluci�on que sabemos producen el lla-
mado comportamiento colectivo no trivial.

2. Generalidades de caos

En 1887 el rey Oscar II de Suecia, ofreci�o un
premio a la persona que respondiera formalmente
a la pregunta: Es estable el sistema solar? ya que
�el estaba preocupado por lo que pasar��a si los plan-
etas llegasen a chocar.

Henri Poincar�e, matem�atico franc�es, padre de
la topolog��a que naci�o en abril de 1854, acudi�o a
la convocatoria y demostr�o que la interacci�on de
dos cuerpos no presenta problemas, sin embargo
con tres o m�as cuerpos no se pod��a saber qu�e es
lo que ocurrir��a si los cuerpos chocasen entre s��.

Lo anterior no respond��a la pregunta hecha por
el rey, pero al ver los �arbitros que no hab��a una
mejor soluci�on y satisfechos con esa respuesta, le
fue concedido el premio [6].

Poincar�e hizo contribuciones importantes a la
nueva ciencia, los sistemas din�amicos, entre las
que destaca lo que ahora se conoce como Secci�on

de Poincar�e o mapa de retorno, como tambi�en se
le conoce; que es un plano imaginario (no com-
plejo) que corta transversalmente es espacio de la
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Fig. 1. El pol��gono muestra la secci�on de Poincar�e, que
se~nala el sitio donde la trayectoria atraviesa el plano imag-
inario, en este caso se muestra una trayectoria peri�odica de
ciclo 2

trayectoria de un cuerpo, llamado tambi�en espa-
cio de fases. Si este cuerpo siempre atraviesa la
secci�on en un �unico punto, entonces la trayecto-
ria es peri�odica; si atraviesa en varios puntos bien
de�nidos, entonces la trayectoria es peri�odica con
ciclo de�nido; si no se puede determinar alguna
periodicidad, estamos en precencia del caos.

Eduard Lorenz, un metere�ologo del Instituto
Tecnol�ogico de Massachusetts, a principios de la
d�ecada de los 60's public�o un art��culo que se llam�o
Deterministic Nonperiodic Flow [7] en donde pro-
pone sistemas �nitos de ecuaciones diferenciales
para modelar 
ujos hidrodin�amicos disipativos
(como la din�amica de las nubes), y encontr�o
que sus soluciones eran no estables y casi todas
no peri�odicas, concluyendo una posible aplicaci�on
para la predicci�on del estado del clima a largo
plazo.

Una regla de evoluci�on f en un espacio m�etrico
X, es ca�otica o exhibe caos en el conjunto de to-
das las con�guraciones globales G si:

{ f es cerrada en G

{ f tiene dependencia sensitiva a las condiciones
iniciales en G [14]

En la primera parte de la de�nici�on se menciona
que bajo una regla de evoluci�on, la im�agen de
una con�guraci�on global que pertenece al conjunto
de todas las posibles con�guraciones globales (de
longitud �nita) pertenece tambi�en al mismo con-
junto. Denotado aqu�� por la letra G. En una
secci�on posterior se de�ne un espacio m�etrico para
estos aut�omatas celulares.

La segunda parte dice que el hacer peque~nos
cambios en la con�guraci�on inicial, la evoluci�on a
trav�es del tiempo del aut�omata celular es diferente
(ver �guras 4 y 5).

Un problema al cual se enfrentan los estudiosos
de la materia, es predecir o m�as propiamente di-
cho, suponer por adelantado el comportamiento
de la evoluci�on del aut�omata tomando en cuenta
unicamente la con�guraci�on inicial y la regla de
evoluci�on en el caso de los aut�omatas celulares
determin��sticos; a la fecha se han desarrollado al-
gunos modelos para predecir el comportamiento a
largo plazo de los aut�omatas celulares utilizando
unicamente con estos datos, estos modelos son re-
visados brevemente en [8].

Ahora se cuenta con un esquema que clasi�ca el
comportamiento de la evoluci�on del aut�omata en
4 categor��as [3].

Varios modelos matem�aticos han surgido por
separado para medir la cuota de caos que presen-
tan las evoluciones de los aut�omatas celulares, dos
de ellos son la medida de entrop��a como el grado
de desorden y el exponente caracter��stico de Lia-
punov como una medida de la velocidad de propa-
gaci�on de los patrones generados por un aut�omata
celular.

3. El exponente caracter��stico de

Liapunov

Esta medida de caos, fue introducida por el
c�elebre matem�atico ruso Alexander Mijailovic Li-
apunov a principios del siglo XX, los exponentes
de Liapunov, como ahora se les conoce, son un
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Fig. 2. El mapa de retorno muestra las velocidades instan-
taneas en el punto de retorno de las trayectorias. El prome-
dio de las velocidades indica el exponente caracter��stico de
Liapunov.

conjunto de n�umeros que se emplean usualmente
para detectar la presencia del caos en sistemas
din�amicos.

La idea en general es medir qu�e tan r�apido se
alejan o di�eren las con�guraciones globales con-
tiguas con respecto al tiempo.

El exponente caracter��stico de Liapunov est�a
de�nido para una funci�on din�amica F con una
con�guraci�on inicial x0 de acuerdo a la siguiente
expresi�on:

�(x0) = lim
n!1

sup
1

n

nX

j=1

log(j(fn)0(x0)j) (1)

Donde j(fn)0(x0)j es el valor absoluto de la
primera derivada de la n-�esima iteraci�on de f a
partir de x0 [14]

En otras palabras, la expresi�on (1) es el m�aximo
valor que alcanza el promedio del orden exponen-
cial de la velocidad, con la cual las con�guraciones
globales se alejan (o se acercan) de sus con�gura-
ciones globales inmediatas siguientes. Despu�es de
n pasos en el tiempo.

Para comprender lo anterior y tener un punto de
referencia, es necerario primero de�nir un espacio
m�etrico que relacione dos con�guraciones globales
en base a una medida de distancia.

Como es de�nido en topolog��a, un espacio
m�etrico debe cumplir con tres condiciones [10]
para cualesquiera tres puntos diferentes x; y; z en
el mismo espacio de representaci�on:

1:�d(x,x) = 0 (2)

La distancia que separa un punto de �el mismo
es nula.

2:�d(x,y) = d(y,x) (3)

La distancia que separa a dos puntos distintos,
es la misma sin importar el orden en que se tomen
los puntos.

3:� d(x; y) + d(y; z) � d(x; z) (4)

Obedece la desigualdad del tri�angulo.

Sea E el espacio de representaci�on de todas
las con�guraciones globales de tama~no n. Con
n < 1. Sea tambi�en X;Y 2 E, no es necesario
que X 6= Y . Sea la medida de distancia:

d(X;Y ) =
X

i2n

jxi � yij

kjij
(5)

El sub��ndice i se coloca en forma creciente desde
�n hasta 0 y de izquierda a derecha sobre todas
las c�elulas de la con�guraci�on global. Signi�ca que
la diferencia en el estado de las c�elulas del extremo
derecho es m�as signi�cativa para estimar la distan-
cia.

La letra k denota la cardinalidad del conjunto
de estados que de�nen al aut�omata celular. En el
caso de un aut�omata binario, k = 2.

Esta medida de distancia y esta de�nici�on de
exponente de Liapunov presentan de�cultades. En
primer lugar, la de�nici�on (1) est�a expresada para
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funciones din�amicas de variable real de tipo C1.

Es posible aplicar la de�nici�on anterior usando
la derivada de una funci�on booleana, ya que la
regla de evoluci�on puede ser considerada como una
funci�on bivaluada, sin embargo en este documento
no se aborda esta posibilidad.

La medida de distancia expresada anterior-
mente, tambi�en presenta di�cultades, ya que la
fracci�on 1=2x es pr�acticamente 0 cuando x es
mayor que 30, siendo que el espacio de evoluci�on
del aut�omata normalmente es de mucho m�as que
30 c�elulas.

Sin embargo se ha publicado otra de�nici�on que
est�a m�as de acuerdo con los t�erminos usados en la
teor��a de aut�omatas celulares con el �n de valorar
el exponente caracter��stico de Liapunov [3]. Si la
regla b�asica de la evoluci�on de un aut�omata celular
es:

ati = F (at�1i�r ; : : : ; a
t�1
i ; : : : ; at�1i+r ) (6)

Es decir, el estado que adquiera la c�elula ati en
el paso de tiempo t es dependiente del estado que
tengan un conjunto de c�elulas en un radio m�aximo
de r c�elulas en el paso de tiempo anterior t � 1.
Ahora, despu�es de T pasos de tiempo, la c�elula
aTi depende ahora de a lo m�as 2rT c�elulas de la
con�guraci�on global inicial, como se muestra en la
�gura 3.

Lo que signi�ca que, los patrones generados por
la evoluci�on del aut�omata se pueden propagar a
velocidades mayores que r c�elulas por paso de
tiempo debido a la correlaci�on existente con las
c�elulas vecinas y su dependencia con la vecindad
que las gener�o. Aunque hay reglas que su veloci-
dad de propagaci�on de patrones es m�as lenta. En
general, denotemos por jjFT jj a un n�umero R que
es el m��nimo n�umero de c�elulas que tienen in
u-
encia sobre el estado que una c�elula ai tome en el
paso de tiempo T .

Entonces, la m�axima velocidad de propagaci�on
asociada con la regla de evoluci�on F es:

T

2rT

Fig. 3. El estado de una c�elula en el tiempo T depende no
s�olo de su vecindad inmediata, sino de a lo m�as 2rT c�elulas
en la con�guraci�on inicial

�+ = lim
T!1

jjFT jj

T
(7)

Sin embargo s�olo se aplica a reglas sim�etricas,
para las reglas que no son sim�etricas se pueden
de�nir los exponentes caracter��sticos de Liapunov
de izquierda y de derecha, denotados por �L y �R
respectivamente.

La �gura 4 muestra una la evoluci�on del
aut�omata celular lineal (2,1) R30, durante 8 in-
stantes de tiempo. Esta regla en especial mues-
tra diferentes velocidades de transferencia de in-
formaci�on, y se puede observar modi�cando liger-
amente la con�guraci�on inicial.

La velocidad de transferencia, es el exponente
de Liapunov, que es la velocidad con la que se
\separan" las con�guraciones globales, como lo
ilustra la �gura 5.

Conclu��mos que el exponente de Liapunov
puede ser:

{ �(F )>0
{ �(F ) � 0

En el primer caso, se veri�ca que la regla de
evoluci�on genera una velocidad de tranferencia
positiva, es decir, se puede garantizar que al menos
la distancia que separa dos con�guraciones glob-
ales contiguas en el tiempo permanece constante.
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100 -- 1
101 -- 0
110 -- 0
111 -- 0

01

000 -- 0
001 -- 1
010 -- 1
011 -- 1

Fig. 4. 8 generaciones a partir de una con�guraci�on global
aleatoria bajo la regla de evoluci�on 30 en un aut�omata celu-
lar lineal (2,1) con condiciones periodicas en las fronteras.

100 -- 1
101 -- 0
110 -- 0
111 -- 0

01

000 -- 0
001 -- 1
010 -- 1
011 -- 1

Fig. 5. La velocidad de propagaci�on de los patrones de
diferencia que presenta la evoluci�on al modi�car una c�elula
(se~nalada con una 
echa) es diferente por ambos lados; por
la derecha es �R = 1 y por la izquierda es �L = 0:2

Si es as��, la evoluci�on tendr�a m�as oportunidad de
mostrar fases distintas a cada paso del tiempo; ex-
hibiendo un comportamiento ca�otico.

Entonces, una regla de evoluci�on tiene un com-
portamiento m�as ca�otico que otra, si el exponente
caracter��stico de Liapunov de la primera regla de
evoluci�on es mayor que el de la segunda.

A�un se pueden veri�car casos interesantes
cuando el exponente de Liapunov es positivo:

{ �(F ) = 1 se deduce de este valor un compor-
tamiento estable, cada con�guraci�on global que
es generada, dista de su con�guraci�on ancestra
una medida constante, logrando ciclos atractores
grandes (en dependencia del tama~no del espacio
celular).

{ �(F )>1 cuando ocurre esto la regla de
evoluci�on presenta un comportamiento ca�otico, y
presenta esta caracter��stica m�as r�apido a medida
que el valor del exponente es mayor.

El segundo caso se puede interpretar como la ex-
istencia de un punto atractor, ya que la velocidad
de transferencia disminuye a cada generaci�on, lo
que signi�ca que a cada paso de tiempo la distan-
cia entre dos con�guraciones globales se reduce.
Se esperar��a que despu�es de algunas evoluciones,
el comportamiento global sea trivial.

4. Entrop��a

La entrop��a es un concepto que se aplic�o ini-
cialmente a sistemas de termodin�amica para tener
una idea de la cantidad de calor disipado por un
cuerpo.

La idea general es que un cuerpo cuando lib-
era mayor cantidad de energ��a calor���ca es que las
mol�eculas que lo componen se mueven a mayor ve-
locidad chocando unas con otras, y en cada choque
de mol�eculas se libera alguna cantidad de energ��a
en forma de calor.
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Entonces, una alta medida de entrop��a sig-
ni�car��a m�as calor liberado por el cuerpo y una
baja medida de entrop��a hace pensar que el cuerpo
libera poco calor.

M�as tarde se hicieron algunas analog��as del
comportamiento de las mol�eculas con algunas car-
acter��sticas de fen�omenos propios de otras �areas
del conocimiento, como las comunicaciones [9].

En aut�omatas celulares tambi�en se ha adoptado
este t�ermino para indicar el grado de desorden
en que las con�guraciones de alguna longitud es-
pec���ca puedan ocurrir; o el grado de desorden
en que las con�guraciones globales aparecen; o la
variaci�on de valores de estados que una sola c�elula
presenta a lo largo de un n�umero determinado de
pasos del tiempo.

4.1. Entrop��a espacial

Es de mucha utilidad para caracterizar las re-
glas de evoluci�on, saber el grado de caos de una
fase de la evoluci�on general de un aut�omata, desde
el punto de vista topol�ogico se puede de�nir la en-
trop��a espacial de conjunto como:

h(x)(X) =
1

X
logK (

KXX

j=1

�(p
(x)
j )) (8)

Donde el super��ndice (x) indica que se trata de
secuencias espaciales de c�elulas, donde el tama~no
de las secuencias es de X, pi es la probabilidad
de que ocurra la secuencia en turno y �(p) es una
funci�on � : [0; 1]! f0; 1g de�nida como:

�(p) = 0 si p = 0 y

�(p) = 1 en otro caso

Esta funci�on �(p) cuenta el orden exponencial
de todas las secuencias que es posible que ocur-
ran.

A esta entrop��a espacial de conjunto tambi�en
se le conoce como entrop��a topol�ogica y va a
compa~nada de una medida de entrop��a que se
conoce tambi�en como m�etrica para la entrop��a, y

xi p �(p)
0000 0 0
0001 3=32 1
0010 1=32 1
0011 1=32 1
0100 11=128 1
0101 11=128 1
0110 11=128 1
0111 11=128 1
1000 11=128 1
1001 11=128 1
1010 11=128 1
1011 11=128 1

1100 1=32 1
1101 1=32 1
1110 3=32 1
1111 0 0

Tabla........( T1)

Tabla que muestra todos los bloques de tama~no 4 con su
probabilidad de ocurrencia y con la � -evaluaci�on. Nota:Los
valores para las probabilidades se tomaron de manera ar-
bitraria

est�a de�nida como sigue:

h(x)� (X) = �
1

X

KXX

j=1

p
(x)
j logkp

(x)
j (9)

Para ilustrar el modo de operar de esta me-
dida de entrop��a, as�� como la entrop��a espacial
de conjunto, t�omense bloques de tama~no 4 y
sustit�uyanse los valores correspondientes en las
ecuaciones (8) y (9).

Hay que hacer notar que en la entrop��a espacial
de conjunto lo que se observa es, en promedio, cu�al
es el orden exponencial de las ocurrencias de blo-
ques de longitud X.

En el caso de la medida de entrop��a, lo obser-
vado es el promedio de la raz�on exponencial de que
un bloque de longitud �jaX aparezca en cualquier
parte de la evoluci�on de un aut�omata celular en
un tiempo �jo t.

En el ejemplo mostrado en la tabla 1, la entrop��a
espacial de conjunto es:

h(x)(4) = 1
4 log2(

P24=16
j=1 �(p

(x)
j )) = log214

4
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Y la medida de entrop��a, tomando secuencias de
c�elulas de tama~no 4 es:

h
(x)
� (4) = �1

4

P24=16
j=1 p

(x)
j logkp

(x)
j

h
(x)
� (4) � 0:924865

Hemos de notar que el m�aximo valor de entrop��a
se logra cuando todos los posibles KX bloques de
longitud X tienen igual probabilidad de ocurrir.
El m�aximo valor de entrop��a es 1.

Otro aspecto importante a la hora de asignar
probabilidades de ocurrencia es que las secuencias
que son \Jardines de ed�en" s�olo ocurren una vez
y jam�as podr�an aparecer de nuevo como im�agen
de una con�guraci�on global, as�� que la probabil-
idad de ocurrencia que le sea asignada debe ser
muy peque~na si se empieza con una con�guraci�on
aleatoria.

Ahora sup�ongase una con�guraci�on global xt al
tiempo t de un aut�omata celular (2,1) de acuerdo
a [8], en donde (k; r) indica que se trata de un
aut�omata celular lineal de k estados y un radio de
vecindad r, teniendo como vecindad un subcon-
junto de c�elulas cont��guas de cardinalidad 2r + 1.

xt = 1] 01011011000101011001 [0

Los d��gitos a los extremos indican las condi-
ciones peri�odicas de las fronteras.

Para calcular la entrop��a topol�ogica de esta con-
�guraci�on, tomamos bloques de 3, ya que 3 es el
n�umero de c�elulas que interact�uan como vecindad,
para intervenir en la asignaci�on de los estados para
cualquier c�elula en transici�on, y aprovechando la
facilidad de tomar secuencias de tama~no arbi-
trario.

De esta manera, en xt se tienen 18 bloques de
longitud 3, distribuidas como sigue:

1.- 000 1/18
2.- 001 2/18
3.- 010 4/18
4.- 011 2/18
5.- 100 2/18
6.- 101 4/18
7.- 110 3/18
8.- 111 0/18

Que de acuerdo a (9)

h
(x)
� (3) = � 1

3

P8
j=1 p

(x)
j log2p

(x)
j

: : :
h
(x)
� (3) � 0:894497

Que muestra una medida de entrop��a aproxi-
madamente de 0.8, lo que signi�ca que en una
medida razonable, aparecen todos los bloques de
longitud 3, dentro de la con�guraci�on global xt.

En cambio, un valor de entrop��a bajo, indica
que algunos bloques de tama~no X no aparecen, o
la probabilidad de que aparezcan es muy peque~na.

4.2. Entrop��a temporal

Es posible de�nir una entrop��a temporal; esta
entrop��a en el transcurso del tiempo proporciona
informaci�on acerca de una secuencia de los esta-
dos que son tomados por una c�elula en particu-
lar, despu�es de muchos pasos en la evoluci�on del
aut�omata celular.

Es necesario contar con la probabilidad de que
una secuencia de longitud T ocurra, dentro de un
espacio de kT posibles secuencias de la misma lon-
gitud. Y esto es posible asignando una probabili-
dad de acuerdo al n�umero de ocurrencias de una
misma secuencia en todas las secuencias que se
observaron.

De esta manera p
(t)
i ser�a la probabilidad de

ocurrencia de la secuencia i dentro de todas las
kT posibles secuencias de estados asignados a una
c�elula en T pasos de tiempo sucesivos.

Se de�ne una entrop��a de conjunto \temporal"
an�aloga a (8):
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x
T

Fig. 6. La zona sombreada en sentido horizontal muestra el
espacio sobre el cual se de�ne la entrop��a \espacial", y la
zona sombreada en sentido vertical muestra el espacio en
el cual esta de�nida la entrop��a \temporal".

h(t)(T ) =
1

T
logK(

K
TX

j=1

�(p
(t)
j )) (10)

Tambi�en, y con analog��a a la de�nici�on de la
medida de entrop��a \espacial" etiquetada con (9),
se de�ne una medida de entrop��a \temporal" como
sigue:

h(t)� (T ) = �
1

T

KTX

j=1

p
(t)
j logkp

(t)
j (11)

Para ilustrar el uso de estas nuevas entrop��as
tomemos una secuencia aleatoria, al aplicar una
regla (aqu�� se usa la regla 90, escogida arbitraria-
mente) y obtener algunas con�guraciones globales,
es posible estudiar el grado de caos que presenta
a lo largo de su historia.

De nuevo, los valores de estados que se mues-
tran a los extremos, indican unicamente que las
condiciones de la frontera son peri�odicas.

La regla 90 en un aut�omata celular (2,1) es:

000 ! 0 100 ! 1
001 ! 1 101 ! 0
010 ! 0 110 ! 1
011 ! 1 111 ! 0

Tomando una con�guraci�on inicial (arbi-
traria) x0=0100110011 y haciendo evolucionar el
aut�omata durante 7 generaciones, se tiene:

t0.- 1] 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 [0

t1.- 1] 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 [0

t2.- 1] 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 [1

t3.- 1] 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 [0

t4.- 1] 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 [1

t5.- 0] 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 [0

t6.- 0] 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 [0

Ahora, la entrop��a de conjunto \temporal" es,
de acuerdo a la 10:

h(t)(7) = 1
7 log2(

P27=128
j=1 �(p

(t)
j )) � 0:401

Donde p
(t)
j es 10/128 para cada con�guraci�on

que aparece en la evoluci�on, y 0 para las que no
aparecen.

El resultado anterior re
eja un nivel de entrop��a
medio, lo que hace pensar que al transcurrir T pa-
sos en la evoluci�on aproximadamente la mitad de
las con�guraciones podr��an ocurrir.

La medida de entrop��a es seg�un (11):

h
(t)
� (7) = �1

7

P27=128
j=1 p

(t)
j logkp

(t)
j � 0:4378

En general, la entrop��a de conjunto, y la me-
dida de entrop��a aportan informaci�on para esti-
mar de una manera aproximada (hay que recordar
que se tratan de probabilidades de ocurrencia) la
proporci�on del n�umero de secuencias que pueden
ocurrir.
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A medidas de entrop��a mayor, ocurren m�as se-
cuencias. Medidas de entrop��a menores signi�ca
que aparecen menos secuencias, todas ellas den-
tro del espacio invariante de todas las secuencias
posibles del tama~no que se ha decidido medir.

5. Resultados de la medida de caos en las

evoluciones de aut�omatas celulares con

comportamiento colectivo no trivial

En la siguiente tabla se muestran algunos resul-
tados usando reglas de evoluci�on de�nidas sobre
aut�omatas celulares lineales de k = 2 estados y
un radio de vecindad r = 1:

En la columna dedicada al exponente carac-
ter��stico de Liapunov, en algunos casos, se mues-
tran los exponentes �L y �R separados por un
gui�on. En ese orden.

REGLA �(F ) h
(X)
�

18 1 0.5
30 .24 - 1 1
90 1 1
22 0.795 .7660

Un listado de las reglas de evoluci�on para los
aut�omatas celulares (2,1) se encuentra en [5]

En la tabla que a continuaci�on se muestra apare-
cen los resultados correspondientes a la regla 33
total��stica de�nida sobre los aut�omatas celulares
lineales de k = 2 estados y r = 4. Se ha escogido
esta regla dado su comportamiento colectivo no
trivial [11] [12] ver la �gura 8.

REGLA �(F ) h
(X)
�

33 2.75 - 1.75 0.127

Los resultados obtenidos son razonables al ver
la evoluci�on del aut�omata, que se muestra en la
�gura 7, primero, el exponente caracter��stico de
Liapunov es justi�cado notoriamente al observar
los patrones crecientes a cada evoluci�on. Con lo
que se concluye que la regla tiene un alto grado
de caos.

Fig. 7. Fragmento de la evoluci�on del aut�omata celular
de�nido por la regla total��stica 33, en un espacio de 2 es-
tados y un radio de vecindad 4

Fig. 8. Mapa de retorno que se~nala el comportamiento
colectivo no trivial mostrado por el aut�omata R33 to-

tal��stica, haciendo un levantamiento a 4 dimensiones con
la vecindad de von Neumman e iterando 250 veces
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Por otro lado, la medida de entrop��a es baja ya
que como tambi�en se observa en la evoluci�on, es
m�as probable que s�olo se generen secuencias de
estados iguales de tama~no variable, y es casi im-
posible que aparezca una secuencia de tama~no 9
(el tama~no de la vecindad) con c�elulas de ambos
estados, pero intercaladas en toda la vecindad, es
decir la secuencia \101010101" tiene una proba-
bilidad muy baja de ocurrir, es posible que unica-
mente aparezca como secuencia inicial.

6. Conjeturas acerca de la relaci�on entre

el exponente caracter��stico de

Liapunov y la entrop��a

Es posible que la medida de entrop��a espa-
cial con secuencias del tama~no de la vecindad
tenga una relaci�on con la densidad esperada, que
se puede obtener en base a la teor��a del campo
promedio, de hecho, la predicci�on del campo
promedio puede servir para estimar la probabili-
dad de ocurrencia de los bloques del tama~no de la
vecindad para calcular el nivel de caos por medio
de la entrop��a.

Las dimensiones del espacio de las con�gura-
ciones est�an estrechamente relacionadas con la
m�axima velocidad de propagaci�on de los patrones
generados por la regla de evoluci�on.

En [4] se observa que la proporci�on del tama~no
del arreglo con respecto al tiempo que se evolu-
ciona el aut�omata es menor o igual que 2 veces la
m�axima velocidad de propagaci�on, que cae dentro
de las caracter��sticas est�aticas de la historia de la
evoluci�on del aut�omata, luego, lo anterior est�a in-
volucrado con la proporci�on de la entrop��a espacial
con respecto a la entrop��a temporal.

7. Conclusiones

El exponente caracter��stico de Liapunov puede
clasi�car unicamente dos tipos de evoluciones, las
que son ca�oticas (�>0) y las que no lo son.

La medida de entrop��a proporciona una esti-
maci�on un tanto subjetiva sobre el n�umero de con-

�guraciones globales que ocurren en la evoluci�on
del aut�omata, ya que los valores que devuelve
est�an en el rango 0 a 1, y decidir que una evoluci�on
es \muy" ca�otica o \poco" ca�otica es a criterio del
observador. Usando como medida de caos la me-
dida de entrop��a, se concluye que todas las reglas
son ca�oticas en distintos grados, que van desde
caos nulo, cuando la entrop��a es 0, hasta el caos
total, cuando la medida de entrop��a es 1.

Para decidir si una regla de evoluci�on es ca�otica
no es su�ciente atender unicamente a la medida
de entrop��a o bien s�olo al valor del exponente car-
acter��stico de Liapunov.

Una interpretaci�on conjunta del exponente car-
acter��stico de Liapunov con la medida de entrop�ia
proporcionan una visi�on m�as amplia del compor-
tamiento ca�otico de la evoluci�on del aut�omata.

Finalmente, a�un hay que mencionar el prob-
lema de relacionar la teor��a de aut�omatas con los
sist�emas din�amicos continuos, recordando que los
aut�omatas celulares est�an de�nidos sobre un es-
pacio y tiempo discretos. Logrando esta relaci�on
se podr�a aplicar algunas (posiblemente todas) las
de�niciones hechas para los sistemas cont��nuos.
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