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Se encontr�o que en algunos aut�omatas celulares ocurre un comportamiento colectivo no trivial, que contradice a
la ley de los grandes numeros; el caso m�as interesante est�a representado por un per��odo 3 o un pseudo-per��odo 3. El
objetivo de este trabajo es explicar este fen�omeno, analizando los resultados obtenidos por diferentes investigadores
(en especial, por Hugues Chat�e y Paul Manneville).

1. Introducci�on

En la primera parte de �este reporte veremos
que dos investigadores franceses, H. Chat�e y P.
Manneville presentaron en 1991 los resultados
que obtuvieron num�ericamente al experimentar
con aut�omatas celulares de dimensi�on d � 2. El
fen�omeno que encontraron es contrario a lo que
se esperar��a observar seg�un la ley de los grandes
n�umeros; a este fen�omeno lo llamaron compor-
tamiento colectivo no trivial. Se han encontrado
comportamientos colectivos de naturaleza similar
en aut�omatas celulares y en redes de transforma-
ciones acopladas, y por lo tanto, Chat�e y Man-
neville dieron igual tratamiento a ambos [1].

En los aut�omatas celulares el espacio de esta-
dos es discreto, en este caso s�olo utilizaremos dos
estados: el 0 y el 1. La forma en que el aut�omata
evoluciona est�a de�nida por una regla, que es una
funci�on que especi�ca a qu�e estado evolucionar�a
cada c�elula, dependiendo de la con�guraci�on de la
vecindad. En redes de transformaciones acopladas,
el espacio de estados es continuo, y la regla de
evoluci�on es una funci�on real de variable real:
Xt

i
2 R; 0 � Xt

i
� 1 es el estado de la c�elula i

en el tiempo t.

En este caso se eligieron reglas de evoluci�on to-
tal��sticas, i.e., aquellas en que se toma en cuenta

Fig. 1. Curva de una aproximaci�on de campo promedio, con
la estructura de \Life". Regla 60 en el aut�omata (2,3).

el valor de sus c�elulas; as�� se forma un n�umero bi-
nario que luego es convertido en un n�umero deci-
mal que designa a la regla total��stica. Se eligieron
tambi�en vecindades grandes donde cada c�elula
tiene igual n�umero de vecinos en todas direcciones
(vecindades isotr�opicas); as��, la probabilidad de
que una c�elula pase del estado i; i 2 f0; 1g, al es-
tado 1 depende s�olo de la suma de 1's que tiene
dicha c�elula. Esta probabilidad de transici�on ps
puede ser:

{ determin��stica: ps 2 f0; 1g
{ probabil��stica: 0 < ps < 1

Los aut�omatas celulares estudiados por Chat�e
y Manneville originalmente fueron dise~nados para
investigar la validez de la aproximaci�on de campo
promedio, la cual busca la probabilidad de que un
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a)

b)

Fig. 2. a) Vecindad de Moore en d = 2; b) vecindad centro-
c�ubica en d = 3

estado aparezca en la siguiente generaci�on. Las re-
glas de evoluci�on consideradas tienen una estruc-
tura semejante al juego \Life" [6], ya que si todas
las c�elulas de la vecindad son 0's se evoluciona
en un 0, y si son todas 1's tambi�en se transfor-
man en un 0. El tipo de vecindades que consid-
eraron para sus investigaciones son von Neumann
(en 4 � d � 6 y Moore (en d = 2), y la vecindad
centro-c�ubica en d = 3.

En la segunda parte del reporte analizaremos la
explicaci�on que da J. Hemmingsson al fen�omeno
de Chat�e y Manneville. Para Hemmingsson no se
trata de un comportamiento colectivo, sino global,
debido a la existencia de membranas que impi-
den la sincronizaci�on del comportamiento de todas
las c�elulas del aut�omata celular. Adem�as, Chat�e
y Manneville mencionan ciertos ingredientes que
creen esenciales para que sea posible observar un
comportamiento pseudo-peri�odico, por ejemplo,
que la dimensi�on debe ser d � 4, sin embargo, en
1992 Hemmingsson public�o resultados diferentes.
�El encontr�o una regla para un aut�omata celular
en d = 1 que presentaba un comportamiento con
per��odo 3. Lo interesante es que esta regla no tiene
la estructura de \Life", que es otro ingrediente
importante para Chat�e y Manneville.

Fig. 3. Curva de una aproximaci�on de campo promedio,
con la estructura propuesta por Hemmingsson. Regla 33
en el aut�omata (2,3).

Tambi�en en la segunda parte se expondr�an los
argumentos de Binder, quien en 1995 public�o que
el comportamiento pseudo-peri�odico no se debe a
la presencia de membranas y macroc�elulas en el
aut�omata celular.

Finalmente, en la tercera parte del reporte est�an
las conclusiones de �este an�alisis de los resultados
de los investigadores mencionados.
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a)

b)

c)

d)

Fig. 4. a) Clase 1 de Wolfram, regla 251 en el aut�omata
(2,1); b) Clase 2 de Wolfram, regla 15 en (2,1); c) Clase
3 de Wolfram, regla 120 en (2,3); d) Clase 4 de Wolfram,
regla 200 en (2,3).

2. El comportamiento colectivo no trivial

Al decir \comportamiento" nos referimos a la
manera en que evoluciona el aut�omata a trav�es
de las generaciones en el tiempo, este compor-
tamiento se puede apreciar al gra�car mediante
puntos la densidad del aut�omata en el tiempo t

(mapa de retorno). \Colectivo" se re�ere a can-
tidades que dependen de todos los elementos o
c�elulas del aut�omata, tal como la densidad o
promedio de c�elulas en el estado 1. Un compor-
tamiento colectivo no trivial ocurre cuando se
observan varias densidades en la evoluci�on del

a)

b)

Fig. 5. a) Comportamiento localmente peri�odico con baja
concentraci�on �nal. Regla 224 en (2,4), vecindad de Moore

en d = 2; b) Comportamiento localmente peri�odico con
alta concentraci�on �nal. Regla 60 en (2,3), vecindad de von
Neumann en d = 3. En ambos casos se muestra el plano
con las primeras 9 generaciones, y el mapa de retorno.

aut�omata celular.

La evoluci�on de los aut�omatas celulares estudi-
ados tiene analog��a con la clasi�caci�on hecha por
Wolfram [6], que se comentar�a a continuaci�on.

En las familias de reglas estudiadas, a partir de
una con�guraci�on inicial aleatoria del aut�omata
celular, con una densidad inicial co; 0 < co < 1 de
c�elulas 1, se pueden observar 2 tipos de compor-
tamiento: [1]

(1) Comportamiento localmente peri�odico,
para densidades muy grandes o muy peque~nas.
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{ Con baja concentraci�on �nal. La concen-
traci�on inicial co es muy alta, y r�apidamente se
llega a unas cuantas c�elulas en estado 1 en un
mar de 0's, es decir, la concentraci�on �nal es muy
peque~na o nula. Este tipo de evoluci�on tiene pare-
cido con la clase 4 de Wolfram, ya que el aut�omata
pasa por un estado transitorio largo, para �nal-
mente quedar en algunas peque~nas estructuras
peri�odicas.

{ Con alta concentraci�on �nal. La concen-
traci�on inicial co es muy baja. Permanecen \vi-
vas" (i.e., en el estado 1) m�as del 50 % de las
c�elulas. Tiene parecido con la clase 2 de Wol-
fram, pues quedan estados transitorios cortos,
ciclos peri�odicos cortos y peque~nas estructuras
peri�odicas.

(2) Comportamiento colectivo no trivial. Se
puede observar cuando el tama~no del aut�omata
crece, es decir, cuando el n�umero de c�elulas es
muy grande. La evoluci�on local de una c�elula o de
un peque~no grupo de ellas tiene muchos cambios
impredecibles en la densidad global del aut�omata
celular ruido estad��stico, i.e., dicha densidad llega
a patrones ca�oticos. Por eso se podr��a decir que se
parece a la clase 3 de Wolfram. Sin embargo, no se
llega a un caos global (el caos global se da cuando
a trav�es de las evoluciones se encuentra que hay
m�as de un valor para describir la densidad global
del aut�omata). La densidad global no siempre es
�unica, pueden ser varios puntos o nubes de puntos
[1].

El teorema del l��mite central dice que \la media
muestral Y es asint�oticamente normal con vari-
anza s2 = �

2

n
= 1

n
", esto signi�ca que la dis-

tribuci�on de probabilidad de las n medias que
se pueden obtener de una poblaci�on se puede
aproximar por medio de una distribuci�on normal
est�andar, si n es grande [7]. (A la distribuci�on nor-
mal tambi�en se le denomina distribuci�on de Gauss
o gaussiana).

De acuerdo con el teorema del l��mite central pode-
mos decir que para un n�umero grande n de c�elulas
la estimaci�on de la densidad de c�elulas \vivas"

Fig. 6. Comportamiento colectivo con per��odo 1. Mapa de
retorno de la regla 252 en el aut�omata (2,4), vecindad de
von Neumann en d = 4.

tiene una desviaci�on est�andar s = 1p
n
[6]. En otras

palabras, el anillo o las nubes que se forman con
los puntos en el mapa de retorno se de�nen mejor
cuando crece el tama~no del aut�omata.

De acuerdo con Chat�e y Manneville, hay ciertos
ingredientes esenciales para que ocurra un com-
portamiento colectivo no trivial [1]:

{ La actualizaci�on sincronizada de todas las
c�elulas es muy importante. \Sincronizada" sig-
ni�ca que todas las c�elulas del aut�omata evolu-
cionan al mismo tiempo en cada una de las it-
eraciones. Para lograr la sincronizaci�on, es nece-
sario que en todo el aut�omata haya comunicaci�on
instant�anea. Al iterar as��ncronamente el compor-
tamiento de cada c�elula o grupo de c�elulas ree-
jar�a el comportamiento de todo el aut�omata: un
comportamiento trivial, de per��odo igual a 1 (P1).
{ Es necesaria la dimensi�on d � 4. A partir
de d= 4 este tipo de comportamiento se hace fre-
cuente. La dimensi�on debe ser �nita para poder
observar en el mapa de retorno la aproximaci�on
de campo promedio.
{ La evoluci�on local debe ser del tipo de
\Life", aunque no es necesaria una evoluci�on lo-
cal espec���ca.
{ Que el aut�omata celular sea determin��stico,
en vez de probabil��stico, no es indispensable.
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Fig. 7. Comportamiento colectivo con per��odo 2. Mapa de
retorno de la regla 1022 en (2,5), vecindad de von Neumann
en d = 5.

Si las estimaciones de la densidad de c�elulas
\vivas" siguen una distribuci�on gaussiana [7],
entonces la densidad en la con�guraci�on del
aut�omata celular obedece a la ley de los grandes
n�umeros [6]. Esto quiere decir que si la dis-
tribuci�on de probabilidad de la media muestral
tiene una varianza que disminuye conforme crece
el n�umero n de c�elulas, entonces la estimaci�on de
la media poblacional ser�a muy cercana a su valor
real, cuando n sea muy grande. Y por lo tanto,
estaremos haciendo un buen c�alculo de la densi-
dad de c�elulas 1 del aut�omata.

La ley de los grandes n�umeros nos dice que la
media muestral Y converge en probabilidad a la
media poblacional � cuando el tama~no n de la
muestra crece:

lim
n!1

P (jY � �j � �) = 1

para cualquier n�umero positivo �. Es por esto
que en muchas investigaciones se obtiene el prome-
dio de las mediciones, esperando obtener una
mayor precisi�on en la estimaci�on de la media
poblacional [7].

En el caso de aut�omatas celulares y de redes de
transformaciones acopladas, al crecer el n�umero
de c�elulas con que se experimenta, se esperar��a

Fig. 8. Chat�e y Manneville reportan un comportamiento
colectivo con per��odo 4 en la regla 2 en el aut�omata (2,6),
vecindad de von Neumann en d = 6. En la �gura no se
observa, tal vez por ser diferente el n�umero de c�elulas em-

pleadas.

obtener un buen estimador de la densidad global
(an�aloga a la media poblacional). Lo sorprendente
es que en estas simulaciones se obtuvieron compor-
tamientos peri�odicos y pseudo-peri�odicos en los
que no hay una �unica densidad, sino varias. Esto
es precisamente lo que caracteriza a un compor-
tamiento no trivial. Cuando se presenta un com-
portamiento colectivo no trivial con per��odo 3 en
el mapa de retorno, se observan 3 nubes de pun-
tos, es decir, 3 densidades diferentes. En el caso
de pseudo-per��odo 3, los v�ertices del toro triangu-
lar tambi�en indican 3 densidades. El interior de
�este anillo o toro suele quedar vac��o, es decir, la
evoluci�on del aut�omata no tiende a una densidad
�unica, como se esperar��a en base a la ley de los
grandes n�umeros.

En un comportamiento colectivo no trivial
la evoluci�on local puede llegar a presentar casi
cualquier con�guraci�on, es decir, es ca�otica; por
lo tanto hay al menos un exponente de Lyapunov
positivo (un n�umero que indica el grado de caos
local) [1]. \Los exponentes de Lyapunov miden la
tasa de transmisi�on de informaci�on dentro de un
aut�omata celular, y son un l��mite superior para
la entrop��a, la cual mide el contenido de infor-
maci�on de los patrones generados al evolucionar
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b)

a)

Fig. 9. Mapa de retorno que muestra comportamiento
colectivo. a) Per��odo 3, regla 504 en (2,4), vecindad de von
Neumann en d = 4; b) Pseudo-per��odo 3, regla 496 en (2,5),
vecindad de von Neumann en d = 5.

el aut�omata. La existencia de exponentes de Lya-
punov positivos es una caracter��stica importante
de los aut�omatas celulares de clase 3 "[6].

Otra forma de medir el caos es ver al aut�omata
como un conjunto de subsistemas con cierta cor-
relaci�on entre s��. El caos global del aut�omata
debe crecer con el n�umero de subsistemas, y por
lo tanto, deber��a ser proporcional al n�umero de
c�elulas que forman el aut�omata. En un aut�omata
celular ca�otico la densidad de c�elulas \vivas" no
se estabiliza alrededor de uno o algunos valores,
sino que toma muchos valores distintos.

No se originan cambios signi�cativos en el com-
portamiento global de redes de transformaciones
acopladas o de aut�omatas celulares cuando se
hacen peque~nas modi�caciones de la regla de
evoluci�on local, por eso se puede decir que el com-
portamiento colectivo no trivial es robusto. Basta
con que d sea su�cientemente grande para poder
observar un comportamiento de este tipo.
La mayor��a de las reglas de aut�omatas celulares

son robustas, pues su comportamiento se mantiene
ante peque~nos cambios hechos a dicha regla.
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a)

b)

Fig. 10. Mapa de retorno que muestra el comportamiento
colectivo con pseudo-per��odo 3 a) de la regla 496 en (2,4),

vecindad de von Neumann en d = 4; b) de la regla 992 en
(2,5), vecindad de von Neumann en d = 5.

2.1. Clasi�caci�on de los resultados

El comportamiento colectivo no trivial obser-
vado se puede clasi�car en cuatro tipos: [1]

(1) Comportamiento peri�odico .Chat�e y Man-
neville observaron comportamientos con per��odo 1
hasta 4, representados por nubes de puntos en el
mapa de retorno:

{ Per��odo 1 (P1) es el caso m�as usual; en �el
se presenta una sola nube de puntos.
{ En el caso de per��odo 2 (P2) se observan 2
nubes de puntos. Ocurre en d = 4; 5; 6.
{ Per��odo 3 (P3) es el comportamiento
peri�odico m�as interesante, pues se observan 3
nubes de puntos . Ocurre pocas veces en d = 4, y
con mayor frecuencia en d = 5; 6.

b)

a)

Fig. 11. Mapa de retorno que muestra el comportamiento
colectivo a) comportamiento mixto (P2 x PP3i) de la regla
14 en (2,6), vecindad de von Neumann en d = 6; b) inter-
mitencia de per��odo 3 (PP3i), regla 504 en (2,4), vecindad
de von Neumann en d = 4.

{ El per��odo 4 (P4) es el caso menos frecuente,
en �el se pueden observar 4 nubes de puntos. Ocurre
en d = 6.

(2) Comportamiento pseudo-peri�odico. Este
comportamiento de pseudo-per��odo 3 (PP3) em-
pieza a ocurrir en d = 3, y su frecuencia aumenta
conforme crece la dimensi�on d desde 4 hasta 6.
Se observa gr�a�camente por un toro o anillo tri-
angular , que tiene una mejor de�nici�on cuando
el tama~no del aut�omata crece. Puede ser que �este
toro triangular presente un contorno redondeado,
o distorsionado.

(3) Comportamiento mixto. Aqu�� es posible
observar que una misma regla en dimensi�on d = 6
evoluciona con comportamientos diferentes que se
alternan, y que pueden ser peri�odicos y/o pseudo-
peri�odicos. Un caso frecuente es per��odo 2 con un
pseudo-per��odo 3 (P2xPP3). Tambi�en es posible
observar un per��odo 2 con un per��odo 2 intermi-
tente (P2xP2i) y per��odo 2 con un per��odo 3 in-
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Fig. 12. Membranas (paredes de Bloch) que forman
macroc�elulas dentro del aut�omata celular, regla 33 en
d = 1.

termitente (P2xPP3i).

(4) Comportamiento intermitente. La inter-
mitencia se da cuando un per��odo o pseudo-
per��odo sufre repentinas variaciones en su compor-
tamiento, es decir, cuando un comportamiento se
transforma en otro. En la intermitencia el estado
irregular aparece por contaminaci�on, i.e., nunca
surge espont�aneamente en medio de una regi�on
regular llena de 1's �o de 0's, sino por el pro-
gresivo efecto que sobre ella ejercen las regiones
irregulares [6]. Puede ocurrir en d = 3; 4; 5 un
pseudo-per��odo 3 que de pronto se convierte en P1
(PP3i), �o un per��odo 2 intermitente (P2i) en d = 6.
Tambi�en hay intermitencia cuando dos compor-
tamientos se presentan en la evoluci�on P3/PP3
en d = 6, �o P1/P2 en d = 5.

Es posible que ocurra un Comportamiento
marginal en d = 3; 4; 5; 6. Este caso se clasi�ca
entre un comportamiento localmente peri�odico
con baja o alta concentraci�on �nal y un compor-
tamiento colectivo. Su densidad �nal puede no ser
homog�enea, i.e., puede haber grandes regiones con
c�elulas en cierto estado, y peque~nas regiones en el
otro estado.

a) b)

Fig. 13. Regla 73 en el aut�omata (2,1), vecindad de von
Neumann en d = 1. a) Evoluci�on que presenta membranas;
b) Mapa de retorno.

3. Resultados publicados por otros
autores

3.1. Jan Hemmingsson

La investigaci�on de Hemmingsson se enfoca a
c�omo partes separadas del aut�omata tienen ac-
ceso a la misma informaci�on. Esta divisi�on en
subsistemas o macroc�elulas es debida a las pare-

des de Bloch que se forman. Estas paredes o
membranas est�an ubicadas aleatoriamente en el
aut�omata celular, se conservan a trav�es de las gen-
eraciones, tienen densidad �nita, y entre 2 paredes
adyacentes hay un n�umero �nito de c�elulas. Cada
conjunto de c�elulas es una macroc�elula aislada del
resto, y dentro de ellas se dan ciclos o per��odos.
Las paredes no desaparecer�an ni permitir�an inter-
acci�on alguna entre las macroc�elulas. [4].

Para d = 1 y d = 2 es f�acil encontrar las pare-

des de Bloch, sin embargo, para d � 3 se hace
dif��cil de�nirlas. Por eso Hemmingsson dice que
en d = 3 no hay paredes de Bloch, pero que
en su lugar hay una estructura \de cebolla", es
decir, diferentes capas que tienen c�elulas con el
mismo n�umero de vecinos 1. Cuando dichas ca-
pas interact�uan (aunque hay poca interacci�on), el
resultado es un comportamiento pseudo-peri�odico
[4]. A causa de que hay poca interacci�on o
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a) b)

Fig. 14. Regla 33 en el aut�omata (2,3), vecindad de von
Neumann en d = 3. a) Evoluci�on que presenta membranas;
b) Mapa de retorno que presenta un comportamiento colec-
tivo no trivial de pseudo-per��odo 3, en forma de anillo tri-

angular.

acoplamiento, no parece adecuado describir a este
tipo de aut�omatas como redes de transforma-
ciones acopladas [2], contradiciendo as�� a Chat�e
y a Manneville. �Estos investigadores consideraron
que se observaban comportamientos colectivos de
naturaleza similar en los aut�omatas y en las re-
des de transformaciones acopladas, y dieron igual
tratamiento a ambos [1].

Una explicaci�on para la interacci�on de �estas
macroc�elulas ser��a una inuencia externa sobre
todo el aut�omata, pero en tal caso, el intercam-
bio de informaci�on no ser��a lo su�cientemente
r�apido [2]. La explicaci�on que Hemmingsson apoya
es que una con�guraci�on inicial homog�enea (por
medio de un generador de n�umeros aleatorios)
le da a todas las macroc�elulas que forman el
aut�omata la misma informaci�on inicial, y en-
tonces ya no ser�a necesaria la comunicaci�on en-
tre dichas macroc�elulas. Por lo tanto, la sin-
cronizaci�on global se debe al estado inicial del
aut�omata [2] [4]. Entre m�as grande sea el n�umero
de c�elulas, se hace m�as predecible la evoluci�on del
aut�omata, ya que para calcular la densidad global
se obtiene una media sobre todas las macroc�elulas
[2].

a) b)

Fig. 15. Regla 97 en el aut�omata (2,3), vecindad de von
Neumann en d = 3. a) Evoluci�on que presenta membranas;
b) Mapa de retorno que presenta un comportamiento colec-
tivo no trivial de pseudo-per��odo 3, en forma de anillo tri-

angular.

Para Hemmingsson la evidencia de una sin-
cronizaci�on global no justi�ca la sincronizaci�on en
la evoluci�on del aut�omata celular. Comenta que
tal vez no sea necesaria la sincronizaci�on en la
evoluci�on para poder observar un comportamiento
colectivo peri�odico o pseudo-peri�odico, y que por
lo tanto, el comportamiento global observado por
Chat�e y Manneville no es un fen�omeno colectivo
[2].

En aut�omatas celulares de 1 dimensi�on, Hem-
mingsson experiment�o con la regla 73 (que tiene
una estructura diferente a \Life") y su conjugada,
la regla 109, en una vecindad de tama~no 3. En
este aut�omata celular se encontraron paredes de

Bloch. Iniciando con una con�guraci�on aleatoria,
el aut�omata celular pas�o por un estado transito-
rio y �nalmente present�o un comportamiento con
per��odo tres [4], aunque Chat�e y Manneville no
lograron observar su fen�omeno en d = 1. Por lo
tanto, Hemmingsson encontr�o que la regla 73 en
d = 1 tiene algunas propiedades de un aut�omata
celular de dimensi�on mayor [2]. Cabe aclarar que
en d = 1 la periodicidad observada es local (a nivel
de vecindades o de regiones localizadas), porque a
nivel global, la densidad del aut�omata tiende a
per��odo 1.
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a) b)

Fig. 16. Regla 161 en el aut�omata (2,3), vecindad de von
Neumann en d = 3. a) Evoluci�on; b) Mapa de retorno que
presenta un comportamiento colectivo no trivial de pseudo-
per��odo 3, en forma de anillo triangular.

En dimensi�on d = 3 Hemmingsson experiment�o
con la regla 33 (que tambi�en tiene una estructura
diferente a \Life") y su regla complemento, la
regla 123, en una vecindad de von Neumann, con
una con�guraci�on aleatoria y densidad de c�elulas
\vivas" de 0.5, en un aut�omata de 2563 c�elulas.
Hemmingsson dice que �esta regla es la �unica to-
tal��stica en d = 3 que tiene un comportamiento
pseudo-peri�odico en el mapa de retorno [2] [3], tal
como el fen�omeno observado por Chat�e y Man-
neville, incluso con el mismo ruido estad��stico.
Con la regla 33 ocurre un comportamiento no triv-
ial cuando se comienza con una densidad peque~na
de c�elulas en estado 1. Si la densidad inicial se va
a los extremos, i.e., todas las c�elulas en 0 �o to-
das en 1, entonces el comportamiento observado
ser��a trivial [3]. Adem�as, Hemmingsson encontr�o
el n�umero promedio de revoluciones completas en
cada generaci�on [2] [3]. Este n�umero es -0.3371,
i.e., aproximadamente cada 3 generaciones el toro
triangular en el mapa de retorno da una vuelta
completa. El signo negativo indica que el tri�angulo
gira en el sentido del reloj.

Cabe mencionar que Hemmingsson no hace co-
mentarios respecto al resto de las reglas. Simple-

a) b)

Fig. 17. Regla 129 en el aut�omata (2,4), vecindad de von
Neumann en d = 4. a) Evoluci�on; b) Mapa de retorno que
presenta un comportamiento colectivo no trivial de per��odo
3, en forma de tres nubes de puntos.

mente dice con cu�ales trabaj�o y los resultados que
obtuvo. Y tal vez est�a omitiendo algunas reglas
que tambi�en presentan el comportamiento colec-
tivo de per��odo 3 �o de pseudo-per��odo 3. Por ejem-
plo, H.V. McIntosh ha encontrado otras reglas to-
tal��sticas en d = 3 con la estructura de la regla 33
de Hemmingsson que muestran el efecto de Chat�e
y Manneville: en la regla 97 ocurre un compor-
tamiento colectivo no trivial pseudo-peri�odico. Y
en d = 4, encontr�o la regla 129, en cuya evoluci�on
se observa un comportamiento de per��odo 3. En la
regla 161, aunque la curva del mapa de retorno no
tiene la misma estructura, se observ�o un pseudo-
per��odo en d = 3.

3.2. P.-M. Binder

Tom�o la regla en 3 dimensiones de Hemmings-
son: la regla 33. Compar�o el comportamiento
de este modelo en un aut�omata de 813 c�elulas,
tomando 2 con�guraciones iniciales casi id�enticas.
Gra�cando, es posible observar que el patr�on de
las diferencias crece cada generaci�on, formando
casi un tri�angulo [5], empezando en un v�ertice y
terminando en la base.

El crecimiento de las diferencias entre evolu-
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ciones implica que la informaci�on de los cam-
bios eventualmente se propaga a trav�es de todo
el aut�omata celular. Las tasas de transmisi�on de
informaci�on a la derecha y a la izquierda est�an de-
terminadas por la pendiente del patr�on de diferen-
cias, y dichas pendientes son exponentes de Lya-
punov positivos [6], es decir, la raz�on de cambio
del comportamiento del aut�omata se observa en la
pendiente que tienen los lados del tri�angulo.

Binder argumenta que en el comportamiento
pseudo-peri�odico del aut�omata celular las difer-
encias encontradas crecen en ambas direcciones
(derecha e izquierda), y esto har��a imposible la
existencia de las membranas, y por lo tanto, de
las macroc�elulas [5]. Si existieran las membranas,
tal vez no se podr��an transmitir tan f�acilmente los
cambios ocasionados por la diferencia en la con�g-
uraci�on inicial, y por lo tanto, no crecer��an tanto
las diferencias entre las evoluciones que se com-
paran. Binder parece haber demostrado la no ex-
istencia de membranas, y concluye que los resulta-
dos obtenidos por Hemmingsson en [2] no son una
explicaci�on para el fen�omeno descrito por Chat�e y
Manneville en [1].

4. Conclusiones

En la evoluci�on de un aut�omata celular pueden
ocurrir diferentes situaciones. Lo ordinario es que
el comportamiento sea trivial, i.e., que la densi-
dad �nal de celulas vivas sea �unica. Pero tambi�en
se llega a observar el comportamiento no trivial,
cuando no se presenta una �unica densidad �nal
en el aut�omata celular. El comportamiento m�as
interesante es el pseudo-per��odo 3, representado
gr�a�camente en el mapa de retorno por un anillo
triangular, que se de�ne mejor conforme crece el
n�umero de c�elulas del aut�omata.

Hay varias explicaciones para el compor-
tamiento no trivial:

{ La explicaci�on de Chate y Manneville, luego
de experimentar con reglas total��sticas con la es-
tructura de \Life" en 2 � d � 6 es que se trata
de un comportamiento colectivo, donde supuesta-
mente se sincronizan todas las partes del aut�omata
celular, que s�olo es posible ver en dimensi�on d � 4.

{ Por su parte, Hemmingsson enfatiza la ex-
istencia de macroc�elulas a causa de membranas
dentro del aut�omata. Y estas membranas no per-
miten que haya una sincronizaci�on. Para �el, se
trata de un comportamiento global. Hemmings-
son experiment�o con unas cuantas reglas, de es-
tructura diferente a \Life". Public�o sus resulta-
dos con dichas reglas (en d = 1 y d = 3), omi-
tiendo el resto. Y en las reglas omitidas puede
haber algo que lo contradiga. Una muestra de
ello es que McIntosh ha encontrado otras reglas
total��sticas (en d = 3 y d = 4), con la estruc-
tura del aut�omata de Hemmingsson, que tambi�en
siguen un comportamiento no trivial de pseudo-
per��odo 3 �o de per��odo 3. Algo que me parece cu-
rioso es que el pseudo-per��odo 3 se observa con
mejor de�nici�on en las reglas con la estructura en
la curva del mapa de retorno propuesta por Hem-
mingsson, que en las reglas con la estructura de
\Life".

{ Binder, luego de analizar el aut�omata prop-
uesto por Hemmingsson, dice que tal vez no sea
necesaria la existencia de macroc�elulas para poder
observar el comportamiento no trivial.
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Por lo tanto, creo que a�un no se ha logrado dar
una explicaci�on al comportamiento no trivial de
pseudo-per��odo 3 que convenza a los diferentes in-
vestigadores en el �area. Tal vez se necesite experi-
mentar no s�olo con reglas total��sticas. O tal vez se
necesita hacer experimentos en dimensiones may-
ores, para llegar a las verdaderas causas que rigen
fen�omeno; y despu�es extenderlas a las reglas de
aut�omatas celulares en dimensiones menores.
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