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Resumen
Un sistema din�amico es un fen�omeno que cambia con el tiempo y lo podemos modelar de alguna forma matem�atica.
Hugues Chat�e y Paul Manneville han investigado que los sistemas din�amicos ca�oticos muestran por lo general com-

portamientos colectivos no triviales; especialmente en cantidades promedio que evolucionan a trav�es del tiempo hasta
un l��mite en el tama~no y tiempo, a pesar del caos local dentro de su espacio. El estudio se efectu�o para aut�omatas
celulares de tres, cuatro, cinco y seis dimensiones sobre lattices de gran tama~no para poder observar este fen�omeno.
Con lo que se trata de determinar este comportamiento a trav�es de los modelos de aut �matas celulares, auxiliado por
las herramientas gr�a�cas tal como el diagrama de iteraciones, el diagrama de evoluciones y mean �eld; donde podemos
observar el comportamiento de los puntos �jos estables y no estables. Finalmente podremos determinar la periodicidad
o quasiperiodicidad de las regla total��sticas en estudio.

1. Preliminares

Una problem�atica dentro de los aut�omatas celu-
lares en una dimensi�on, es obtener una buena rep-
resentaci�on y determinaci�on de las cuatro clases de
Wolfram [7], donde a primera instancia sabemos
que en el diagrama de evoluciones, para cualquier
con�guraci�on inicial aleatoria y un tama~no de
anillo mayor igual a dos, podemos calcular todas
sus evoluciones subsiguientes de cualquiera de las
cuatro clases; hasta entrar a un ciclo atractor [3].
Si hacemos un an�alisis espec���co sobre la clase

III (comportamientos ca�oticos), podremos obser-
var que tendremos un desorden de caracter local
como global dentro del sistema (Figura 1), pero
en un l��mite dado este sistema entrar�a en un ci-
clo atractor no importando el tama~no del anillo.
Aunque l�ogicamente si el tama~no del anillo es tre-
scientos; entrar al ciclo atractor nos va a llevar una
considerable cantidad de tiempo.
La forma en como se mani�esta el caos en

los sistemas din�amicos a trav�es de interacciones
locales son por lo general de forma extensiva,
es decir el estudio se puede realizar en sistemas
tanto de forma local como global para diferentes

Fig. 1. Clase III y IV de Wolfram

par�ametros. La cantidad de caos dentro del sis-
tema es medido por la cantidad de n�umeros pos-
itivos dado por los exponentes de Lyapunov que
son proporcionales al tama~no del sistema. Donde
el n�umero de Lyapunov mide la sensibilidad re-
specto a las condiciones iniciales. Y este n�umero es
obtenido atrav�es de la siguiente ecuaci�on (donde
f es una funci�on):

�(f) = lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

ln

����df
i(x)

dx

���� : (1)

(1) Si �(f) = 0, entonces no depende de la
condici�on inicial representada por x.
(2) Si �(f) > 0, entonces es sensible con respecto
a las condiciones iniciales.
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Fig. 2. Ciclo atractor

(3) Si �(f) < 0, entonces tiene comportamientos
atractores.

Si tratamos de reconstruir los atractores atrav�es
de las series de tiempo, �estas no proporcionan in-
formaci�on �util ya que el c�alculo es limitado, poco
preciso y particular para una condici�on inicial
dada, con lo que no podemos generalizar el an�alisis
de una manera global y general.
La primera intuici�on que tuvieron sobre los

comportamientos colectivos no triviales, fu�e
cuando observaron un cierto equilibrio dentro de
los sistemas ca�oticos, as�� como sus contrapartes
estoc�asticas en cantidades promedio y �estas evolu-
cionaban en el tiempo de forma uniforme, aparte
de mostrar ciertas 
uctuaciones estad��sticas que
desaparecian en un l��mite dado. Esto ser��a contra-
dictorio recientemente por el descubrimiento de
comportamientos colectivos no triviales, donde el
comportamiento de ciertas reglas total��sticas en
lattices enormes muestran una evoluci�on tempo-
ral bien de�nida y bastante regular a pesar de la
presensia del desorden local en el espacio y tiempo.
Cabe se~nalar que estos descubrimientos se lo-

graron obtener conforme el aut�omata celular au-
mentaba su tama~no de dimensi�on y las lattices
donde se efectuaban estos c�alculos son consider-
ablemente grandes (hasta con un valor de N =
355). En la siguiente secci�on describiremos con
detalle la forma como obtuvieron y visualizan el
comportamiento colectivo no trivial.

Fig. 3. Lattices de tama~no N

2. Aut�omata celular

La evoluci�on de los aut�omatas celulares nos
dan caracter��sticas b�asicas del comportamiento
que tiene determinada regla a trav�es del tiempo.
Sea d la dimensi�on del aut�omata celular, i el sitio
que ocupa cada c�elula dentro de la lattice, t el
tiempo, N el n�umero de vecinos, V la vecindad
isotr�opica (es decir, existen igual n�umero de veci-
nos sim�etricos) y ct la concentraci�on instantanea
de 1's dentro de la lattice.
Tenemos una lattice y una vecindad de tama~no

N , para un aut�omata binario, es decir, dos estados
\0" y \1".
De�nimos una regla total��stica para un

aut�omata celular de orden (K; 1) como:

'(a; b; c) = T (a+ b+ c)

donde la suma de los estados de una vecin-
dad dada, debe tener un valor entero que rep-
resenta todas las combinaciones posibles (vecin-
dades equivalentes) que tengan ese mismo valor.
Tales reglas est�an de�nidas por un conjunto S

deN+1 posibles transiciones de la regla total��stica
tal que fps;S = 0; � � � ;Ng, donde S(V) nos deter-
minar�a todas aquellas vecindades que mapean en
uno, especi�cadas por el conjunto S. Por lo que
de�nimos:

ps = PrfXt+1

i
= 1 j S(Vt

i
) = Sg

donde Xt+1

i
es el estado en el sitio i en el tiempo

t y Vt
i
la con�guraci�on de la vecindad en el sitio i

y el tiempo t para toda Xt
i
2 f0; 1g.

La mayor��a de las reglas en estudio son to-
tal��sticas pues el n�umero total de vecindades a
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Fig. 4. Vecindades en dos dimensiones

an�alizar es considerablemente grande. Se de�ne
un estado absorbente dado por: p0 = pN = 0.
La �ultima restricci�on considera s�olo las reglas del
conjunto de�nidas por la sucesi�on fpsg, determi-
nada por el intervalo (0 < Smin � Smax < N ) tal
que:

ps =

�
1 si Smin � S � Smax

0 c:o:c

donde el intervalo determina las vecindades que
mapean al estado uno y las vecindades restantes
al estado cero.

0 1 2 3 4 5 6 7
AC(2,4) regla 61: 0 0 0 1 0 1 0 1

Esta restricci�on es parecida a la estructura
que maneja Life [2]. Si una vecindad tiene poca
poblaci�on (S(V) < Smin) su c�elula central muere,
esto es el estado absorbente. Si hay una sobre-
poblaci�on si (S(V) > Smax) ocurre lo mismo. Una
c�elula sobrevive si posee una densidad apropiada.
Estos mapeos son realizados sobre las vecin-

dades de John von Neumann [1] y Edward F.
Moore [9] como se muestra en la Figura 4, respec-
tivamente.
Chat�e-Manneville [4] hacen un an�alisis a trav�es

de la teor��a de mean �eld, el mapa de retorno,
series de tiempo, diagrama de evoluciones y el
diagrama de bifurcaciones para poder explicar
los comportamientos colectivos [5] y los compor-
tamientos colectivos no triviales [6]. Cabe recal-
car que el diagrama de bifurcaciones es muy �util
para el modelo de lattices acopladas, donde la

Fig. 5. Peri�odo dos, regla 61 AC(2,4)

regla de evoluci�on no est�a determinada de forma
determin��stica, m�as bien de forma probabil��stica.
Aclaramos que en este reporte s�olo se trata el mod-
elo determin��stico.

3. Comportamiento colectivo

Dentro de la familia de reglas que presen-
tan Chat�e-Manneville en [5] podemos encontrar
una clasi�caci�on muy detallada para los compor-
tamientos tanto peri�odicos como quasiperi�odicos.

3.1. Comportamientos peri�odicos

Estos comportamientos colectivos se identi�can
rapidamente de manera muy general en sus dia-
gramas de evoluciones para diferentes concentra-
ciones ct iniciales.
Como podemos observar en la Figura 5, el dia-

grama de evoluciones para la regla total��stica 61
muestra comportamientos peri�odicos de tama~no
dos, en cuatro dimensiones empleando la vecin-
dad de von Neumann. Este an�alisis lo podemos
extender con el mapa de retorno y veri�car que la
existencia de los puntos �jos, es la que determina
�esta periodicidad.
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Fig. 6. Diagrama de retorno, regla 61

Podemos gr�a�car un mapa de retorno, calcu-
lando las densidades ct a trav�es del tiempo donde,

ct =
1

N
�N

i=1X
t

i (2)

y de esta manera podemos determinar la existen-
cia de las acumulaciones de varios puntos en uno o
varios puntos �jos. Donde las nubes que produce
dicha gr�a�ca, nos ilustran el n�umero de peri�odos
del aut�omata celular; facilmente comprobable a
trav�es del diagrama de evoluciones.
En todos los casos estamos tomando diferentes

valores de ct, distribuidos uniformemente un 50%
en toda la lattice. Aunque iniciemos con con�gu-
raciones aleatorias, el resultado es el mismo.
Finalmete obtenemos como resultado de la

equaci�on 2, la promedia por la cantidad de 1's
que existen dentro de la lattice en el tiempo t.
Iterando esta lattice en el tiempo t+1, t+2, : : : y
as�� sucesivamente para varias t's, determinado por
el valor que tome N . Y est�a acumulaci�on de varios
puntos, nos indican los puntos �jos de la funci�on
determinada por mean �eld.
Mean Field Theory nos indica la probabil-

Fig. 7. Diagrama de mean �eld, regla 61

idad de obtener 1's en la siguiente generaci�on,
esta funci�on podemos obtenerla gra�cando el poli-
nomio derivado de la regla total��stica. Iluatramos
este procedimiento con la regla total��stica 61, ten-
emos que las vecindades 3, 5 y 7 evolucionan en
1. De esta manera las vecindades determinan los
coe�cientes del polinomio, que calculamos con el
tri�angulo de Pascal, y �nalmente tenemos:

3p4q3 + 5p2q5 + 77 = 0

donde q = 1� p, como podemos comprobar en la
Figura 7.
Producimos un mapa iterativo f dada una con-

centraci�on de 1's, dentro de la lattice y calculamos
la probabilidad de obtener unos en la siguiente
generaci�on, entonces tenemos:

ct = PrfXt

i = 1g = 1� PrfXt

i = 0g (3)

si las reglas son total��sticas,

PrfXt+1

i
= 1g =

NX
S=0

psPrfS(V
t

i ) = Sg: (4)
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Con la aproximaci�on del campo medio, la proba-
bilidad para una vecindad V de tener exactamente
S unos, es representado como una binomial:

PrfS(Vt) = Sg = b(S;N ; c
t
) �

�
N
S

�
(c
t
)
S
(1 � c

t
)
N�S

(5)

�nalmente tenemos que las reglas que tienen la
misma N , Smin y Smax tienen la misma aproxi-
maci�on y su mapeo es determinado como:

ct+1 = fNSmin�Smax(c
t) =

SmaxX
S=Smax

psb(S;N ; ct): (6)

Por ejemplo si tenemos un aut�omata celular
(2,3), d = 3, fps;S = 0; � � � ; 6g y de�nimos una
regla total��stica 60 (R3V N

2�5 notaci�on de Chat�e-
Manneville) donde el intervalo 2(Smin)-5(Smax),
nos indica que las vecindades p2, p3, p4 y p5
mapean a uno y las cuatro vecindades restantes
mapean a cero. Y damos una densidad inicial
c0 = 0:5, entonces tenemos en la siguiente gen-
eraci�on:

c1 =
P5

2
ps

�
N
S

�
(ct)S(1� ct)N�S

= (2)

�
6
2

�
(0:5)2(1� 0:5)6�2

+ (3)

�
6
3

�
(0:5)3(1� 0:5)6�3

+ (4)

�
6
4

�
(0:5)4(1� 0:5)6�4

+ (5)

�
6
5

�
(0:5)5(1� 0:5)6�5.

y as�� a trav�es del tiempo. Podemos notar que con-
forme aumenta la dimensi�on del aut�omata celular
en estudio, el grado del polinomio crece drastica-
mente por el n�umero de vecindades que se gen-
eran. Siendo un buen problema tratar de resolver
polinomios de grado 11 o m�as.
Dados estos resultados, podemos notar que la

aproximaci�on que realizamos a trav�es de mean
�eld es muy buena, a lo contrario que a�rman
Chat�e-Manneville. Esto ha sido comprobado con
los descubrimientos de Hemmingsson [8], encon-
trando comportamientos colectivos en aut�omatas
de menor dimensi�on.
Presentamos uan peque~na lista de aut�omatas

celulares con comportamientos peri�odicos de or-
den k = 2, r = 3 y r = 4 en la Tabla 1.

Regla Periodo AC d
189 P2 (2; 4) 4
158 P2 (2; 3) 3
149 P2 (2; 3) 3
133 P2 (2; 4) 4
129 P3 (2; 4) 4
127 P2 (2; 4) 4
125 P2 (2; 4) 4
92 P2 (2; 4) 4
78 P2 (2; 4) 4
61 P2 (2; 4) 3
33 P3 (2; 4) 4
23 P2 (2; 4) 4

Table 1
Aut�omatas peri�odicos

3.2. Comportamientos quasiperi�odicos

El comportamiento quasiperi�odico es un com-
portamiento peri�odico que no est�a bien de�nido.
Dado este comportamiento, podemos notar rapi-
damente en el diagrama de retorno que los puntos
�jos no estan bien de�nidos, pues todos los puntos
de acumulaci�on oscilan entre los puntos �jos.
La Figura 8 muestra comportamientos

quasiperi�odicos de longitud 3, para el aut�omata
celular (2,3) regla 33 y d = 3 dimensiones.
Podemos ver perfectamente en el diagrama de

transiciones, como los puntos de acumulaci�on a
trav�es del tiempo oscilan alrededor de un tri�angulo
limitado por tres puntos �jos en sus extremos. En
el diagrama de evoluciones podemos veri�car estos
resultados, la evoluci�on de toda la lattice a trav�es
del tiempo es claramente quasiperi�odica.
Finalmente calculamos mean �eld para la

primera y la segunda iteraci�on, est�a �ultima es
una re
exi�on de la primera curva, podemos ver-
i�car que la curva se intersecta en tres puntos
con la segunda generaci�on. Si calculamos las sigu-
ientes probabilidades para la tercera generaci�on
y la cuarta generaci�on, podemos veri�car que la
curva de probabilidad para la cuarta generaci�on
es muy parecida a la curva de probabilidad de la
primera generaci�on. Por lo que mean �eld aprox-
ima de manera muy cercana y precisa el compor-
tamiento del aut�omata celular a trav�es del tiempo.
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Fig. 8. AC(2,3), regla 33, d = 3

Presentamos varios ejemplos ilustrativos de
comportamientos peri�odicos y quasiperi�odicos
para varios aut�omatas del tipo (2,3) y (2,4).
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Regla Periodo AC d
161 QP3 (2; 4) 4
193 QP3 (2; 4) 4
97 QP3 (2; 3) 3
33 QP3 (2; 3) 3
122 QP3 (2; 3) 3
39 QP2 (2; 3) 3
69 QP2 (2; 3) 3
193 QP3 (2; 4) 4

Table 2
Aut�omatas peri�odicos y quasiperi�odicos

4. Comportamiento no trivial

Chat�e y Manneville en [4] han determinado que
el comportamiento colectivo no trivial presenta
por lo general las siguientes caracter��sticas:

(1) El comportamiento colectivo no trivial es al-
canzado desde casi todas las condiciones iniciales.
Es decir, presenta comportamientos atractores en
un l��mite dado.
(2) El efecto colectivo se preserva a pesar de
peque~nas variaciones en la regla de evoluci�on o
cualquier otro tipo de ruido estad��stico.
(3) Existe una sincronizaci�on de los sistemas en
un l��mite dado, aunque estos se est�en desarrol-
lando de manera independiente y paralela.
(4) El comportamiento colectivo no trivial tiene
un mejor ajuste conforme aumentamos la di-
mensi�on del aut�omata celular, as�� como el tama~no
de la lattice.

Ellos encontraron este comportamiento en
aut�omatas celulares con d = 4 y m�as frecuente-
mente en aut�omatas con d = 5 y d = 6. Desarrol-
lando un an�alisis a trav�es de la teor��a del campo
medio.
Esto implica que para una densidad inicial ct,

calculamos todas las probabilidades de obtener
unos en la siguiente generaci�on. Si el compor-
tamiento colectivo es no trivial, se debe a que ten-
emos diferentes densidades para varias ct.
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