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Resumen

Un sistema dindmico es un fenémeno que cambia con el tiempo y lo podemos modelar de alguna forma matematica.
Hugues Chaté y Paul Manneville han investigado que los sistemas dinamicos caéticos muestran por lo general com-
portamientos colectivos no triviales; especialmente en cantidades promedio que evolucionan a través del tiempo hasta
un limite en el tamano y tiempo, a pesar del caos local dentro de su espacio. El estudio se efectué para autématas
celulares de tres, cuatro, cinco y seis dimensiones sobre lattices de gran tamafio para poder observar este fenémeno.
Con lo que se trata de determinar este comportamiento a través de los modelos de autratas celulares, auxiliado por
las herramientas graficas tal como el diagrama de iteraciones, el diagrama de evoluciones y mean field; donde podemos
observar el comportamiento de los puntos fijos estables y no estables. Finalmente podremos determinar la periodicidad

o quasiperiodicidad de las regla totalisticas en estudio.

1. Preliminares

Una problemaética dentro de los autématas celu-
lares en una dimensién, es obtener una buena rep-
resentacién y determinacion de las cuatro clases de
Wolfram [7], donde a primera instancia sabemos
que en el diagrama de evoluciones, para cualquier
configuracién inicial aleatoria y un tamano de
anillo mayor igual a dos, podemos calcular todas
sus evoluciones subsiguientes de cualquiera de las
cuatro clases; hasta entrar a un ciclo atractor [3].

Si hacemos un anélisis especifico sobre la clase
III (comportamientos cadticos), podremos obser-
var que tendremos un desorden de caracter local
como global dentro del sistema (Figura 1), pero
en un limite dado este sistema entrard en un ci-
clo atractor no importando el tamano del anillo.
Aunque légicamente si el tamano del anillo es tre-
scientos; entrar al ciclo atractor nos va a llevar una
considerable cantidad de tiempo.

La forma en como se manifiesta el caos en
los sistemas dindmicos a través de interacciones
locales son por lo general de forma eztensiva,
es decir el estudio se puede realizar en sistemas
tanto de forma local como global para diferentes
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Fig. 1. Clase III y IV de Wolfram

pardmetros. La cantidad de caos dentro del sis-
tema es medido por la cantidad de niimeros pos-
itivos dado por los exponentes de Lyapunov que
son proporcionales al tamano del sistema. Donde
el nimero de Lyapunov mide la sensibilidad re-
specto a las condiciones iniciales. Y este nimero es
obtenido através de la siguiente ecuacién (donde
f es una funcién):

n—1 ;i

o L df* (x)

(1) Si A(f) = 0, entonces no depende de la
condicién inicial representada por z.

(2) Si A(f) > 0, entonces es sensible con respecto
a las condiciones iniciales.

(1)
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Fig. 2. Ciclo atractor

(3) Si A(f) < 0, entonces tiene comportamientos
atractores.

Si tratamos de reconstruir los atractores através
de las series de tiempo, éstas no proporcionan in-
formacién tutil ya que el calculo es limitado, poco
preciso y particular para una condicién inicial
dada, con lo que no podemos generalizar el andlisis
de una manera global y general.

La primera intuicién que tuvieron sobre los
comportamientos colectivos no triviales, fué
cuando observaron un cierto equilibrio dentro de
los sistemas cadticos, asi como sus contrapartes
estocasticas en cantidades promedio y éstas evolu-
cionaban en el tiempo de forma uniforme, aparte
de mostrar ciertas fluctuaciones estadisticas que
desaparecian en un limite dado. Esto seria contra-
dictorio recientemente por el descubrimiento de
comportamientos colectivos no triviales, donde el
comportamiento de ciertas reglas totalisticas en
lattices enormes muestran una evolucién tempo-
ral bien definida y bastante regular a pesar de la
presensia del desorden local en el espacio y tiempo.

Cabe senalar que estos descubrimientos se lo-
graron obtener conforme el autémata celular au-
mentaba su tamano de dimension y las lattices
donde se efectuaban estos calculos son consider-
ablemente grandes (hasta con un valor de N =
35%). En la siguiente seccién describiremos con
detalle la forma como obtuvieron y visualizan el
comportamiento colectivo no trivial.
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2. Autémata celular

La evolucién de los autématas celulares nos
dan caracteristicas bésicas del comportamiento
que tiene determinada regla a través del tiempo.
Sea d la dimensién del autémata celular, ¢ el sitio
que ocupa cada célula dentro de la lattice, t el
tiempo, N el ndmero de vecinos, V la vecindad
isotrépica (es decir, existen igual ndmero de veci-
nos simétricos) y ¢' la concentracién instantanea
de 1’s dentro de la lattice.

Tenemos una lattice y una vecindad de tamano
N, para un autémata binario, es decir, dos estados
“077 y “1”.

Definimos una regla totalistica para un
autémata celular de orden (K, 1) como:

plab,c) = T(a+b+o)

donde la suma de los estados de una vecin-
dad dada, debe tener un valor entero que rep-
resenta todas las combinaciones posibles (vecin-
dades equivalentes) que tengan ese mismo valor.

Tales reglas estdn definidas por un conjunto S
de N'+1 posibles transiciones de la regla totalistica
tal que {ps; S =0,---, N}, donde S(V) nos deter-
minard todas aquellas vecindades que mapean en
uno, especificadas por el conjunto S. Por lo que
definimos:

pe = Pr{X[T' = 1] 8(V) = 5}

donde X/*! es el estado en el sitio i en el tiempo
t y V! la configuracién de la vecindad en el sitio
y el tiempo ¢ para toda X! € {0,1}.

La mayoria de las reglas en estudio son to-
talisticas pues el nimero total de vecindades a
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Fig. 4. Vecindades en dos dimensiones

andlizar es considerablemente grande. Se define
un estado absorbente dado por: pg = pny = 0.
La ultima restriccién considera sélo las reglas del
conjunto definidas por la sucesién {ps}, determi-
nada por el intervalo (0 < Spin < Smax < N) tal
que:

_ 1 Si szn S S S Smﬂiv
P« =10 coc

donde el intervalo determina las vecindades que
mapean al estado uno y las vecindades restantes
al estado cero.

01234567

AC(2,4) regla 61: 00010101

Esta restriccién es parecida a la estructura
que maneja Life [2]. Si una vecindad tiene poca
poblacién (S(V) < Spin) su célula central muere,
esto es el estado absorbente. Si hay una sobre-
poblacién si (S(V) > Spaz) ocurre lo mismo. Una
célula sobrevive si posee una densidad apropiada.

Estos mapeos son realizados sobre las vecin-
dades de John von Neumann [1] y Edward F.
Moore [9] como se muestra en la Figura 4, respec-
tivamente.

Chaté-Manneville [4] hacen un andlisis a través
de la teoria de mean field, el mapa de retorno,
series de tiempo, diagrama de evoluciones y el
diagrama de bifurcaciones para poder explicar
los comportamientos colectivos [5] y los compor-
tamientos colectivos no triviales [6]. Cabe recal-
car que el diagrama de bifurcaciones es muy util
para el modelo de lattices acopladas, donde la

Fig. 5. Periédo dos, regla 61 AC(2,4)

regla de evolucién no estd determinada de forma
deterministica, mas bien de forma probabilistica.
Aclaramos que en este reporte sélo se trata el mod-
elo deterministico.

3. Comportamiento colectivo

Dentro de la familia de reglas que presen-
tan Chaté-Manneville en [5] podemos encontrar
una clasificacion muy detallada para los compor-
tamientos tanto periddicos como quasiperiédicos.

3.1.  Comportamientos periddicos

Estos comportamientos colectivos se identifican
rapidamente de manera muy general en sus dia-
gramas de evoluciones para diferentes concentra-
ciones ¢! iniciales.

Como podemos observar en la Figura 5, el dia-
grama de evoluciones para la regla totalistica 61
muestra comportamientos periédicos de tamano
dos, en cuatro dimensiones empleando la vecin-
dad de von Neumann. Este andlisis lo podemos
extender con el mapa de retorno y verificar que la
existencia de los puntos fijos, es la que determina
ésta periodicidad.
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Fig. 6. Diagrama de retorno, regla 61

Podemos graficar un mapa de retorno, calcu-
lando las densidades ¢! a través del tiempo donde,

1
¢t = sz'vleit (2)

y de esta manera podemos determinar la existen-
cia de las acumulaciones de varios puntos en uno o
varios puntos fijos. Donde las nubes que produce
dicha grafica, nos ilustran el nimero de periédos
del autémata celular; facilmente comprobable a
través del diagrama de evoluciones.

En todos los casos estamos tomando diferentes
valores de ¢!, distribuidos uniformemente un 50%
en toda la lattice. Aunque iniciemos con configu-
raciones aleatorias, el resultado es el mismo.

Finalmete obtenemos como resultado de la
equacién 2, la promedia por la cantidad de 1’s
que existen dentro de la lattice en el tiempo ¢.
Iterando esta lattice en el tiempo t+1,t+2, ...y
asi sucesivamente para varias t’s, determinado por
el valor que tome N.Y estd acumulacién de varios
puntos, nos indican los puntos fijos de la funcién
determinada por mean field.

Mean Field Theory nos indica la probabil-
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Fig. 7. Diagrama de mean field, regla 61

idad de obtener 1’s en la siguiente generacién,
esta funcién podemos obtenerla graficando el poli-
nomio derivado de la regla totalistica. [luatramos
este procedimiento con la regla totalistica 61, ten-
emos que las vecindades 3, 5 y 7 evolucionan en
1. De esta manera las vecindades determinan los
coeficientes del polinomio, que calculamos con el
tridngulo de Pascal, y finalmente tenemos:

3pte® +5p?¢° + 77 =0

donde ¢ = 1 — p, como podemos comprobar en la
Figura 7.

Producimos un mapa iterativo f dada una con-
centracion de 1’s, dentro de la lattice y calculamos
la probabilidad de obtener unos en la siguiente
generacion, entonces tenemos:

' =Pr{X! =1} =1-Pr{X! =0} (3)
si las reglas son totalisticas,

N

Pr{X/"' =1} = Y pPr{SOV) =S} (@)
S=0
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Con la aproximacién del campo medio, la proba-
bilidad para una vecindad V de tener exactamente
S unos, es representado como una binomial:

Pr{S(VY) = S} = b(S; N, b)) = ( /g ) HSa-HN =5 (5

finalmente tenemos que las reglas que tienen la
misma N, Spin ¥ Smas tienen la misma aproxi-
macién y su mapeo es determinado como:

Siaw

S pab(S;N L. (6)

S=Smax

= =, () =

Por ejemplo si tenemos un autémata celular
(2,3),d = 3, {ps;S = 0,---,6} y definimos una
regla totalistica 60 (R3VY notacién de Chaté-
Manneville) donde el intervalo 2(Sin)-5(Smaz ),
nos indica que las vecindades ps, p3, P4 ¥ Ps
mapean a uno y las cuatro vecindades restantes
mapean a cero. Y damos una densidad inicial
® = 0.5, entonces tenemos en la siguiente gen-
eracién:

35 ps ( {\g/) ()5 (1 — V=5
= (2) < g) (0.5)%(1 — 0.5)6-2

(0.5)3(1 — 0.5)53

! =

+(3)
(0.5)%(1 — 0.5)0—*

+ (5) < g) (0.5)3(1 — 0.5)5-5.

y asi a través del tiempo. Podemos notar que con-
forme aumenta la dimensién del autémata celular
en estudio, el grado del polinomio crece drastica-
mente por el nimero de vecindades que se gen-
eran. Siendo un buen problema tratar de resolver
polinomios de grado 11 o mas.

Dados estos resultados, podemos notar que la
aproximacién que realizamos a través de mean
field es muy buena, a lo contrario que afirman
Chaté-Manneville. Esto ha sido comprobado con
los descubrimientos de Hemmingsson [8], encon-
trando comportamientos colectivos en autématas
de menor dimensién.

Presentamos uan pequena lista de autématas
celulares con comportamientos periédicos de or-
den k =2,r =3y r =4 en la Tabla 1.

Regla | Periodo | AC | d
189 P2 (2,4) | 4
158 P2 (2,3) | 3
149 P2 (2,3) | 3
133 P2 (2,4) | 4
129 P3 (2,4) | 4
127 P2 (2,4) | 4
125 P2 (2,4) | 4
92 P2 (2,4) | 4
78 P2 (2,4) | 4
61 P2 (2,4) | 3
33 P3 (2,4) | 4
23 P2 (2,4) | 4

Table 1

Autématas periédicos

3.2.  Comportamientos quasiperiédicos

El comportamiento quasiperiédico es un com-
portamiento periédico que no estd bien definido.
Dado este comportamiento, podemos notar rapi-
damente en el diagrama de retorno que los puntos
fijos no estan bien definidos, pues todos los puntos
de acumulacién oscilan entre los puntos fijos.

La Figura 8 muestra comportamientos
quasiperiédicos de longitud 3, para el autémata
celular (2,3) regla 33 y d = 3 dimensiones.

Podemos ver perfectamente en el diagrama de
transiciones, como los puntos de acumulacién a
través del tiempo oscilan alrededor de un tridngulo
limitado por tres puntos fijos en sus extremos. En
el diagrama de evoluciones podemos verificar estos
resultados, la evolucién de toda la lattice a través
del tiempo es claramente quasiperiodica.

Finalmente calculamos mean field para la
primera y la segunda iteracién, estd ultima es
una reflexiéon de la primera curva, podemos ver-
ificar que la curva se intersecta en tres puntos
con la segunda generacion. Si calculamos las sigu-
ientes probabilidades para la tercera generacién
y la cuarta generacién, podemos verificar que la
curva de probabilidad para la cuarta generacién
es muy parecida a la curva de probabilidad de la
primera generacién. Por lo que mean field aprox-
ima de manera muy cercana y precisa el compor-
tamiento del autémata celular a través del tiempo.
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Presentamos varios ejemplos ilustrativos de
comportamientos periédicos y quasiperiddicos
para varios autématas del tipo (2,3) y (2,4).

Fig. 8. AC(2,3), regla 33, d =3
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Regla | Periodo | AC | d
161 QP3 (2,4) | 4
193 QP3 (2,4) | 4
97 QP3 (2,3) | 3
33 QP3 (2,3) | 3
122 QP3 (2,3) | 3
39 QP2 (2,3) | 3
69 QP2 (2,3) | 3
193 QP3 (2,4) | 4

Table 2

Autématas peridédicos y quasiperiédicos

4. Comportamiento no trivial

Chaté y Manneville en [4] han determinado que
el comportamiento colectivo no trivial presenta
por lo general las siguientes caracteristicas:

(1) El comportamiento colectivo no trivial es al-
canzado desde casi todas las condiciones iniciales.
Es decir, presenta comportamientos atractores en
un limite dado.

(2) El efecto colectivo se preserva a pesar de
pequenas variaciones en la regla de evolucién o
cualquier otro tipo de ruido estadistico.

(3) Existe una sincronizacién de los sistemas en
un limite dado, aunque estos se estén desarrol-
lando de manera independiente y paralela.

(4) El comportamiento colectivo no trivial tiene
un mejor ajuste conforme aumentamos la di-
mension del autémata celular, asi como el tamano
de la lattice.

Ellos encontraron este comportamiento en
autématas celulares con d = 4 y mas frecuente-
mente en autématas con d = 5y d = 6. Desarrol-
lando un anélisis a través de la teoria del campo
medio.

Esto implica que para una densidad inicial cf,
calculamos todas las probabilidades de obtener
unos en la siguiente generacién. Si el compor-
tamiento colectivo es no trivial, se debe a que ten-
emos diferentes densidades para varias ct.
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