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Resumen

A causa de la necesidad de predecir el comportamiento de un
aut�omata celular se han desarrollado dist��ntas t�ecnicas estad��sticas,
con el �n de extraer sus rasgos m�as caracter��sticos. La Teor��a de Es-
tructura Local predice este comportamiento vali�endose principalmente
de la regla de evoluci�on y del tama~no de la red; se basa en el estudio
de conjuntos de c�elulas en lugar de c�elulas individuales, reduciendo
as�� la correlaci�on entre ellas a lo largo de la evoluci�on del aut�omata.
La teor��a de estructura local tiene la ventaja de volverse m�as exacta
conforme su orden aumenta (tama~no del bloque).
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1 Introducci�on

Un aut�omata celular es un sistema din�amico determin��stico, cuyo espacio,
tiempo y estados son discretos. Espec���camente , un aut�omata celular se
compone de un arreglo de c�elulas, que pueden tomar un n�umero �nito de
estados en un tiempo discreto [3]. En la nueva generaci�on, el nuevo estado
de la c�elula depende de su propio estado y del estado de sus vecinos de una
generaci�on anterior. Cada c�elula obedece a la misma regla, y los estados de
todas las c�elulas se actualizan de manera sincronizada.

En este reporte trabajaremos con aut�omatas celulares lineales, es decir,
imaginemos una hoja cuadriculada donde cada cuadro representa una c�elula
y cada rengl�on representa tanto el tama~no de la red como una generaci�on del
aut�omata.

El objetivo de la teor��a de estructura local es predecir la evoluci�on del
aut�omata (es decir, calcular cuatas c�elulas vivas habr�a en cada rengl�on en la
hoja cuadriculada), por medio del estudio de la densidad de su con�guraci�on.
La densidad es la caracter��stica m�as simple del aut�omata de escoger una
c�elula al azar en alg�un momento en particular de su evoluci�on y encontrar
que esta en el estado 1.

Cuando se estudia probabil��sticamente la evoluci�on de un aut�omata, no
es correcto pensar que la evoluci�on de las c�elulas que forman la vecindad
es independiente, ya que comparten una parte de su vecindario (traslape) y
evolucionan de acuerdo a reglas determin��sticas.

Una mejor aproximaci�on se puede dar trabajando con probabilidades de
un conjunto de c�elulas, para abarcar la probabilidad de su traslape de c�elulas
en sus vecindades y asc reducir la correlaci�on de la c�elulas a lo largo de la
evoluci�on. A dichos conjuntos de c�elulas se les llama bloque; y pueden ser
del tama~no que uno desee. El tama~no de bloque que uno de�na ser�a igual al
orden de la Teor��a de Estructura Local.

1.1 Antecedentes

Una de las teor��as m�as utilizadas en la predicci�on de la densidad en la con�g-
uraci�on de un aut�omata es la Teor��a de Campo Medio (Mean Field Theory),
la cual se de�ne como
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P t+1 =
X

�j�(�)=1

P#1(�)(1� P )#0(�) (1)

Que es la suma de las probabilidades de las vecindades que asignan el
estado 1 en la siguiente generaci�on. Sin embargo, esta teor��a asume que las
probabilidades de cada c�elula son independientes, y por lo ya comentado del
traslape, podemos notar que cae en un error. Es decir la Teor��a de Campo
Medio, supone que no existe la correlaci�on entre c�elulas a lo largo de la
evoluci�on.

2 Fundamentos

2.1 Notaci�on

Trabajando con un aut�omata celular en una red unidimensional, asignaremos
a cada entero i una c�elula bi. Cada c�elula puede tener cualquiera de los k
estados, donde k sea �nito. Un bloque de estados espec���cos ser�a

(b1; b2; : : : ; bn) (2)

y se denotar�a como B o Bn. jBj denotar�a la longitud del bloque B; por
ejemplo jBnj = n. La aplicaci�on de la regla a un aut�omata se denotar�a como

�(B); (3)

la cual transforma un bloque de tama~no (n+2r) en un bloque de tama~no n,
donde r es el radio.

2.2 Operadores de Truncamiento

Los operadores de truncamiento L (left) o R (right) transforman un bloque
B o Bn de tama~no n a un bloque de tama~no (n-1). Es decir, si

Bn = (b1; b2; : : : ; bn) (4)

entonces

LBn = (b2; b3; : : : ; bn) (5)
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y
RBn = (b1; b2; : : : ; bn�1) (6)

N�otese que si L o R se aplica a un bloque de longitud 1 se produce el
bloque nulo.

2.3 Funci�on de Probabilidad de Bloques

Una transformaci�on
Pnde(Bn; Bn�1; : : : ; B0) (7)

en los reales es una Funci�on de Probabilidad de Bloques de orden n si satisface
las Condiciones de Consistencia de Kolmogorov.

Pn(B) � 0 para jBj = 0; 1; : : : ; n: (8)

Determina que la probabilidad de un bloque B, no puede ser negativa.

La segunda condici�on

P
B2Bm Pn(B) = 1 para m = 0; 1; : : : ; n: (9)

Dice que la probabilidad de un bloque con los n estados es igual a 1. En
particular, la funci�on de probabilidad del bloque nulo es 1 bajo todas las
funciones de probabilidad de bloques. Las siguientes condiciones

Pn(B
0) =

X

BjRB=B0

Pn(B)parajB
0j < n; (10)

y

Pn(B
0) =

X

BjLB=B0

Pn(B)parajB
0j < n; (11)

determinan que la suma de las probabilidades de dos bloques que tengan un
subloque en com�un ser�a igual a la probabilidad del subloque.
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2.4 Extensi�on de Bayes

Para tomar en cuenta la correlaci�on entre las c�elulas a trav�es de la evoluci�on
de un aut�omata utilizaremos la extensi�on de Bayes, que es un proceso para
estimar las probabilidades de bloques grandes en t�erminos de probabilidades
de bloques pequen~os contenidos en los grandes.

Para estimar la probabilidad de un bloque dado de tama~no (n+2r), se
multiplican las probabilidades de todos los bloques de tama~no n que con-
tenga; y se divide entre los bloques de tama~no (n-1) formados por las inter-
secciones de los bloques de tama~no n.

Ejemplo. Tomemos un bloque de tama~no 5 que transforma a un bloque
de tama~no 3

B5 = (a; b; c; d; e) (12)

los bloques de tama~no 3 que contiene son

B3 = (a; b; c) B3 = (b; c; d) B3 = (c; d; e) (13)

y sus intersecciones son

(a; b; c) [ (b; c; d) = (b; c) (b; c; d) [ (c; d; e) = (c; d) (14)

Podemos notar que estos bloques se pueden obtener usando los operadores
de truncamiento, v�ease la �gura 1.

3 Teor��a de Estructura Local

Una asignaci�on de probabilidad a bloque de todos los tama~nos se llama me-
dida de probabilidad, o simplemente medida. La teor��a de estructura lo-
cal predice, de manera directa, a partir de la descripci�on de la regla, las
propiedades estad��sticas invariantes de la misma. Auxili�andose de la ex-
tensi�on de Bayes la teor��a de estructura local [2] de�ne la probabilidad de
obtener un bloque B' en un tiempo (t+1) de la siguiente manera,

P t+1
n

(B0) =
X

B2Bn+2r

�(�(B); B0)
P t

n
(R2B)P t

n
(RLB)P t

n
(L2B)

P t
n
(R2LB)P t

n
(L2RB)

(15)
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Figura 1: Aplicaci�on de los operadores de truncamiento a un bloque de
tama~no 5

n�otese que el exponente 2 en los operadores de truncamiento signi�ca
aplicar dicho operador 2 veces y

�(�(B); B0) (16)

toma el valor de 1 si al aplicar la regla a un bloque B transforma al bloque
B' y cero de lo contrario.

La ecuaci�on (14) realiza la suma de las probabilides de aquellos bloques
de tama~no (n+2r) que generen el bloque de tama~no n deseado. El cociente
representa la extensi�on de Bayes, donde se multiplican las probabilidades de
los bloques de tama~no n contenidos en el bloque de tama~no (n+2r) y se
divide entre el producto de las probabilidades de las intersecciones de dichos
bloques de tama~no n.

La teor��a de estructura local considera que la probabilidad de un bloque
depende s�olo de la secuencia de estados de las c�elulas que de�nen el bloque,
no de su localizaci�on [1].
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3.1 Ejemplos

Para ilustrar los conceptos plasmados en el reporte, analizaremos un aut�omata
(2,1) en la regla 22, para la teor��a de estructura local de orden 1 y 2.

3.1.1 Ejemplo 1. Teor��a de Estructura Local de orden 1

En un aut�omata (2,1) necesitamos un bloque de tama~no 3 que al evolucionar
se convierta en un bloque de tama~no 1, por lo que nos damos cuenta que los
bloques son las diferentes vecindades de la regla.

000 � 0
001 � 1
010 � 1
011 � 0
100 � 1
101 � 0
110 � 0
111 � 0

(17)

Siguiendo la f�ormula (14), notamos que solo hay 3 bloques que mapean
a 1, la densidad que nos interesa; por lo tanto la regla queda de la siguiente
manera

P t+1
1 (1) =

P
t

1
(0)P t

1
(0)P t

1
(1)

1

+
P
t

1
(0)P t

1
(1)P t

1
(0)

1

+
P
t

1
(1)P t

1
(0)P t

1
(0)

1

= qqp+ qpq + pqq

= q2p+ q2p+ q2p

= 3q2p

(18)

observemos que la teor��a de estructura local de orden 1 es igual que teor��a
de campo medio. Por lo tanto podemos decir que la teor��a de estructura
local generaliza a teor��a de campo medio [2]. En el paquete LCAU en ambi-
ente NextStep o NXLCAU, realizado por el Dr. Harold V. McIntosh para el
an�alisis de aut�omatas celulares; existe una opci�on que realiza el estudio prob-
abil��stico de aut�omatas. Ah�� podemos encontrar la opci�on deMean Field, que
realiza la gr�a�ca de la funci�on de densidad de probabialidad del aut�omata, o
bien, la gr�a�ca correspondiente a la teor��a de estructura local de orden 1.
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Figura 2: Funci�on de densidad de la regla 22

3.1.2 Ejemplo 2. Teor��a de Estructura Local de orden 2

En un aut�omata (2,1) necesitamos un bloque de tama~no 4 que al evolucionar
se convierta en un bloque de tama~no 2.

A continuaci�on se muestran todos los posibles bloques de 4 c�elulas (ances-
tros) as�� como sus hijos (cadenas resultantes) despu�es de aplicarles la regla 22.

0000� 00 1000� 10
0001� 01 1001� 11
0010� 11 1010� 01
0011� 10 1011� 00
0100� 11 1100� 01
0101� 10 1101� 00
0110� 00 1110� 00
0111� 00 1111� 00

(19)

Ahora el problema se transforma en el c�alculo de una cadena de dos
elementos. Suponga que deseamos calcular la probabilidad de que aparezca
la cadena 01 (en realidad puede ser cualquier cadena como mas tarde veremos,
ya que nuestro objetivo �nal es el c�alculo de una la aparici�on del estado 1,
es decir una cadena cuyo elemento es 1).

Para llevar a cabo este c�alculo se tiene que

P t+1
2 (01) = P t

2(0001) + P t

2(1010) + P t

2(1100) (20)
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Es decir, la probabilidad de que aparezca una cadena es igual a la suma
de la probabilidad de que se den sus ancestros.

Sabemos que la probabilidad de que aparezca 0001 es:

P t+1
2 (0001) =

P
t

2
(00)P t

2
(00)P t

2
(01)

P
t

2
(0)P t

2
(0)

(21)

que la probabilidad de que se de la cadena 1010 es:

P t+1
2 (0101) =

P
t

2
(01)P t

2
(10)P t

2
(01)

P
t

2
(1)P t

2
(0)

(22)

y �nalmente la probabilidad de que se aparezca la cadena 1100 es:

P t+1
2 (1100) =

P
t

2
(11)P t

2
(10)P t

2
(00)

P
t

2
(1)P t

2
(0)

(23)

Por lo tanto, la probabilidad de que se de la cadena 01 estara de�nida
por:

P t+1
2 (01) =

P
t

2
(00)P t

2
(00)P t

2
(01)

P
t

2
(0)P t

2
(0)

+
P
t

2
(01)P t

2
(10)P t

2
(01)

P
t

2
(1)P t

2
(0)

+
P
t

2
(11)P t

2
(10)P t

2
(00)

P
t

2
(1)P t

2
(0)

(24)

o

P t+1
2 (01) =

P
t

2
(00)P t

2
(00)P t

2
(01)

(P t
2
(00)+P t

2
(01))(P t

2
(00)+P t

2
(01))

+
P
t

2
(01)P t

2
(10)P t

2
(01)

(P t
2
(11)+P t

2
(01))(P t

2
(00)+P t

2
(01))

+
P
t

2
(11)P t

2
(10)P t

2
(00)

(P t
2
(11)+P t

2
(01))(P t

2
(11)+P t

2
(01))

(25)

donde por las condiciones de Kolmogorov podemos expresar la probabil-
idad de que aparezca 01 en t�erminos homog�eneos, es decir, en t�erminos de
c�alculos de bloques de 2 c�elulas, ya que:

P t+1(0) = P t(00) + P t(01)
P t+1(1) = P t(11) + P t(10)

(26)
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Como se puede apreciar de esta ecuacu�on para calcular la probabilidad de
que aparezca la cadena 01, se tiene que calcular la probabilidad de las cadenas
00, 10 y 11. O en otras palabras las probabilidades de que aparezcan todas los
ancestros de las cadenas de dos elementos: las cadenas de cuatro elementos.

Siguiendo pasos similares a los del c�alculo de la probabilidad de 01, se
tiene que la probabilidad de que aparezca 00, 01 y 11. Entonces la soluci�on
del c�alculo de la probabilidad de 01 esta dado por el siguiente sistema de
ecuaciones:

P t+1
2 (00) =

P
t

2
(11)P t

2
(11)P t

2
(11)

(P t
2
(01)+P t

2
(11))(P t

2
(01)+P t

2
(11))

+
P
t

2
(11)P t

2
(11)P t

2
(10)

(P t
2
(01)+P t

2
(11))(P t

2
(01)+P t

2
(11))

+
P
t

2
(11)P t

2
(10)P t

2
(01)

(P t
2
(01)+P t

2
(11))(P t

2
(00)+P t

2
(01))

+
P
t

2
(10)P t

2
(01)P t

2
(11)

(P t
2
(00)+P t

2
(01))(P t

2
(00)+P t

2
(01))

+
P
t

2
(01)P t

2
(11)P t

2
(10)

(P t
2
(01)+P t

2
(11))(P t

2
(01)+P t

2
(11))

+
P
t

2
(00)P t

2
(00)P t

2
(00)

(P t
2
(01)+P t

2
(11))(P t

2
(01)+P t

2
(11))

+
P
t

2
(01)P t

2
(11)P t

2
(11)

(P t
2
(01)+P t

2
(11))(P t

2
(01)+P t

2
(11))

(27)
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P t+1
2 (01) =

P
t

2
(00)P t

2
(00)P t

2
(01)

(P t
2
(00)+P t

2
(01))(P t

2
(00)+P t

2
(01))

+
P
t

2
(01)P t

2
(10)P t

2
(01)

(P t
2
(11)+P t

2
(01))(P t

2
(00)+P t

2
(01))

P
t

2
(11)P t

2
(10)P t

2
(00)

(P t
2
(11)+P t

2
(01))(P t

2
(11)+P t

2
(01))

(28)

P t+1
2 (10) =

=
P
t

2
(00)P t

2
(01)P t

2
(11)

(P t
2
(00)+P t

2
(01))(P t

2
(01)+P t

2
(11))

+
P
t

2
(01)P t

2
(10)P t

2
(01)

(P t
2
(01)+P t

2
(11))(P t

2
(00)+P t

2
(01))

P
t

2
(10)P t

2
(00)P t

2
(00)

(P t
2
(00)+P t

2
(01))(P t

2
(00)+P t

2
(01))

(29)

P t+1
2 (11) =

P
t

2
(00)P t

2
(01)P t

2
(10)

(P t
2
(00)+P t

2
(01))(P t

2
(01)+P t

2
(11))

+
P
t

2
(01)P t

2
(10)P t

2
(00)

(P t
2
(01)+P t

2
(11))(P t

2
(00)+P t

2
(01))

P
t

2
(10)P t

2
(00)P t

2
(01)

(P t
2
(00)+P t

2
(01))(P t

2
(00)+P t

2
(01))

(30)

Resolviendo este sistema de ecuaciones tendremos la probabilidad para
todas las posibles cadenas de dos estados, es decir las cadenas 00,01,10 y
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Figura 3: Gr�a�ca de la probabilidad de un bloque de tama~no 2

11. Pero lo que buscamos nosotros es la probabilidad de aparici�on del es-
tado 1, una vez m�as por Kolmogorov, tenemos que sumando dos de nuestros
anteriores resultados, en particular

P (1) = P (11) + P (01) (31)

tendremos la probabilidad de que aparezca el estado uno.
En el paquete NXLCAU podemos encontrar tambi�en la opci�on N-Block,

que realiza la gr�a�ca de la probabilidad de bloques de tama~no n. En dicha
gr�a�ca, cada barra es uno de los bloques de tama~no n que se pueden formar;
y el ancho de cada uno depende del n�umero de bloques de tama~no (n+2r)
que transforman en un bloque de taman~o n.

En la �gura 3 mostramos dicha gr�a�ca. Por ejemplo en la gr�a�ca 3 la
primera columna representa las transformaciones al bloque (00), la segunda
al bloque (01), la tercera al bloque (10) y por �ultimo al bloque (11). Dado
que la regla 22 transforma en su mayor��a a 0, la columna mas ancha es la
primera.

4 Conclusiones

A pesar de que la teor��a de estructura local se convierte en una herramienta
muy exacta conforme aumenta su orden, el polinomio de probabilidad au-
menta su grado; por lo que ser��a una locura iterarlo para predecir futuras
evoluciones. Quiz�a esta sea la raz�on m�as poderosa por la que se use la teor��a
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de campo medio para la predicci�on de la densidad de un aut�omata en futuras
generaciones.
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