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Resumen

A causa de la necesidad de predecir el comportamiento de un
automata celular se han desarrollado distintas técnicas estadisticas,
con el fin de extraer sus rasgos mas caracteristicos. La Teoria de Es-
tructura Local predice este comportamiento valiéndose principalmente
de la regla de evolucién y del tamano de la red; se basa en el estudio
de conjuntos de células en lugar de células individuales, reduciendo
asi la correlacion entre ellas a lo largo de la evolucién del autéomata.
La teoria de estructura local tiene la ventaja de volverse més exacta
conforme su orden aumenta (tamano del bloque).



1 Introduccion

Un automata celular es un sistema dinamico deterministico, cuyo espacio,
tiempo y estados son discretos. Especificamente , un automata celular se
compone de un arreglo de células, que pueden tomar un ntmero finito de
estados en un tiempo discreto [3]. En la nueva generacién, el nuevo estado
de la célula depende de su propio estado y del estado de sus vecinos de una
generacion anterior. Cada célula obedece a la misma regla, y los estados de
todas las células se actualizan de manera sincronizada.

En este reporte trabajaremos con autématas celulares lineales, es decir,
imaginemos una hoja cuadriculada donde cada cuadro representa una célula
y cada renglén representa tanto el tamano de la red como una generacién del
autémata.

El objetivo de la teoria de estructura local es predecir la evolucién del
autémata (es decir, calcular cuatas células vivas habra en cada renglén en la
hoja cuadriculada), por medio del estudio de la densidad de su configuracién.
La densidad es la caracteristica mas simple del automata de escoger una
célula al azar en algin momento en particular de su evolucion y encontrar
que esta en el estado 1.

Cuando se estudia probabilisticamente la evolucién de un autéomata, no
es correcto pensar que la evolucién de las células que forman la vecindad
es independiente, ya que comparten una parte de su vecindario (traslape) y
evolucionan de acuerdo a reglas deterministicas.

Una mejor aproximacion se puede dar trabajando con probabilidades de
un conjunto de células, para abarcar la probabilidad de su traslape de células
en sus vecindades y asc reducir la correlacion de la células a lo largo de la
evolucion. A dichos conjuntos de células se les llama bloque; y pueden ser
del tamano que uno desee. El tamano de bloque que uno defina sera igual al
orden de la Teoria de Estructura Local.

1.1 Antecedentes

Una de las teorias mas utilizadas en la prediccion de la densidad en la config-
uracién de un autémata es la Teoria de Campo Medio (Mean Field Theory),
la cual se define como



Pt =y pH#He) (1 — p)#0(@) (1)

a|t(a)=1

Que es la suma de las probabilidades de las vecindades que asignan el
estado 1 en la siguiente generacién. Sin embargo, esta teoria asume que las
probabilidades de cada célula son independientes, y por lo ya comentado del
traslape, podemos notar que cae en un error. Es decir la Teoria de Campo
Medio, supone que no existe la correlaciéon entre células a lo largo de la
evolucion.

2 Fundamentos

2.1 Notacion

Trabajando con un autémata celular en una red unidimensional, asignaremos
a cada entero i una célula bi. Cada célula puede tener cualquiera de los k
estados, donde k sea finito. Un bloque de estados especificos sera

(b1, b2y ..., by) (2)

y se denotard como B o Bn. |B| denotara la longitud del bloque B; por
ejemplo |Bx| = n. La aplicacién de la regla a un autémata se denotard como

7(B), (3)
la cual transforma un bloque de tamano (n42r) en un bloque de tamarno n,

donde r es el radio.

2.2 Operadores de Truncamiento

Los operadores de truncamiento L (left) o R (right) transforman un bloque
B o B. de tamano n a un bloque de tamano (n-1). Es decir, si

Bn: (b17b27"'7bn) (4)

entonces

LBn — (bg,bg,...,bn) (5)



RBn = (b17 bz, ‘e ,bnfl) (6)

Notese que si L o R se aplica a un bloque de longitud 1 se produce el
bloque nulo.

2.3 Funcién de Probabilidad de Bloques

Una transformacién

Pnde(Bn, Bn—17 ceey Bo) (7)

en los reales es una Funcion de Probabilidad de Bloques de orden n si satisface
las Condiciones de Consistencia de Kolmogorov.

P,(B) >0 para |B|=0,1,...,n. (8)

Determina que la probabilidad de un bloque B, no puede ser negativa.
La segunda condicién

Y pen,, Pn(B) =1 para m=0,1,...,n. (9)

Dice que la probabilidad de un bloque con los n estados es igual a 1. En
particular, la funciéon de probabilidad del bloque nulo es 1 bajo todas las
funciones de probabilidad de bloques. Las siguientes condiciones

P,B')= Y P,B)para|B'| <n, (10)
B|RB=B'
y
Py(B')= Y_ P.(B)para|B'| <n, (11)
B|LB=B'

determinan que la suma de las probabilidades de dos bloques que tengan un
subloque en comun serd igual a la probabilidad del subloque.



2.4 Extension de Bayes

Para tomar en cuenta la correlacién entre las células a través de la evoluciéon
de un autémata utilizaremos la extension de Bayes, que es un proceso para
estimar las probabilidades de bloques grandes en términos de probabilidades
de bloques pequenos contenidos en los grandes.

Para estimar la probabilidad de un bloque dado de tamano (n+2r), se
multiplican las probabilidades de todos los bloques de tamano n que con-
tenga; y se divide entre los bloques de tamatio (n-1) formados por las inter-
secciones de los bloques de tamano n.

Ejemplo. Tomemos un bloque de tamano 5 que transforma a un bloque
de tamano 3

Bs = (a,b,c,d,e) (12)

los bloques de tamano 3 que contiene son

Bs = (a,b,¢) Bs=(b,c,d) Bs=(c,d,e) (13)

y sus intersecciones son

(a,b,c) U (b,c,d) = (b,c) (b,c,d)U(c,d,e) = (c,d) (14)

Podemos notar que estos bloques se pueden obtener usando los operadores
de truncamiento, véase la figura 1.

3 Teoria de Estructura Local

Una asignacion de probabilidad a bloque de todos los tamanos se llama me-
dida de probabilidad, o simplemente medida. La teoria de estructura lo-
cal predice, de manera directa, a partir de la descripcién de la regla, las
propiedades estadisticas invariantes de la misma. Auxilidndose de la ex-
tensién de Bayes la teorfa de estructura local [2] define la probabilidad de
obtener un bloque B’ en un tiempo (t+1) de la siguiente manera,

PLR?B)P!(RLB)PL(L*B
P@) = Y srm), B B e e (15)
BEBpjor



alh|C|=HR alb|c|d]|e
b|c|d]|=RL alb|c|d|e
cld{e| =12 alnlclale
hlc =H2 alb|c|dle
cfd =HL2 alplcldle

Figura 1: Aplicacién de los operadores de truncamiento a un bloque de
tamano 5

notese que el exponente 2 en los operadores de truncamiento significa
aplicar dicho operador 2 veces y

o(7(B), B') (16)

toma el valor de 1 si al aplicar la regla a un bloque B transforma al bloque
B’ y cero de lo contrario.

La ecuacién (14) realiza la suma de las probabilides de aquellos bloques
de tamano (n42r) que generen el bloque de tamano n deseado. El cociente
representa la extension de Bayes, donde se multiplican las probabilidades de
los bloques de tamafio n contenidos en el bloque de tamano (n+2r) y se
divide entre el producto de las probabilidades de las intersecciones de dichos
bloques de tamano n.

La teoria de estructura local considera que la probabilidad de un bloque
depende sélo de la secuencia de estados de las células que definen el bloque,
no de su localizacién [1].



3.1 Ejemplos

Para ilustrar los conceptos plasmados en el reporte, analizaremos un autéomata
(2,1) en la regla 22, para la teoria de estructura local de orden 1 y 2.

3.1.1 Ejemplo 1. Teoria de Estructura Local de orden 1

En un autémata (2,1) necesitamos un bloque de tamato 3 que al evolucionar
se convierta en un bloque de tamano 1, por lo que nos damos cuenta que los
bloques son las diferentes vecindades de la regla.

000 — O
001 — 1
010 — 1
011 — 0
100 — 1 (17)
101 — O
110 — 0
111 — 0

Siguiendo la férmula (14), notamos que solo hay 3 bloques que mapean
a 1, la densidad que nos interesa; por lo tanto la regla queda de la siguiente
manera

PH(1) = P{OPL(0)P{(1)

1
P{(1)P{(0)P{(0) (18)

I+ +

1
qqp + qpq + pqq
@°p+ ¢*p + ¢°p
3¢°p

observemos que la teoria de estructura local de orden 1 es igual que teoria
de campo medio. Por lo tanto podemos decir que la teoria de estructura
local generaliza a teoria de campo medio [2]. En el paquete LCAU en ambi-
ente NextStep o NXLCAU, realizado por el Dr. Harold V. Mclntosh para el
analisis de autématas celulares; existe una opcion que realiza el estudio prob-
abilistico de autématas. Ahi podemos encontrar la opcién de Mean Field, que
realiza la grafica de la funcién de densidad de probabialidad del autémata, o
bien, la grafica correspondiente a la teoria de estructura local de orden 1.
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Figura 2: Funcién de densidad de la regla 22

3.1.2 Ejemplo 2. Teoria de Estructura Local de orden 2

En un autémata (2,1) necesitamos un bloque de tamano 4 que al evolucionar
se convierta en un bloque de tamano 2.

A continuacién se muestran todos los posibles bloques de 4 células (ances-
tros) asi como sus hijos (cadenas resultantes) después de aplicarles la regla 22.

0000 — 00 1000 — 10
0001 — 01 1001 —11
0010 — 11 1010 —01
0011 —10 1011 —00 (19)
0100 — 11 1100 — 01
0101 — 10 1101 —00
0110 — 00 1110 — 00
0111 —00 1111 —00

Ahora el problema se transforma en el calculo de una cadena de dos
elementos. Suponga que deseamos calcular la probabilidad de que aparezca
la cadena 01 (en realidad puede ser cualquier cadena como mas tarde veremos,
ya que nuestro objetivo final es el calculo de una la aparicion del estado 1,
es decir una cadena cuyo elemento es 1).

Para llevar a cabo este célculo se tiene que

PyT(01) = PL(0001) + P(1010) + PL(1100) (20)



Es decir, la probabilidad de que aparezca una cadena es igual a la suma
de la probabilidad de que se den sus ancestros.
Sabemos que la probabilidad de que aparezca 0001 es:

;  PL(00)P4(00) PL(01)
PyTH(0001) = @ aror (21)

que la probabilidad de que se de la cadena 1010 es:

1 __ PY01)P(10)PL(01)
PyTH0101) = =Srpr (22)

y finalmente la probabilidad de que se aparezca la cadena 1100 es:

Pi(11)Pt(10) P (00
Py (1100) = HUpEER (23)

Por lo tanto, la probabilidad de que se de la cadena 01 estara definida
por:

Ly PL(00)PL(00)PE(01)
Py 01) = = Eri ot

PL(01)PL(10)PE(01)
T E R ) (24)

 PLAPI(10)Pi(00)
PI(1)P}(0)

1 _ P(00)Pt(00)PL(01)
P37 01) = (rron +AI0m) (P (00)+ PIOD)

PL(01)PL(10) PL(01)
T I AD P00 L (00) T P(0T)) (25)

4 PHADPI0)PY(00)
(PI(ID)+PL(01) (PL(11)+ P3(0D))

donde por las condiciones de Kolmogorov podemos expresar la probabil-
idad de que aparezca 01 en términos homogéneos, es decir, en términos de
calculos de bloques de 2 células, ya que:

PH(0) = PY(00) + PY(01)

PI(1) = PY(11)+ P'(10) (26)



Como se puede apreciar de esta ecuacuén para calcular la probabilidad de
que aparezca la cadena 01, se tiene que calcular la probabilidad de las cadenas
00, 10 y 11. O en otras palabras las probabilidades de que aparezcan todas los
ancestros de las cadenas de dos elementos: las cadenas de cuatro elementos.

Siguiendo pasos similares a los del calculo de la probabilidad de 01, se
tiene que la probabilidad de que aparezca 00, 01 y 11. Entonces la solucion
del calculo de la probabilidad de 01 esta dado por el siguiente sistema de
ecuaciones:

PE(00) =

PL(11)PL(11)PL(11)
(PI(OD+FI(11))(PL(01)+ PL(11)

4 PUDPLaDPY(0)
(P:(01)+PL(11))(PL(01)+PL(11))

+ P(11)P!(10)PE(01)
(P3(01)+P%(11))(PL(00)+P(01))

(27)
+ P(10)Pi(01)P}(11)
(P3(00)+P5(01))(P5(00)+P;(01))

i P£(01) P(11)P£(10)
(P}(01)+PL(11))(PL(01)+P%(11))

+ PL(00)PZ(00)PE(00)
(P3(01)+P5(11))(P5(01)+P(11))

4 PHOPLADPI(Y
(P:(01)+PL(11))(PL(01)+PL(11))
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Py (01) =

P4(00) P4(00) P4(01)
(P(00)+PL(01) (P}(00) + P} (0D))

(28)
+ PL(01)PL(10)Pt(01)
(P3(11)+P%(01))(PL(00)+P(01))

P4(11)P£(10) P4(00)
(PI(D)+PL(01) (PL(11)+ P (0D))

Py (10) =

_ P;(00)P}(01) P} (11)
— (PL(00)+P}(01))(Pi(01)+PL(11))

(29)
+ PL(01)PL(10)Pt(01)
(P3(01)+P5(11))(P5(00)+P;(01))

P4(10)P£(00) P4(00)
(P%(00)+PL(01))(PL(00)+PL(01))

Py (11) =

PZ(00)P£(01) P£(10)
(PI(00)+F(00)) (PL(01)+ PL(11)

(30)
4 ____PHODPL(0)Pi(00)
(P5(0D)+PL(11) (P4(00) + P} (0D))

P4(10)P£(00) P4(01)
(P1(00)+ PZ(01)) (PL(00) + P} (01))

Resolviendo este sistema de ecuaciones tendremos la probabilidad para
todas las posibles cadenas de dos estados, es decir las cadenas 00,01,10 y

11
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Figura 3: Grafica de la probabilidad de un bloque de tamano 2

11. Pero lo que buscamos nosotros es la probabilidad de aparicién del es-
tado 1, una vez mas por Kolmogorov, tenemos que sumando dos de nuestros
anteriores resultados, en particular

P(1) = P(11) + P(01) (31)

tendremos la probabilidad de que aparezca el estado uno.

En el paquete NXLCAU podemos encontrar también la opciéon N-Block,
que realiza la grafica de la probabilidad de bloques de tamano n. En dicha
grafica, cada barra es uno de los bloques de tamano n que se pueden formar;
y el ancho de cada uno depende del nimero de bloques de tamano (n+2r)
que transforman en un bloque de tamano n.

En la figura 3 mostramos dicha grafica. Por ejemplo en la grafica 3 la
primera columna representa las transformaciones al bloque (00), la segunda
al bloque (01), la tercera al bloque (10) y por tltimo al bloque (11). Dado
que la regla 22 transforma en su mayoria a 0, la columna mas ancha es la
primera.

4 Conclusiones

A pesar de que la teoria de estructura local se convierte en una herramienta
muy exacta conforme aumenta su orden, el polinomio de probabilidad au-
menta su grado; por lo que seria una locura iterarlo para predecir futuras
evoluciones. Quiza esta sea la razén mas poderosa por la que se use la teoria
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de campo medio para la prediccion de la densidad de un autémata en futuras
generaciones.
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