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Resumen

Es bien sabido que la teor��a del campo promedio tiene m�argenes
de error en la predicci�on de la evoluci�on de un aut�omata celular. Este
hecho se debe a que asume independencia entre los estados de las
c�elulas y un aut�omata celular no siempre cumple con esta premisa.
Como parte de la evaluaci�on de este m�etodo, Hughes Chat�e y Paul
Manneville reportaron que falla para predecir el comportamiento de un
aut�omata celular en altas dimensiones, en particular la incapacidad de
la aproximaci�on del campo promedio para preveer un comportamiento
colectivo no trivial. En este documento se hace el estudio del traslape
en las vecindades de Moore y von Neumann en tres, cuatro, cinco y
seis dimensiones. La idea principal es ilustrar el comportamiento de la
aproximaci�on del campo promedio en varios niveles de traslape y ver si
existe correlaci�on entre ambos. Dado que la vecindad de von Neumann
disminuye los traslapes a medida en que aumenta la dimensi�on (como
aqu�� mismo se muestra), son analizados aut�omatas celulares con esta
vecindad en varias dimensiones. Los aut�omatas utilizados en el an�alisis
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presentan el fen�omeno de Chat�e y Manneville y tienen en com�un el
mismo dise~no que el aut�omata de Hemmingsson.
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1 Antecedentes

El c�alculo de probabilidades en aut�omatas celulares ha sido un tema de con-
siderable atenci�on. Las funciones de probabilidad que representan la regla de
evoluci�on fueron aplicadas por Dresden y Wong [3] en 1975; y una manera
para calcular la probabilidad fue propuesta por Schulman y Seiden [7], en
1978. Procedimientos m�as so�sticados como el c�alculo de la probabilidad de
un bloque tratado por Lipman y Shamma [8] y la generalizaci�on presentada
en la teor��a de la estructura local de Gutowitz [4] [5] [6], fueron de las �ultimas
contribuciones al �area.

La teor��a del campo promedio es una de las t�ecnicas presentadas en estos
trabajos y es parte de la herencia de la mec�anica estad��stica. La idea b�asica
es que dado que no es posible estimar con precisi�on el comportamiento de
un aut�omata celular, se propone predecir informaci�on m�as general como el
promedio de c�elulas. La aproximaci�on mediante el campo promedio realiza
lo anterior con la ventaja de sintetizar la composici�on de funciones de un
aut�omata celular al c�alculo iterativo de una funci�on de una sola variable.

P t+1 = F (P t) (1)

Donde P(̂t+1) es la probabilidad (densidad) de aparici�on de un estado en el
instante t+1 y F es la funci�on que determina ese nuevo valor teniendo como
argumento la densidad actual.

Varios autores han evaluado la precisi�on de la aproximaci�on del campo prome-
dio, Gutowitz en su tesis doctoral [4] realiza un an�alisis sobre varios aut�omatas
celulares y muestra el nivel de divergencia entre el m�etodo y la evoluci�on real
del aut�omata. Chat�e y Manneville tambi�en llevaron a cabo un an�alisis de
evaluaci�on en altas dimensiones, en donde encontraron el fen�omeno conocido
ahora como comportamiento colectivo no trivial [2] y el cual seg�un los autores
contradec��a las predicciones de la teor��a del campo promedio.

Aqu�� se muestran aut�omatas celulares binarios en tres, cuatro, cinco y seis
dimensiones que reproducen el fen�omeno de Chat�e y Manneville y la aprox-
imaci�on del campo promedio en ellos.

Se compara la funci�on compuesta del aut�omata celular con la funci�on de
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iteraci�on sobre la aproximaci�on del campo promedio; la idea de esta com-
paraci�on es ver que tanto se aproxima la teor��a del campo promedio en la
predicci�on de las densidades de per��odo tres y cuasiper��odo tres encontradas
por Chat�e y Manneville.

Adem�as se analiza si el traslape de las vecindades tiene relaci�on con la di-
mensi�on del espacio y con la aproximaci�on del campo promedio.

2 La teor��a del campo promedio

La deducci�on del c�alculo de la probabilidad a partir del campo promedio,
tiene un principio sencillo y elegante. Si se desea calcular la probabilidad
de que aparezca un 1 en un aut�omata binario en la siguiente generaci�on,
debemos de calcular la probabilidad de que ocurran las cadenas ancestras
que producen 1's.

Estos ancestros son los argumentos de la regla de evoluci�on que determinan
la asignaci�on al estado 1, (es decir las vecindades) por lo que la probabilidad
de que aparezca el estado 1 va a estar dada por la suma de las probabilidades
de que ocurran las vecindades que lo originan. Y la probabilidad de que las
vecindades ancestras ocurran est�a dada por la probabilidad de que aparezcan
los estados que forman dichas vecindades o contraim�agenes. De esta manera
se puede de�nir recursivamente:

P t+1
1 =

X
�j'(�)!1

(P t
1)
N1(�)(1� P t

1)
N0(�); (2)

donde:

P t+1
1 es la probabilidad de que aparezca el estado 1 en la generaci�on t+1:

(3)
P t
1 es la probabilidad de que aparezca el estado 1 en la generaci�on t: (4)

N1(�) es el n�umero de celdas cuyo estado es 1 en la vecindad �: (5)

N0(�) es el n�umero de celdas cuyo estado es 0 en la vecindad �: (6)
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Figura 1: La probabilidad de que ocurra el estado y no es independiente del
estado x ya que ambos comparten parte de los ancestros que los originan,
por lo que el hecho de que aparezca y se debe de alguna manera al hecho de
que haya ocurrido x.

X
�j'(�)!1

es la suma de las vecindades donde la regla de evol. asigna un 1

(7)
Sin embargo la aproximaci�on del campo promedio adolece de un prob-

lema: asume que no existe correlaci�on entre los estados de las c�elulas del
aut�omata celular. Este supuesto no es exacto, ya que una de las carac-
ter��sticas de un aut�omata celular es precisamente el traslape entre las c�elulas
de sus vecindades y por lo tanto existe dependencia entre los estados de las
c�elulas como lo ilustra la �gura 1.

Este hecho parece ser la causa de la divergencia entre la aproximaci�on del
campo promedio y la evoluci�on real del aut�omata.

2.1 Reglas total��sticas

La expresi�on (2) calcula la aproximaci�on del campo promedio para la regla
general de un aut�omata celular, es decir una regla donde se declara de una
manera expl��cita la asignaci�on para cada una de las vecindades. Si se trata de
un aut�omata celular (2,1) con la regla de evoluci�on conocida como la regla 22
(estas dos �utimas notaciones propuestas por Stephen Wolfram [9]) se tendr�a
una aproximaci�on del campo promedio expresado por la siguiente funci�on:

f(p) = 3pq2; (8)

donde f(p) es la probabilidad de que aparezca el estado 1 en la siguiente gen-
eraci�on y est�a determinado por la suma de las probabilidades de que ocurran
las vecindades que lo originan.
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�(000) = 0 �(100) = 1
�(001) = 0 �(101) = 1
�(010) = 1 �(110) = 0
�(011) = 0 �(111) = 1

(9)

Regla de evoluci�on general n�umero 22

Sin embargo existen otras formas de realizar asignaciones en las vecindades,
una de ellas es mediante la asignaci�on de la transformaci�on sobre (0,..,k-1)
conjuntos de vecindades agrupados por alguna caracter��stica en com�un. La
regla resultante de esta asignaci�on llamada regla total��stica, es especialmente
�util si el n�umero de vecindades es particularmente grande.

Cualquier funci�on puede determinar la propiedad que caracterizar�a a los k-1
grupos, por ejemplo la suma de las c�elulas activas podr��a ser una de ellas.
En nuestro caso tomaremos esta �ultima por lo que considerando el mismo
aut�omata celular (2,1) la asignaci�on de una regla total��stica sobre sus vecin-
dades es:

Sumadelavecindad Funcion
0 �(000) = 1
1 �(001); �(010); �(100) = 1
2 �(101); �(011); �(110) = 0
3 �(111) = 1

(10)

Los grupos resultantes son aquellos para los cuales la suma de sus c�elulas
es 0,1,2 y 3 y el n�umero de vecindades que conforman a cada grupo es de
1,3,3 y 1 respectivamente.

Para este caso la funci�on del campo promedio es:

f(p) = q3 + 3q2p+ p3; (11)

y la funci�on que considera todos los grupos de vecindades posibles es:

f(p) = (p+ q)3 = q3 + 3q2p+ 3qp2 + p3; (12)
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como se puede observar los coe�cientes de esta funci�on est�an determinados
por el n�umero de vecindades que conforman a cada grupo. Y dado que cada
grupo lo determina la suma de las c�elulas de la vecindad sin importar el or-
den en que se encuentren distribuidos los estados, los coe�cientes se pueden
calcular como:

 
n
r

!
(13)

donde n es el tama~no de la vecindad y r es el n�umero de estados que se
suma.

De esta manera la funci�on general que describe a la aproximaci�on del campo
promedio para las reglas total��sticas es:

P t+1
1 =

X
�j'(�)!1

 
n
r

!
(pt)n(1� p)n�r (14)

La familia de polinomios que forma esta expresi�on son conocidas tambi�en
como los polinomios de Bernstein (puntualmente los polinomios de Berns-
tein est�an expresados por pr̂qn̂-r y la parte de la combinaci�on calcula los
coe�cientes) y los coe�cientes tienen relaci�on con el tri�angulo de Pascal.

Si se considera un tama~no de la vecindad n=2 los coe�cientes de la funci�on
son:

1,2,1

si n=3 los coe�cientes son:

1,3,3,1

en general los coe�cientes est�an relacionados con cada rengl�on del tri�angulo
de Pascal, el primer rengl�on del tri�angulo determina los coe�cientes para una
vecindad de tama~no n=0, el segundo rengl�on lo hace para el tama~no n=1,
el tercer rengl�on para n=2, etc�etera, de manera que el tri�angulo de Pascal
puede determinar los coe�cientes para cualquier tama~no de vecindad como
se muestra a continuaci�on:
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1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
::: ::: ::: ::: :::

n = 7 1 7 21 35 35 21 7 1
::: ::: ::: ::: :::

Tri�angulo de Pascal y las vecindades de tama~no n de un aut�omata celular.

El caso donde n=0 y n=1 no tiene inter�es en aut�omatas celulares pero los
siguientes tama~nos de vecindades si lo tienen, en particular los coe�cientes
para los aut�omatas con tama~no de vecindad, n=7,9,11 y 13, que corre-
sponden a los aut�omatas celulares (2,3),(2,4),(2,5) y (2,6), mismos que se
utilizan para llevar a cabo el an�alisis del fen�omeno de Chat�e y Manneville,
para las vecindades de von Neumann y Moore en tres, cuatro, cinco y seis
dimensiones.
De acuerdo al tri�angulo de Pascal los polinomios de Bernstein para los
aut�omatas (2,3),(2,4),(2,5) y (2,6) son respectivamente:

f(p) = q7 + 7q6p+ 21q5p2 + 35q4p3 + 35q3p3 + 21q2p5 + 7qp6 + p7 (15)

f(p) = q9 + 9q8p+ 36q7p2 + 84q6p3 + 126q5p4

+126q4p5 + 84q3p6 + 36q2p7 + 9qp8 + p9
(16)

f(p) = q11 + 11q10p+ 55q9p2 + 165q8p3

+330q7p4 + 462q6p5 + 462q5p6 + 330q4p7

+165q3p8 + 55q2p9 + 11qp10 + p11

(17)
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Figura 2: Vecindad de von Neumman y Moore de izquierda a derecha.

y

f(p) = q13 + 13q12p+ 78q11p2 + 286q10p3

+715q9p4 + 1287q8p5 + 1716q7p6

+1716q6p7 + 1287q5p8 + 715q4p9

+286q3p10 + 78q2p11 + 13qp12 + p13

(18)

La asignaci�on de 1's de la regla total��stica determina que sumandos de su
polinomio que podr�an representarla. Esto se ya se ilustr�o con la formaci�on
de la expresi�on (11).

3 Traslape de las vecindades de Moore y von

Neumann en n Dimensiones

Chat�e y Manneville han argumentado que la aproximaci�on del campo prome-
dio llega a ser m�as exacta a medida que aumenta la dimensi�on del espacio del
aut�omata celular, concretamente cuando el l��mite del tama~no del espacio del
aut�omata celular tiende a in�nito [1]. Una raz�on que puede apoyar esta a�r-
maci�on, es el hecho de que el traslape de las vecindades disminuye a medida
que aumenta la dimensi�on y esto baje a su vez la correlaci�on entre las c�elulas.

Aqu�� se analiza c�omo se comporta el traslape de las vecindades en n di-
mensiones para la vecindad de von Neumann y Moore (ver �gura 2) , y se
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Figura 3: traslape en una vecindad de Moore en 2 dimensiones, tomando en
cuenta vecindades de la c�elula vecina ortogonal y diagonal.

demuestra que en el caso de la vecindad de Moore no importa la dimensi�on
del espacio, el traslape siempre ser�a de 2/3. Sin embargo, el traslape en la
vecindad de von Neumann s�� depende de la dimensi�on del espacio, ya que
disminuye a medida en que la dimensi�on aumenta; o en otros t�erminos tiende
a 0 cuando n tiende a in�nito.

3.1 Traslape en la vecindad de Moore

La vecindad de Moore en el plano est�a de�nida como una vecindad de nueve
c�elulas:

(i; j) (i; j + 1) (i; j � 1)
(i+ 1; j) (i+ 1; j + 1) (i+ 1; j � 1)
(i� 1; j) (i� 1; j + 1) (i� 1; j � 1)

(19)

La vecindad de la c�elula (i+1,j) se traslapa con la vecindad de (i,j) en
las c�elulas

(i; j + 1) (i; j) (i; j � 1)
(i+ 1; j + 1) (i+ 1; j) (i+ 1; j � 1)

(20)

tomando como referencia a la primera vecindad, lo cual da un traslape
de 2/3 (ver �gura 3).
La vecindad de Moore en tres dimensiones est�a compuesta de 27 c�elulas, a
saber:
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Figura 4: Vecindad de Moore y su traslape ortogonal en tres dimensiones.

(i; j; k) (i; j; k + 1)
(i; j; k � 1) (i; j + 1; k)

(i; j + 1; k + 1) (i; j + 1; k � 1)
(i; j � 1; k) (i; j � 1; k + 1)

(i; j � 1; k � 1) (i+ 1; j; k)
(i+ 1; j; k + 1) (i+ 1; j; k � 1)
(i+ 1; j + 1; k) (i+ 1; j + 1; k + 1)

(i+ 1; j + 1; k � 1) (i+ 1; j � 1; k)
(i+ 1; j � 1; k + 1) (i+ 1; j � 1; k � 1)

(i� 1; j; k) (i� 1; j; k + 1)
(i� 1; j; k � 1) (i� 1; j + 1; k)

(i� 1; j + 1; k + 1) (i� 1; j + 1; k � 1)
(i� 1; j � 1; k) (i� 1; j � 1; k + 1)

(i� 1; j � 1; k � 1)

(21)

El traslape de su vecino ortogonal es de un total de 18 c�elulas:

(i; j; k) (i; j + 1; k)
(i; j � 1; k) (i� 1; j; k)

(i� 1; j + 1; k) (i� 1; j � 1; k)
(i+ 1; j; k) (i+ 1; j + 1; k)

(i+ 1; j � 1; k) (i; j; k + 1)
(i; j + 1; k + 1) (i; j � 1; k + 1)
(i� 1; j; k + 1) (i� 1; j + 1; k + 1)

(i� 1; j � 1; k + 1) (i+ 1; j; k + 1)
(i+ 1; j + 1; k + 1) (i+ 1; j � 1; k + 1)

(22)

de las 27 que contiene la vecindad. De esta manera se tiene que 2/3
resulta ser el traslape en 3 dimensiones (ver �g 4).
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Figura 5: Traslape de la vecindad de von Neumann en dos dimensiones.

En general la vecindad de Moore est�a de�nida por todas las posibilidades de
tener una c�elula en el centro, y una c�elula desplazada un sitio en cualquier
direcci�on. Esto se expresa en t�erminos de coordenadas bajo tres formas:

� La variable que representa el valor de la coordenada.

� La suma de uno a dicha variable.

� La resta de uno sobre la misma variable

de manera que el total de c�elulas que tendr�a la vecindad de Moore en n
dimensiones ser�a de

3n para n � 2: (23)

En el plano esto signi�ca tomar en cuenta las c�elulas de arriba y abajo,
para un desplazamiento de tres posiciones sobre la recta, lo cual produce un
total de 3x3=9 c�elulas, que puede expresarse como:

(a� 1; b� 1): (24)

En tres dimensiones se tiene

(a� 1; b� 1; c� 1)); (25)

3x3x3=27 y para cuatro dimensiones la vecindad tiene 81 c�elulas.
Por otro lado el traslape ortogonal de las vecindades est�a de�nido por la

suma de las c�elulas de 2 subespacios de n-1 dimensiones sobre un espacio de
n dimensiones:

12



Figura 6: Vecindad de von Neumann en tres dimensiones y su traslape.

(3n�1 + 3n�1)=3n para n � 2: (26)

De manera que el traslape en n=2 (el plano) es de 31̂+31̂=6, lo cual
dividido entre el total de c�elulas de la vecindad nos da: 2/3. El traslape en
3 dimensiones es de

32 + 32=33 = 18=27! 2=3: (27)

En general, como se mencion�o el traslape en n dimensiones es

3n�1 + 3n�1

3n
: (28)

Desarrollando obtenemos el siguiente resultado:

t = 3n�1+3n�1

3n

t = 2(3n�1)
3n

t = 2(3n�1)
3n

( 1

3n�1
)

( 1

3n�1
)

t = 2
3

(29)

En conclusi�on, para la dimensi�on n el translape de las vecindades de
Moore siempre ser�a de 2/3

3.2 Traslape en la vecindad de von Neumann

La vecindad de von Neumann dise~nada con la idea de optimizar espacio,
tiene un traslape que di�ere en gran medida al traslape de la vecindad de
Moore. Para empezar, la vecindad de von Neumann est�a de�nida por las
siguientes 5 c�elulas: (i,j),(i,j+1),(i,j-1),(i+1,j),(i-1,j), con un poco m�as
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de la mitad de c�elulas que la vecindad de Moore, diferencia considerable que
se ir�a incrementando r�apidamente conforme aumenta la dimensi�on.

En el caso de la vecindad de von Neumann s�olo tiene vecinos ortogonales,
de forma que el �unico traslape a considerar es el ortogonal. Bajo �esta con-
sideraci�on el traslape en dos dimensiones ocurre en las c�elulas (i,j),(i+1,j)
(como lo ilustra la �gura 5) entre las 7 que constituyen el total de c�elulas de
la vecindad, dando un traslape de 2/7 La vecindad de von Neumann en tres
dimensiones consta de 7 c�elulas ((i,j,k),(i+1,j,k),(i-1,j,k),(i,j+1,k),(i,j-
1,k),(i,j,k+1),(i,j,k-1)) esto equivale aproximadamente a 1/4 con respecto
a la vecindad de Moore. En tres dimensiones el traslape se da en 2 c�elulas:
(i,k,j),(i,j,k+1) de un total de 7 como se puede apreciar en la gr�a�ca 6; de
manera que 2/7 es el grado de traslape en 3 dimensiones.

En general se puede observar que existen dos c�elulas en cada dimensi�on del
conjunto de c�elulas que forman a la vecindad y una c�elula (la c�elula central)
que llega a ser parte de todas las direcciones involucradas (espacios). De
manera que el n�umero de c�elulas que tiene una vecindad de von Neumann
en n dimensiones es:

2n+ 1 para n � 2: (30)

para los casos n=2 y n=3, se puede constatar el n�umero de c�elulas
2(2)+1=5 y 2(3)+1=7 respectivamente, con lo expuesto apenas unos
p�arrafos arriba.

Los traslapes en tres dimensiones en la vecindad de von Neumann se dan
a trav�es de las c�elulas alineadas ortogonalmente en cada direcci�on. Si se
recorre una c�elula sobre el eje de cualquier dimensi�on se tendr�an 3-1=2
traslapes, ya que 3 es el n�umero de c�elulas por cada eje, cualquiera que este
sea. Y adem�as los traslapes en todas las dimensiones restantes desaparecen,
por lo que para cualquier dimensi�on el traslape ser�a de:

lim
n!1

2
2n+ 1

= lim
n!1

1

n+ 1
2

= 0 (31)

Es decir que el traslape disminuye cuando la dimensi�on aumenta.
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Figura 7: a) Arriba: Despliegue del mapa de retorno de las densidades reales
del aut�omata celular (2.3), con regla de evoluci�on 33. b) Abajo: Gra�caci�on
de la escalera sobre la iteraci�on de la aproximaci�on del campo promedio, en
tres dimensiones.

15



Figura 8: a) Arriba: Despliegue de la evoluci�on del Auto�omata celular (2.4),
en el plano con regla 385. b) Abajo: Aproximaci�on del campo prome-
dio (gra�caci�on de la escalera) contra la composici�on de funciones (gr�a�ca
tri�angular) en 4 dimensiones.
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Figura 9: a) Arriba: Mapa de retorno de las densidades reales. b) Abajo:
Sobreposici�on de la iteraci�on del campo promedio contra la composici�n de
funciones. Ambas gr�a�cas pertenecen al aut�omata celular binario 1409 en 5
dimensiones.

4 La aproximaci�on del campo promedio y el

fen�omeno de Chat�e y Manneville en 3,4,5,

y 6 Dimensiones

En esta secci�on se analiza la aproximaci�on del campo promedio a medida que
aumenta la dimensi�on del espacio del aut�omata celular. El an�alisis se realiza
en aut�omatas celulares binarios en tres, cuatro, cinco y seis dimensiones, que
reproducen el fen�omeno de Chat�e y Manneville.

La l��nea de aut�omatas en los que se hace el an�alisis comparten el esquema de
construcci�on Hemmingsson para contar con un punto de referencia com�un.
Las reglas de los aut�omatas que se tratan son: la regla 33 en (2,3), la regla
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385 en (2,4), la regla 1409 en (2,5) y �nalmente la regla 5296 en (2,6).

Hay que aclarar que lo que se muestra aqu�� es �unicamente para ilustrar
como se comporta la aproximaci�on del campo promedio para estas reglas,
sin embargo, para caracterizar el comportamiento se tiene que llevar a cabo
un an�alisis mucho m�as exhaustivo. Para todos �estos aut�omatas celulares
se consider�o una vecindad de von Neumann, ya que bajo esta vecindad los
traslapes disminuyen conforme aumenta la dimensi�on.

4.1 Aproximaci�on del campo promedio en la regla 33
en (2,3)

Dada la vecindad del aut�omata celular (2,3) es posible considerar la asig-
naci�on de la vecindad de von Neumann en un espacio de tres dimensiones
donde se necesitan 7 elementos.

En la gr�a�ca 7a se muestran las densidades reales de la evoluci�on del aut�omata
celular mediante el par ordenado (Pt̂,Pt̂+1), conocido como el mapa de re-
torno, mediante �el se puede apreciar el cuasiper��odo de per��odo 3. En la
�gura 7b se tiene la gra�caci�on de la escalera que busca los puntos �jos sobre
la iteraci�on del campo promedio. Como se puede notar las densidades en que
se posan cada una de las funciones no corresponden entre si, marcando una
gran discrepancia entre ambas. Es posible que esto suceda porque el traslape
en este espacio a�un es considerable.

4.2 Aproximaci�on del campo promedio en la regla
385 en (2,4)

El aut�omata celular lineal (2,4) tiene una vecindad de 9 elementos, por lo
cual es posible representar una vecindad de von Neumann en 4 dimensiones.

Si se parte el espacio en planos podemos ver la densidad de varias genera-
ciones, la gr�a�ca 8a muestra 25 generaciones donde se puede apreciar algo
cercano al ciclo 3. En la �gura 8b se tienen sobrepuestas la gra�caci�on de
la escalera y la composici�on de funciones, la distinci�on entre ambas se puede
notar por su forma, la primera con la cl�asica gra�caci�on: funci�on, diagonal,
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funci�on, y la segunda formando tri�angulos entre las tres densidades reales.

En este caso las densidades presentadas mediante la iteraci�on de funciones
y la funci�on compuesta di�eren desde el primer momento; la iteraci�on del
campo promedio r�apidamente llega a tener valores altos cuya im�agen es una
densidad baja, que contin�ua con un valor bajo, rompiendo de esta manera
con el ciclo alto, medio y bajo.

4.3 Aproximaci�on del campo promedio en la regla
1409 en (2,5)

La regla 1409 como las reglas anteriores, reproduce el fen�omeno de Chat�e y
Maneville, y dado su tama~no de vecindad permite representar una vecindad
de von Neumann en 5 dimensiones. La aproximaci�on del campo promedio
en 9b muestra una mejor aproximaci�on en este aut�omata, aunque todav��a
existen diferencias entre la funci�on de iteraci�on con la funci�on compuesta.
La �gura 9a muestra el mapa de retorno, donde se detecta un claro ciclo de
per��odo 3.

4.4 Aproximaci�on del campo promedio en la regla
5296 en (2,6)

Este �ultimo aut�omata celular en seis dimensiones muestra un mayor acer-
camiento entre la iteraci�on del campo promedio y la composici�on de fun-
ciones. Como lo muestra la �gura 10b la funci�on de la escalera casi logra un
comportamiento peri�odico de per��odo tres. Despu�es de una densidad inicial
de 0.5, toma las densidades alta, mediana y baja, hasta que cierra el ciclo
con la densidad alta, de esta manera regresa otra vez a tomar un valor alto
en dos pasos. En esta dimensi�on el traslape en general llega a ser 2/13,
menor que en las dimensiones anteriores y el supuesto general de la mejora
en la aproximaci�on del campo promedio en esta dimensi�on es la disminuci�on
del traslape. En la �gura 10a se detectan las tres densidades mediante la
proyecci�on de la evoluci�on en el plano.
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Figura 10: a) Arriba: Evoluci�on en el plano. b) Abajo: Aproximaci�on del
campo promedio contra la composici�on de funciones en 6 dimensiones.
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5 Conclusiones

La vecindad de von Neumann disminuye los traslapes conforme se aumenta la
dimensi�on del aut�omata celular, mientras que la vecindad de Moore mantiene
un alto traslape en cualquier dimensi�on.

Una vez que se sabe que el traslape de las vecindades se puede disminuir
a una cantidad convenientemente peque~na (con el aumento de las dimen-
siones), es necesario hacer estudios para veri�car si esto se traduce en una
independencia entre las c�elulas (no correlaci�on) y por ende permita que la
aproximaci�on del campo promedio sea exacta.

Si lo anterior se prueba, se pueden realizar aproximaciones de la teor��a
del campo promedio a un punto tal que la composici�on de funciones en
aut�omatas celulares pueda considerarse como la iteraci�on de funciones, por lo
que se puede utilizar la teor��a involucrada en esta �area para dar explicaci�on
al cuasiper��odo 3 y per��odo 3 de Chat�e-Manneville.

Hay que se~nalar que hizo falta hacer observaciones de la aproximaci�on del
campo promedio para la vecindad de Moore, por lo que aunque sabemos que
su traslape es alto, no tenemos idea si esto tiene un efecto sobre la aproxi-
maci�on del campo promedio en distintas dimensiones.
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