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Resumen

Este documento tiene como finalidad brindar informaciéon béasica ac-
erca de los flexdgonos cuadrados, su construccién y su comportamiento
dindmico.
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1 Introduccion

Los flexdgonos son un descubrimiento del siglo veinte por Arthur H. Stone, un es-
tudiante graduado de la Universidad de Princeton en América, descubriéndolos
en 1939 mientras estaba doblando tiras de papel. Instalaron un Comité de
flexdgonos en la Universidad de Princeton para investigar los flexdgonos. En
1940 dos miembros del comité trabajaron sobre una teoria matematica de fle-
xagonos pero ésto nunca fue publicado. El comité se disolvié en 1941 conti-
nuando en América, entré en la Segunda Guerra Mundial y por algin tiempo
esta actividad fué poco visible. Interesados en revivirla mas tarde en los anos
1950’s con la publicacién de dos articulos de flexdgonos en la revista Scientific
American y la publicacién del primer documento de flexagonos, se puede decirse
que el tema alcanzado su madurez con esta edicion en 1962 dando un informe
comprensible sobre flexagonos.

2 Antecedentes

El primer tipo de flexdgono que se descubrié es el conocido como el trihex-
aflexdgono, que es el flexdgono mas simple que existe dentro de la clasificacién
de los hexaflexdgonos, llamados as{ porque su contorno tiene la forma de un
hexagono, cuenta con 9 tridngulo equilateros y uno adicional para unir la tira,
la red para un modelo de papel de un trihexaflexdgono es mostrada en la en la
Fig 1

Figura 1: Red del trihexaflexdgono

Para hacer el trihexaflexdgono es necesario que pliege las lineas entre triangulos
para formar las bisagras. Los numero que aparecen entre los paréntesis tiene que
ser escrito en la cara inversa de los tridngulos y eliminada de la cara superior.
Doble las caras de los tridngulos numerandolos hasta el 3 y haciéndolos coincidir,
esto quiere decir que deben de quedar los tridngulos junto con un ntmero igual,
relacionando el 1-1 , 2-2 y 3-3. Una los extremos de la red mostrando por lineas
punteadas en la figura, con cinta adhesiva transparente. El trihexaflexdgono
ensamblado es una banda de tridngulos continuos con bisagras. El contorno
ensamblado del trihexaflexdgono es un hexdgono, y ha este contorno se le
llama una posiciéon principal. Por lo tanto el contorno formado por es una
posicién principal hexagonal, si el contorno fuera el de un flexdgono cuadrado
entonces la posicién principal de este flexdgono seria un cuadrado.

Los poligonos individuales usados para hacer los flexdgonos en este caso
triangulos son llamados "Hojas”.



La examinacién del trihexaflexdgono armado muestra que consiste en al-
ternar hojas individuales y doblando pilas de 2 hojas. Ambas hojas individuales
y pilas dobladas se les llama ”Pats”.

Para doblar el trihexaflexdgono comience con la cara numerada con el nimero
uno. Sujete dos pats juntos con el dedo pulgar y el indice de una mano. Asegure
que no haya un doblez continuo conectando al inicio de los dos pats, en caso
de que exista un doblez continuo se debe rotar el trihexaflexagono 60 grados, al
mismo tiempo empuje los 2 pats opuestos hacia adentro con el dedo indice de
la otra mano.

Continte el trihexaflexdgono hasta tener la apariencia de 3 tridangulos conec-
tados en un eje comun y asi estd en ” Posicién Intermedia”. La posicion
intermedia tiene triple simetria rotatoria con un angulo de 120 grados entre
cada par de tridngulos (Fig 2). En la posicién intermedia esto es posible para
abrir el trihexaflexdgono en el inicio de el eje comun para revelar las hojas nu-
meradas con el 3. Haga esto y después aplane el trihexaflexdgono. Entonces
tendra hojas numeradas con el 3 encima de la tapa y numeradas con el 1 por
debajo, ésta en otra posicién principal.

Figura 2: Posicion intermedia para el trihexaflexdgono utilizando la técnica
"Sujetar y Doblar”

Esta técnica es conocida como ” sujetar y doblar (pinch flex)”. Al
sujetar y doblar se tiene dos estados en el primer estado una posicién prin-
cipal es transformada en una posicién intermedia, y en la segunda posicién
ésta posicion intermedia es transformada en otra posicién principal. La triple
rotaciéon simétrica es mantenida mientras estan sujetando y doblando el tri-
hexaflexdgono. Repitiendo el ”sujetar y doblar” después de estar rotando el
trihexaflexdgono por 60 grados el resultado en las hojas numeradas con el 2 en
la cara superior y con el numero 3 por debajo.

2.1 Geometria de los flexagonos

El rasgo principal caracteristico de un flexdgono es que éste tiene la apariencia
de un poligono el cual puede ser doblado en orden para desplegar los pares de
caras alrededor de un ciclo y de manera recursiva. Otro rasgo caracteristico



es que las caras de poligonos individuales se conocen como hojas, las cuales se
hacen para arriba y forman la cara de un flexdgono, al rotarlas en sentido de
los diferentes vértices y se mueve al centro de una posicién principal. Como
un flexdgono es doblado de una posiciéon principal a otra. Las hojas visibles
son realmente pilas de hojas dobladas llamadas pats. Algunos pats son hojas
simples. Alternando los pats tenemos la misma estructura. Un par de pats
adyacentes son un sector.

Se utilizan las descripciones geométricas por 3 principales propdsitos:

1.- Para el mapa de comportamiento dindmico de los flexdgonos,
2.- Para el andlisis de su estructura, y

3.- Como base para la construccion de flexagonos de cualquier tipo deseado.

2.2 Instrucciones generales para construir un flexagono

1- Plegar las lineas entre las hojas para formar las bisagras. Asegure que las
hojas adyacentes se sobrepongan cuidadosamente cuando se doblen juntas.

2- Trasladar cada niimero que se encuentra entre paréntesis al reverso de la
cara de la hoja y quitar éste de la cara superior.

3- Copiar cualquier bisagra o vértice con letras sobre el reverso de la red. Las
hojas deben coincidir con su correspondiente nimero al doblarlos juntos.

4- Comenzando con el nimero mas grande posible y trabajando hacia abajo
hasta que solamente las hojas numeradas con el 1 y 2 sean visibles.

5- Unir los extremos de la red que estan sealados con lineas punteadas usando
cinta adhesiva transparente.

6- Decorar el flexdgono para distingir con mayor facilidad cada ciclo o cara.

3 Las posiciones principales

Investigando posibles variedades de flexdgonos Chapman (1961) consideré posi-
bles arreglos siempre de un ntmero 2n de un poligono convexo regular con s
lados, cercano a un punto en un plano. Precisando que hay 2 soluciones. Esto
corresponde a la posicién principal de los flexdgonos cuadrados (n=2y s=4) y
un hexaflexdgono (n=3 y s=6). La apariencia de estas posiciones principales son
mostradas en Fig 3, concluyendo que éstas son las unicas posibles variedades de
flexdgonos. Como la posicién principal en las figuras, por definicién, se situan
en un plano que es conveniente para llamarlos posiciones principales ”Planas”.
También por definicién la suma de los dngulos de las hojas y por sus vértices
centrales de una posicién principal es de 360 grados.



Figura 3: Apariencia de la posicidn principal de un flexdgono cuadrado (izq) y
un hezaflexdgono (der)

3.1 Flexagonos con enlace

La definicién formal de un enlace es que ésta es una construccién que acopla
cuerpos rigidos por medio de ligas cuya libertad de movimiento es limitado
después de una instanciacion fija de una liga en un espacio, de la limitacién
impuesta por su acoplamiento. El nimero de grados de libertad que poseen por
un enlace es usualmente definido como el nimero independiente de pardmetros
necesarios para determinar completamente su configuracion. La siguiente figura
muestra la apariencia de una posicién principal de un penta-flexdgono Fig. 5.

Figura 4: Flexdgono con enlace

3.2 Grados de libertad de un flexagono ideal

Los cambios en el nimero de grados de libertad de un flexdgono ocurren al
estar doblandolo, pero éstos pueden ser dificiles de enumerar. Los cambios en
el nimero de grados de libertad de un flexdgono como éste es doblando entre
configuraciones que son una caracteristica importante la cual domina su com-
portamiento dindmico. Sus efectos son facilmente observados en los modelos de

papel.

4 Mapeando flexagonos

Hay una dificultad fundamental en estar mapeando el comportamiento dindmico
de flexdgonos. Esto es porque sus estructuras y comportamientos dindmicos son
también complicados, excepto para los flexdgonos mas simples, el mapa debe de



incluir los detalles relevantes y razonablemente facil de seguir, a continuacion
se indicard una forma de mapear los flexdgonos.

4.1 Mapa completo de un flexagono cuadrado de un ciclo
simple irregular

La red para el flexdgono cuadrado de ciclo simple irregular es mostrado en la
Fig 5. Este flexdgono tiene 4 caras y 4 posiciones principales, las cuales pueden
ser visitadas en orden ciclico. Esta es una banda desdoblada, asi que no hay
forma enantiomérfica (imagen del espejo).

23) B|B D
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A
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Figura 5: Red para el flexdgono cuadrado de un ciclo simple irreqular

El flexdgono cuadrado simple de ciclo irregular es usado para ilustrar la
complejidad de el comportamiento dindmico de los flexdgonos y para demostrar
como un mapa completo (Fig 6) puede ser usado para interpretar y describir
este comportamiento.

Asi el flexdgono armado estd en la posicién principal mostrada como en el
diagrama izquierdo en la Fig 6. Las caras numeradas 2 y 1 son visible y estan
en la posicién principal 2(1). El primer nimero en el cédigo esta identificando
a una posicién principal y esta indicando que el nimero visible en la superficie
de la cara es el nimero 2 y el segundo nimero encerrado entre paréntesis, es
visible en la cara de abajo y este corresponde al ntimero 1. Si el flexdgono fue
cambiado de cara, tal que la cara numerada con el 1 fue primero entonces el
cédigo podria ser 1(2). Esto algunas veces no es necesariamente para indicar
cual cara de el flexdgono es primero. Las posiciones principales son planas y
tienen doble rotacion simétrica cercana a un eje vertical o 'Sectores’. Hay 2 pats
adyacentes en un sector. En general en una posicién principal de un flexdgono
tiene 2n pats y n sectores.

Las lineas A-A y D-D en el diagrama superior izquierdo identifica las bis-
agras en el flexdgono cuadrado, como es marcado en la red, y por lo tanto su
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Figura 6: Mapa completo del flexagono cuadrado de ciclo simple irregular

orientacién. Rotando a una posicién principal del flexdgono cuadrado por 180
grados cerca del eje vertical no lo hace diferente porque éste tiene doble rotacion
simétrica.

La orientacién mostrada en la figura 6 son arbitrarias, y estas son elegidas
para ayudar a la visualizacién del comportamiento dindmico del flexdgono. En
un flexdgono cuadrado la posicién principal tiene 2 grados de libertad en que la
rotacién puede ocurrir cerca de 2 diferentes lineas de la bisagra.

El mapa completo muestra que sucede cuando el flexdgono cuadrado es
doblado alrededor de su ciclo usando la técnica ”sujetar y doblar”. La de-
scripcién de abajo es para cruzar en la direccién de las flechas en la fig 6.
Comenzando en la posicién principal 2(1), doblando el flexdgono cuadrado en
2, la linea a lo largo de la bisagra D-D para alcanzar la posicion intermedia
2[4]. Manteniendo la bisagra de la linea superior y asegurando que las hojas
numeradas con el 1 sean ocultadas. Una posicién intermedia tiene la apariencia
de 2 cuadrados, unidos en un lado comun. Este tiene doble rotacién simétrica
cerca de la bisagra central, por ejemplo la bisagra de la linea A-A en la posicién
intermedia 2[4]. El diagrama superior del centro en la figura muestra la aparien-
cia para un lado. Sélo un nimero es visible y este nimero es el primer nimero
mostrado en el cédigo. Abriendo el flexdgono en la parte superior y revelando
cerca de las bisagras B asi como para alcanzar la posicién principal 3(2). Con-
tinue doblando en orden ciclico para recorrer el periodo completo. Si el flexdgono
es cambiado, el ciclo puede ser recorrido en la direccién inversa.



En una posicion principal esto es posible, para doblar un flexdgono cuadrado
en 2 6 4 diferentes maneras para lograr cuatro diferentes posiciones intermedias.
Mientras que para el flexdgono cuadrado de ciclo simple irregular 2 de estas no
conducen a otra posicién principal. Tal posicién intermedia no es normalmente
mostrada en un mapa completo.

4.2 Estructura del pat para el flexagono cuadrado de ciclo
simple irregular

Una posicién principal 2(1) y 4(3) del flexdgono cuadrado de ciclo simple irreg-
ular (Fig 6) en el cual cada pat es una pila doblada de 2 hojas. Mientras que,
una posicién principal 3(2) y 1(4) del mismo flexdgono estan alternando pats
con una hoja simple y otro con una pila doblada de 3 hojas. Por esta situaciéon
es nesesaria una notacién para caracterizar la estructura interna de los pats.
Para realizar esta linea de segmentos que conectaban los medios puentes de las
bisagras se han incluido los diagramas de la posiciones principales e intermedias.

4.3 Tipos de Mapas
4.3.1 Mapa simplificado

La figura 7 es un 'mapa simplificado’ mostrando sélo el cédigo de la posicion
principal e intermedia y la direcciéon para recorrerlo. La figura 8 es otra sim-
plificacién, esta es conocida como el diagrama de Tuckerman. Fl diagrama de
Tuckerman indica que pares de caras son mostradas en todas las posibles posi-
ciones principales de un flexagono y también el como pasar de una posicion
principal a cualquier otra. Por lo tanto, s6lo los c6digos de la posicién principal
y la direccién para recorrerlo son mostradas.

2(1) 2(4) 3(2)

1(3) 3(1)

| |

1(4) 4Q2) 43)

Figura 7: Mapa simplificado de un flexdgono cuadrado de ciclo simple irreqular

4.3.2 Mapa de posicion intermedia

En un "mapa de posicién intermedia” (Fig 9). El ciclo es representado por un
cuadrado. Los vértices numerados representan posiciones intermedias, con cada
nimero correspondiente a el nimero visible por fuera de una posicién interme-
dia. Los lados representan posiciones principales con el nimero de los vértices
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Figura 8: Diagrama de Tuckerman para el flexdgono cuadrado de ciclo simple
irreqular

correspondientes a los nimeros visibles en la posicién principal. Por ejemplo el
"1’ en la parte superior izquierda del vértice representa una posicién intermedia
1[3] (Fig 6) y la linea de la parte superior de el cuadrado representa la posicién
principal 2(1).

Figura 9: Mapa de posicion intermedia del flexdgono cuadrado de ciclo simple
irreqular

4.3.3 Figura del flexagono

Una ”figura del flexdgono” puede ser usada para caracterizar cualquier flexdgono
de un ciclo simple. Este consiste de 2 poligonos, tomando simplemente sus la-
dos. El primero es un poligono circunscrito el cual es del mismo tipo de poligono
como las hojas usadas para la construccién del flexdgono. La segunda parte es
un poligono inscrito cuyos vértices estan situados en los puntos medios de los
lados del poligono circunscrito. Este poligono inscrito es una caracteristica in-
variante del comportamiento dindmico de un flexdgono y es obtenido de la parte
del circuito mostrado en la posiciéon intermedia de un mapa completo.

La parte del circuito para cada pat en la posicién intermedia del flexdgono
cuadrado de un ciclo simple irregular en la posicion intermedia es un cuadrilatero
cruzado. Este es usado como el poligono inscrito en la figura del flexdgono, pero
sin la direccién de las flechas como se muestra en la Fig 10.

Una figura del flexdgono contiene bastante informacién para construir el

flexdgono correspondiente. Hay una unica solucién para el flexdgono cuadrado
de ciclo simple irregular.
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Figura 10: ”Figura del Flexigono” para el flexdagono cuadrado de ciclo simple
irregular

5 Flexagonos cuadrados

Los flexdgonos cuadrados fueron la segunda variedad de flexagonos a ser descu-
biertos. Son menos entendidos que los hexaflexdgonos particularmente porque
su comportamiento dindmico es mas complejo. En detalle se sabe relativamente
poco sobre numeros de tipos distintos con un ntimero dado de caras. En apari-
encia una posicién principal de un flexdgono cuadrado es plana y consiste de
cuatro hojas, cada una con un vértice en el centro de modo que hay cuatro pats
y dos sectores. El contorno es un cuadrado. Algunos flexdgonos cuadrados son
bandas torcidas y por lo tanto existe como pares enantiomoérficos (imagen de

espejo).

Los flexdgonos cuadrados tienen 3 diferentes tipos de ciclos y 2 tipos de ligas
entre los ciclos. Hay 3 diferentes tipos de flexdgonos cuadrados de un sélo ciclo.
Dos de éstos tienen 4 caras y recorre completamente un ciclo de 4. El tercero
tiene 3 caras y es incompleto ya que solamente recorre un ciclo de 3.

La designacién de las redes para especificar el tipo de flexdgono cuadrado
cuyo comportamiento dindmico se sabe es mas dificil que para hexaflexdgonos.
Comenzando por un diseno conocido, los métodos practicos basados en los mo-
delos de papel permiten agregar o eliminar ciclos y caras, y por lo tanto disenar
los flexdgonos cuadrados deseados con comportamiento dinamico.

5.1 Flexagono cuadrado simple

En una posicién principal un flexdgono cuadrado tiene la apariencia de 4 cuadros,
cada uno con un vértice en el centro. El contorno es un cuadrado grande. La
figura 11 muestra la red para un flexdgono cuadrado simple. Este flexdgono
cuadrado se arma siguiendo los pasos del trihexaflexdgono, excepto que sola-
mente las lineas horizontales entre las hojas necesitan ser plegadas. El flexdgono
cuadrado es un banda que da vuelta con bisagras cuadradas y existen en 2 for-
mas enantiomorficas. Se dobla usando la técnica ”sujetar y doblar”, éste proceso
es mas simple para el flexdgono cuadrado que para el trihexaflexdgonon porque
hay solamente doble simetria rotatoria.

Comenzando en primer lugar con las hojas numeradas con el 2. Doblando
el flexdgono cuadrado en dos con el primer doblez. Asegurando que no hay
un doblez continuo que este conectando las tapas de los pats que estan siendo
doblados juntos. El flexdgono cuadrado esta en una posicién intermedia. Este
tiene la apariencia de 2 cuadrados con un lado en comin. Abriendo el flexdgono
cuadrado en la parte de arriba para revelar los cuadrados numerados con el 3 y

11



203) 2(1)

Figura 11: Red de un flexgono cuadrado simple

aplanandolo a un segunda posicién principal. Este flexdgono cuadrado particu-
larmente no puede ser hecho para atravesar un ciclo pero puede ser regresado
a su posicién proncipal inicial ddndole vuelta, cambidndolo y doblandolo . La
versién de ”sujetar y pegar” usada para manipular los flexdgonos cuadrados es
algunas veces llamado ’doblez de libro’.

5.2 Flexagono cuadrado de ciclo simple regular

La figura 12 muestra la red para el segundo tipo de flexdgono cuadrado ciclo
simple con 4 caras. Completard un recorrido de 4 ciclos,ésta es una banda
torcida pero no una banda de Mobius. Este flexdgono cuadrado es regular ya
que en este caso las cuatro posiciones principales tienen la misma estructura
del pat. Los pats en la posicién principal son alternando las hojas y las pilas
dobladas en 3 hojas. Los pats, que consisten en las pilas de tres hojas tienen
una vuelta de -360 grados asi esto es una imagen de espejo.

12) A
D
D
34) C|C 1(4)
B
B
12) A |A 3(2)
D
D
3(4) C|C 1(4)
B
B
A 3(2)

Figura 12: Red para el flexdgono cuadrado de ciclo simple reqular
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El flexdgono de la figura (Fig 13) es un cuadro, el cual es un poligono regular,
con vértices en los puntos medios de un cuadro circunscrito. El mapa simplifi-
cado, diagrama de Tuckerman y la posicién intermedia del mapa es igual que
para el flexdgono cuadrado irregular de un sélo ciclo. (FIG. 7, 8 y 9). Un
flexdgono regular de un sélo ciclo puede ser definido como un flexdgono de un
ciclo cuya figura del flexdgono es un poligono regular con el mismo ntmero de
lados que como el poligono a circunscribir.

Figura 13: ”Figura del flexdgono” para el flexagono cuadrado de ciclo simple
reqular

5.3 Flexagono cuadrado de ciclo simple irregular

El flexdagono cuadrado irregular de un sélo ciclo tiene 4 caras y recorre un ciclo
completo. Esta red es mostrada en la Fig. 14 y es llamada irregular porque,
como puede ser visto en el mapa completo.

2(3) B|B D
1(3)
A
A
2(4)
C
c
2(3) B|B DD
103) 1(4)
A
A
2(4)
C
c
D 1(4)

Figura 14: Red para el flexdgono simple de ciclo simple irreqular

Las posiciones principales tienen dos tipos distintos de estructura del pat.

También, la parte inscrita de la figura del flexdgono (Fig. 15) es un cuadrildtero
cruzado, el cual es un poligono irregular. Este tipo particular de flexdgono
cuadrado es una banda desenrollada. Esto es visto facilmente doblando las ho-
jas en cualquier posicién principal 2(1) o posicién principal 4(3). La posicién
principal 2(1) del lado izquierdo superior y los pats derechos inferiores tienen
una vuelta de -180 grados y los otros 2 pats tienen una vuelta izquierda de 180
grados. El total de vueltas alrededor del flexdgono por lo tanto es cero, de aqui
que sea una banda desdoblada.
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Figura 15: ”Figura del flexagono” correspondiente al flexdgono cuadrado de
ciclo simple irregular

Un flexagono irregular de ciclo simple puede ser definido como un flexdgono de
un sélo ciclo, cuya figura del flexdgono es un poligono irregular con el mismo
ntimero de lados como el poligono a circunscribir.

5.4 Flexagono cuadrado de ciclo simple incompleto

Este es el tercer tipo de flexdgono cuadrado de ciclo simple, tiene 3 caras y 3
posiciones principales, la red para este flexdgono es mostrada en la figura 16.

C
1(3)
B
B
23) A |A 2(1)
C
C
3(1)
B
B

Figura 16: Red del flexdgono cuadrado de ciclo simple incompleto

Segun lo mostrado en el mapa completo (Fig 17), el flexdgono cuadrado
de ciclo incompleto recorre un ciclo de 3. Las dos posiciones principales son
idénticas aunque esto no es inmediatamente obvio en la figura. La identidad
llega a aclararse si una de las posiciones principales es cambiada y se redisena
su circuito. En el cédigo para la posicién intermedia 2[ |, los corchetes vacios
demuestran que esto no es posible para abrir el flexdgono cuadrado en posicion
de la caja, esto es posible de hacer en posiciones intermedias 1(3) y 3(1).
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2(1) Posicion Intermedia

C c

o o I o I
SO RG]

i

Posicién Intermedia 1[ 3] Posicion Intermedia
A A A A

Figura 17: Mapa completo del flexdgono cuadrado de ciclo simple incompleto

¥

La figura del flexdgono (Fig 18) es un tridngulo de dngulo recto con vértices
en 3 de los puntos medios de cuadrado circunscrito. Un flexdgono cuadrado
de ciclo simple incompleto puede ser definido como un flexdgono de un ciclo
simple cuya figura del flexdgono es un poligono con menos lados que el poligono
circunscrito.

Figura 18: "Figura del flexdgono” para el flexdgono cuadrado de ciclo simple
incompleto.

5.5 Grados de libertad de un flexagono cuadrado

Una posicién principal de un flexdgono cuadrado tiene 2 grados de libertad.
Por ejemplo la posicién principal 2(1) puede ser rotada sobre las bisagras A-A
o la bisagra D-D. Una vez en el movimiento entre una posicién principal y una
posicion intermedia hay un grado de libertad. En una posicién intermedia se
tiene un maximo de 4 grados de libertad. Por ejemplo la posicién intermedia
24 puede ser rotada sobre las bisagras A-A, abriendo sobre las bisagras B-B o
D-D, o en una caja abierta hacia afuera.

A partir de un ejemplo, considerando al flexdgono cuadrado simple en su
posicién intermedia (Fig 4) éste tiene la apariencia de dos cuadadrados unidos
por una bisagra y hay 3 grados de libertad, 2 de estos corresponden a la rotacion
cercana a las bisagras la cual conduce a las dos posiciones principales y la ter-
cera a la rotacién sobre las bisagras conectando los dos pats. En una posicion
principal hay 2 grados de libertad, éstos corresponden a rotaciones cercanas de
2 pares de bisagras conectando los 4 pats.

5.6 Posiciones principales ligadas de un flexagono cuadrado

Las ligas de los modelos de papel de dos flexdgonos cuadrados usando una liga
en una posicién principal el procedimiento es como sigue: Doblar cada uno
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de los flexdgonos cuadrados para la posicién principal a la cual debe ser lig-
ado. Este debe ser uno de los pats en el cual se suplantard la hoja simple. Un
flexdgono cuadrado de ciclo simple regular puede ser ligado en cualquiera de
sus 4 posiciones principales. Sin embargo un flexdgono cuadrado de ciclo simple
irregular puede solamente ser ligado en 2 posiciones principales porque sola-
mente se tienen dos alternativas para escoger las hojas, por ejemplo la posicion
principal 3(2) y 1(4) en la Fig 6.

Un flexdgono cuadrado de ciclo simple incompleto puede ser ligado en cual-
quiera sus posiciones principales. Cortando el flexdgono en la bisagra a lo largo
de la linea entre hojas y quitar la hoja simple. Mantener los pats restantes en
su relacién original uno a otro. Marque en los lados el corte de las hojas en
los pats para referencias futuras. Ensamble la posicién principal comtn de el
flexdgono cuadrado para ligarlo poniendo los pats restantes por cada uno de los
flexdgonos cuadrados alternadamente. Uniendo los lados marcados de la hoja
inicial y de cada pat para el lado marcado del inferior de la hoja de un pat
adyacente. Si esto no es posible entonces cambie usando las manos por uno de
los flexagonos cuadrados que estan ligados. Si esto es un flexdgono cuadrado
de ciclo simple irregular entonces los pats pueden ser cambiados por otro, us-
ando una posicion principal disponible. Esto funciona porque los dos posiciones
principales disponibles son enantiomérficas. El enumerar nuevamente las caras
usualmente sera necesario al ligar los dos flexdgonos cuadrados de 4 hojas y por
lo tanto 2 caras son removidas

5.7 Flexagono cuadrado con 2 ciclos regulares y posicién
principal ligada

Como un ejemplo de una posicién principal ligada la Fig 19 muestra la red para
2 ciclos del flexagono cuadrado formado por 2 ligas.

52 14

16 | 56 | 34 | 3

32) | 34 | 56 | 1)

1(4) 5(2)

Figura 19: Red del flexdgono cuadrado con dos ciclos requlares y posicion prin-
cipa ligada. Cortando las lineas gruesas y punteadas
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La posicién principal comtn durante la construccion de la liga es mostrada
en el diagrama de la posicién principal 2(1) en la Fig. 20 y el mapa simplificado
correspondiente a la misma posicién principal ligada 2(1) es ilustrado por la Fig
21. El resultado del flexdgono es también una banda torcida.

Para la posicién principal comin 2(1) en la Fig 21, el flexdgono cuadrado con 2

2(1)

NN
N Y
Y
NN

Figura 20: Diagrama de la posicion principal 2(1)

ciclos regulares liga la posicién principal y puede ser doblado hacia 4 diferentes
posiciones principales

6(5) = — 5[1}+— 5(2)

A
6[2] B 216]

\
| i
1(6) —=1[5] = 2(1) —> 2[4] —~ 3(2)

}

1[3] A 301]

14) = 42] =— 403)

Figura 21: Mapa simplificado de el flexdgono cuadrado con 2 ciclos regulares y
posicion principal ligada

5.8 Flexagono cuadrado de ciclo regular y posicién prin-
cipal ligada

En el flexdgono cuadrado con ciclos regulares y la posicién principal ligada, tiene
un comportamiento dindmico que puede ser convenientemente representado por
un diagrama de flexdgonos. El niimero de caras es 2 veces més el doble del
nimero de cuadrados. En el diagrama del flexagono en la Fig 22 se muestra el
diagrama del flexdgono para el flexdgono cuadrado con 2 ciclos regulares y una
posicion principal ligada. Un recorrido de Tuckerman garantiza que todas las
posibles posiciones principales sean visibles.

17



Figura 22: Diagrama del flexdgono para el flexagono cuadrado con posicion
principal ligada

5.9 Flexagono cuadrado con 2 ciclos irregulares y una
posicion principal
Este flexdgono es una banda desdoblada y la red es un anillo y puede ser con-

struido sélo por flexion de sus hojas, sin necesidad de cortar el anillo, la red
para construir este flexdgono es mostrada por la figura 23.

4(3) 13) 6(2) 6(5)
42) 1(5)
1(5) 42)
6(5) 6(2) 13) 4(3)

Figura 23: Red del flexagono cuadrado con dos ciclos irregulares y posicion
principa ligada.

5.10 Flexagono cuadrado con un ciclo regular, un ciclo
irregular y con posicién principal ligada

La Fig. 24 muestra la red para el flexdgono cuadrado de un ciclo regular, un
ciclo irregular y con posicién principal ligada. La red es un hibrido de las redes
mostradas en las figuras 19 y 23. El comportamiento dindmico de todo el arbol
de los flexdgonos cuadrados cuyas redes son mostradas en las Fig. 19, 23 y 24
es en general el mismo, pero diferentes en detalles.

El mapa simplificado (Fig 21) es todo lo mismo para los 3. Para distinguir
entre ellos, este mapa simplicado tendria que ser anotado para mostrar los tipos
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de ciclos presentados. El diagrama del flexdgono de la Fig. 22 son también
iguales para los 3 flexdgonos cuadrados.

2(5) 3(1) 3(4)
6(1) 6(5) 2(4)
2(4) 6(5) 6(1)
3(4) 3(1) 2(5)

Figura 24: Red del flexdgono cuadradado con un ciclo reqular,un ciclo irregular
y posicion principa ligada.

5.11 Flexagono cuadrado con un ciclo regular, un ciclo
incompleto y una posiciéon principal ligada

Al suprimir o borrar la cara 3 de la red para el flexdgono cuadrado con 2 ciclos
regulares y una posicién principal ligada (Fig 19) resulta el flexdgono cuadrado
con un ciclo regular y un ciclo incompleto y una posiciéon principal ligada. La
red es mostrada en la fiugra 25 y el mapa simplificado en la Fig. y 26.

1(4) 5(2)
2(4) 1(6) 5(6)
6(1) 6(5) 4(2)

2(5) 4(1)

Figura 25: Red del flexdgono cuadrado con un ciclo incompleto, posicion prin-
cipal ligada.

19



Como se puede observar en la Fig.26. El ciclo A se ha convertido en un ciclo
incompleto.

6(5) <— 5[1]=— 5(2)

l T

6[2] B 2[6]

f

1(6) — 1[5] — 2(1)

I

11

f

1(4)

Figura 26: Mapa simplificado

5.12 Flexagono cuadrado con un ciclo irregular,un ciclo
incompleto y una posicion principal ligada

Suprimiendo la cara 5 de la red para el flexdgono cuadrado con 2 ciclos irregu-
lares y una posicién principal ligada (FIG 23) resulta el flexdgono cuadrado con
un ciclo irregular y un ciclo incompleto y una posicién principal ligada. La red
es mostrada en la figura 27.

3(1) 34
2(4)
403) 1(3) 6(2) 6(1)

1(6) 2(6)

Figura 27: Red del flexagono cuadrado con un ciclo irreqular,un ciclo incompleto
y una posicion principal ligada
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El mapa simplificado (Fig. 28) es similar que el mostrado en la figura 26
pero las caras numeradas y las letras del ciclo son diferentes.

B
1(6)— 1[] — 2(1) — 2[4] — 3(2)

f

1[3] A 3[1]

!

14) < 4[2] < 4(3)

Figura 28: Mapa simplificado del flexdagono cuadrado con un ciclo irreqular, uno
incompleto y una posicion principal ligada

5.13 Flexagono cuadrado con dos ciclos incompletos y una
posicion principal ligada

Dos diferentes tipos de flexdgonos cuadrados en 2 ciclos incompletos y una
posicion principal ligada puede ser derivada de la red del flexdgono cuadrado
con un ciclo regular, un ciclo incompleto y una posicién principal ligada (fig.
25). Suprimiendo la cara 5 se llega a la red mostrada en la figura 29 y suprim-
iendo la cara 6 obtendremos la red que se muestra en la figura 30.

El correspondiente mapa simplificado es mostrado en las figuras 31 y 32 re-

1(6) 2(6)

Figura 29: Red del flexdgono cuadrado con dos ciclos incompletos y posicion
principal ligada, suprimiendo la cara 5

spectivamente. El tercer tipo puede ser derivado de la red para el flexdgono

cuadrado con dos ciclos irregulares y una posicién principal ligada (figura 23)
para suprimir las caras 3 y 5. El mapa simplicado es el mismo que el mostrado
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2(5) 1(5) 42) 4(1)

4(1) 42) 1(5) 2(5)

Figura 30: Red del flexdgono cuadrado con dos ciclos incompletos y posicion
principal ligada, suprimiendo la cara 6

en la figura 31 pero la estructura del pat es diferente.

1(6) 1] 2(1)

111

|

1(4)

Figura 31: Mapa simplificado para el flexagono cuadrado con dos ciclos incom-
pletos y posicion principal ligada

5(2)

2(1)

1M A

14)

Figura 32: Mapa simplificado del flexdgono cuadrado con dos ciclos incompletos

y posicion principal ligada
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GLOSARIO

Angulo Adyacente (Adyacent Angle): que tiene el mismo vértice y un
lado comtin con otro, y los lados no comunes formando parte de una misma recta.

Angulo dihedral: El dngulo diedral (Coxeter 1963) es el dngulo en una
seccién el cual corta 2 planos en 90 grados.

Bisagra (Hinge) : Es el dngulo dihedral entre los 2 planos conteniendo 2
hojas, la bisagra puede variar entre 0 y 360 grados sin restriccién.//También
son los dobleces que marcan el area entre una hoja y otra.

Cara (Face): Se les llama de esta manera a las superficies individuales cada
poligono que conforma el flexdgono o la superficie total del flexdgono generado.

Doblez de libro (Book Flex): Este doblez es utilizado en los flexdgonos
cuadrados para poder pasar de una posiciéon principal a una intermedia y visev-
ersa.

Enantiomorfo (enantiomorph): Un enantiomorfo es una imagen de algo,
una reflexién opuesta del espejo.

Grados de libertad (Degrees of Freedom): Es el nimero de caminos
por el cual con movimientos paralelos se consigue llegar a moverse completame
la posicion extendida.

Hoja (Leaf): Son varios segmentos del flexdgono que se doblan al mismo
tiempo y pueden ser desplegados alrededor de un eje central comun.

Pat (Pat): Las hojas visibles son realmente pilas de hojas dobladas lla-
madas pats. Algunos pats son hojas simples Alternando los pats tenemos la
misma estructura.

Pila (Stack): Son hojas individuales formadas por figuras planas las cuales
pueden ser apiladas haciendo que sus bordes correspondan de manera paralela.

Poligono Convexo: Un poligono es convexo si y solamente si cualquier
linea que contiene un lado del poligono no contiene un punto en el interior del
poligono.

Posicién Intermedia:(Intermediate position): Es el doblez que real-
izamos en el flexdgono el cual nos permite descubrir las caras ocultas que este
contiene y estos dobleces deben estar conectados en un eje comun.

Posicién Principal(Main Position): Es el contorno del poligono que se
ha construido por medio del flexdgono en su forma plana y extendida.

Red (Net): La red es el patrén o base con la cual se debe trabajar para
formar el flexdgono, ya que esta presenta la figura y como estan unidos cada uno
de los poligonos, y contienen el nimero correpondiente para saber como deben
ser unidos o enlazados estos poligonos.

Sector: Se conoce como sector a un par de pats adyacentes.
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Sujetar y Doblar (Pinch Flex): Es un método el cual es usado en este
orden para manipular flexdgonos hasta desplegar diferentes pares de caras. Un
flexdgono es doblado primero de una posicién principal a una posicién interme-
dia y luego a otra posiciéon principal. En el caso de los flexdgonos cuadrados
este doblez es conocido como ”doblez de libro” .
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