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Estrategias Generales

& Estrategias generales para resolver problemas de
optimizacion sobre espacios de busqueda
exponenciales

* Busqueda Local

#* Recocido Simulado
(Simulated Annealing)

#* Busqueda Tabu

% Algoritmos Genéticos

#+ Redes Neuronales

£+ Técnicas de Aleatorizacion
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Calculo de Proposiciones

Ejemplo: (PU(Q® R))® S

(PUQ® R)® S
(PU(~QUR))® S
~(PU(~QUR)) US
(~PU~(~QUR))US
(~PU(~(-Q U~R)US
(~PUQU~R) US
(~-PUQYU(PU~R) US
SU((~-PUQ)U(~PU~R))
=(SU(~PUQ)) U(SU(~-PU~R))
=(SU~PUQ)) U(SU~PU~R)

Andlisis y Disefio de Algoritmos Randomization-3

Variables y Literales

@ SeaX =[X]=; . noUnalistade variables. Utilizaremos los
siguientes simbol os constantes:

< 1: Valor verdadero.
<=Eslaunidadde “U: FU1=1UF=F

< 0: Valor falso.
«=Es la unidad de “U:cU0=0UC=C

< Literales: Variables o negaciones de variables:
L es literal si $X 1 X: (L =X) U(L = @X)
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Clausulas

@ SeaX =[X]=; . nouUnalistade variables. Utilizaremos los
siguientes simbol os constantes
< Clausulas: Disyunciones de literales.
<=Para cada el {-1, 0, 1}"® hacemos

Claus(e) = 1£lj’J£n X, donde

11X, se =1
"j=1.,nX"={0 se =0
1oX, se =-1

11 s X, apareceen Claus(e)
e :: 1 s X, apareceen Claus(e)
10 sini X, ni @X; aparecen en Claus(e)
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Formas Proposicionales
& Frases: Conjunciones de literales: Para cada el {-1, 0, 1}
hacemos
Frase(e)= U X;®,donde
1£j£En

11X, se =1

"j=L.,nX%={1 se =0
loX, se =-1
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Formas Proposicionales

< Formas Conjuntivas: Conjunciones de clausulas: Si

FC=UC=U UL

1EiEm ) 1EiEmIE£jEn
entonces representamos a FC por la matriz [Lij]i,jC

< Formas Disyuntivas: Disyunciones de frases: Si

FD=UF =U UL

1£iEm 1EiEMIEjEn

entonces representamos a FD por la matriz [Lij]i,jD
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Formas Proposicionales

& Formas Proposicionales:
< 0, 1 son formas proposicionales
< Las variables son formas proposicionales

< Las negaciones de formas proposicionales son formas
proposicionales

< Las conjunciones y disyunciones de formas proposicionales
también son formas proposicionales.
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Satisfactibilidad

& Toda forma proposicional F determina una funcion
F:BY® B.

&Paracada x1 B, F(x) es el valor de verdad que asume F bajo
la asignacion x

& Dos formas son equivalentes si definen a una misma
funcion
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Satisfactibilidad

< Una forma proposicional F es

< Satisfactible si hay una asignacion que la satisface, es decir, Si
F10

< Tautologia si es satisfecha por todas las asignaciones posibles,
esdecir,siF=1

< Refutable si hay una asignacion que la refuta, es decir, siF! 1

< Insatisfactible si es refutada por todas las asignaciones
posibles, es decir, si F=0
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SAT

& Problema SAT

< Consiste en decidir si acaso una forma proposicional dada es
satisfactible. Formalmente el problema se especifica como
sigue:

«=Instancia: Una forma proposicional F

<HSolucion: 1 si F es satisfactible, O si F es insatisfactible
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MaxSAT

& Problema SAT

< Consiste en decidir el nimero maximo de clausulas que pueden
satisfacerse simultaneamente con una interpretacion.

«=Instancia: Una forma proposicional F

<=Solucion: El niumero maximo de clausulas satisfactibles

& ¢, Cudl es el tamafo del espacio de busqueda para SAT
y MaxSAT?
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Aleatorizacion

& Motivacion
< En muchos aplicaciones, un algoritmo aleatorio es
<=#mas simple 6
<=#mas rapido
< que los algoritmos deterministas

< Un algoritmo aleatorio es un algoritmo en el cual durante
Sus pasos de ejecucion toma decisiones aleatorias.

< Al ejecutar un algoritmo aleatorio para la misma instancia del
problema no necesariamente se obtienen los mismos resultados

< En problemas de optimizacion se pueden encontrar soluciones
con valores radicalmente diferentes.
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Aleatorizacion

< Dada una instancia de un problema de optimizacion
combinatoria, el valor de una solucion encontrado por un
algoritmo aleatorio es una variable aleatoria.

< Cuando se estima el valor esperado de esta variable aleatoria,
se tiene que considerar el comportamiento del algoritmo
promedio sobre todas las posibles ejecuciones.

Andlisis y Disefio de Algoritmos Randomization-14

Andlisisy Complgjidad de Algoritmos



Arturo Diaz Pérez

Satisfactibilidad Aleatoria

& Entrada: Sea C un conjunto de clausulas sobre un
conjunto de variables V.

& Salida: Un asignamiento de verdad
& V® {1, 0}
& Método:

begin
foreachvl Vdo
Hacer f(v) = 1 con probabilidad 1/2;
returnf
end.
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Satisfactibilidad Aleatoria

& Sea my4(X) la variable aleatoria que denota el valor de la
soluciéon encontrada con el algoritmo anterior con la
entrada x.

& Sea C un conjunto de clausulas con al menos k literales

& Dada una instancia x del problema de maxima
satisfactibilidad en el cual todas las c clausulas tienen al
menos K literales, la medida esperada myy(x) de la
solucion encontrada por el programa anterior satisface la
siguiente desigualdad:

1o,
2" g

E[Mes(X)] 3 gi
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Satisfactibilidad Aleatoria

& La probabilidad de que cualquier clausula con k literales
no se satisfaga con el asignhamiento encontrado con el
algoritmo aleatorio es 2k,

< La cual es la probalidad que todas las literales de la clausula se
hagan falsas.

< Por tanto, la probabilidad de que una clausula con al menos k
literales sea satisfecha es al menos 1- 2.

< De aqui se sigue que la contribucion esperada de una clausula a
Ms(X) es al menos 1- 2%

< Sumando todas la clausulas se obtiene

14
2" g

E[ Mgs (X)] 3 -
e
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Satisfactibilidad Aleatoria

& Dada una instancia x del problema de maxima
satisfactibilidad, la medida esperada m.(x) de la
solucion encontrada por el programa anterior satisface la
siguiente desigualdad:

m* (x)
E[Mes (X)]
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MaxSAT con Pesos

& Problema MaxSAT con Pesos

< Instancia: Una forma proposicional F dada como un conjunto de
clausulas las cuales tienen asociado un peso no negativo.

< Consiste en encontrar un asignamiento de valores de verdad a
cada variable de la formula que maximice el peso de las
clausulas satisfechas.

< Solucion: El peso maximo de clausulas satisfactibles
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Satisfactibilidad Aleatoria con Pesos

& Entrada: Sea C un conjunto de clausulas sobre un
conjunto de variables V con un peso asociado cada
clausula

& Salida: Un asignamiento de verdad
& V® {1, 0}
& Método:

begin
foreachv.T Vdo
Hacer f(v;) = 1 con probabilidad p;;
returnf
end.
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Maxima Satisfactibilidad Pesada

& Sea Mgpa(X) la variable aleatoria que denota el valor de
la solucion encontrada con el algoritmo anterior con la
entrada x.

& Se puede ver que

El M (9] = & W<c)§1- Oa mOR:

dc v AVARN,

< donde V_* y V. denotan el conjunto de indices de las
variables que aparecen en forma positiva y negativa,
respectivamente, en la clausula c.
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MaxSAT: Programacion Lineal

< Sea C={c, C,, ..., ¢} un conjunto de clausulas definidas
sobre las variables v, v,, ..., v, y una funcion de peso w.

. . [¢]
maximizar g w(c;)z,
(e

suetoa g v, +a @- y)*z,"¢iC
iV iV,

y 1 {01 1£i£n

1

z1{01 1£j£t

J

< y. = 1siy solamente si x es verdadera
@ z = 1siy solamente si la clausula C; es verdadera
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MaxSAT: Programacion Lineal

& Sea LP-SAT(X) el programa lineal que se obtiene
relajando las restricciones de integridad de |P-SAT(X).

<Sea vy =(y,, Yy, -0 ¥} Y Z¢=(2/, Z,, ..., '} la solucion éptima de
LP-SAT(X).

< Claramente, M gt 3 M 1psatiy)
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MaxSAT: PL + Aleatorizacidon

& Entrada: Instancia x. Sea C un conjunto de clausulas
sobre un conjunto de variables V. Una funcion w:. C® N

& Salida: Un asignamiento de verdad
<f.V® {1, 0}
& Método:
begin
encuentre el valor optimo (y*,z*) de LP-SAT(X);
foreachv.1 V do begin
p; = 9(y;*) { paraunafuncién adecuada g} ;
Hacer f(v) = 1 con probabilidad p,
end;
returnf
end.

Si g puede ser calculada en tiempo polinomial, el agoritmo tomatiempo polinomial
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MaxSAT: PL + Aleatorizacidon

< E| factor de aproximacion de la solucion regresada
depende de la eleccion de la funcion g.

< Supongamos que existe un namero real a, 0 < a< 1, tal que,
para cada clausula c,

® ~ 6 .
- O(l' pi)O P; :3 az

TAAl v, g

t
Yague § W(C)Z =M g (X)
j=1
o & ~ 0
y  Elmes(¥]=a w(c)gl- O@-p)Onr:I
dc 1A v, @
< La solucién regresada por el programa tiene un factor de
aproximacion de a lo mas 1/ a.
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MaxSAT: PL + Aleatorizacidon

< Todo depende de como elegir g.
< La primera opcion es hacer g(y) =y’,parai=1,2, ..., n.

< En otras palabras cada variable v, se hace verdadera de forma
independiente con probabilidad y;*.

& Dada una instancia x del problema de Maxima
Satisfactibilidad Pesada. Sea (y*,z*) la solucion 6ptima
de LP-SAT(X). Entonces, para cualquier clausula ¢; en x
con Kk literales se tiene que

e o~ .x O -
1-O@-yv)Ovy, 2% a,z donde a, =1- g‘i- }9
VA v @ é kg
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MaxSAT: PL + Aleatorizacidon

& Sin pérdida de generalidad, supongamos que cada
variable en la clausula ¢ es positiva.
< Se debe probar que

L * 6 *
gi' O(l' yj'i)+3 a,z
e i=1 a

& Se puede ver que dado un conjunto de nimeros no
negativos {a,, a,, ..., &} , se cumple que

+...+
%3 k/ai...ak

Andlisis y Disefio de Algoritmos Randomization-27

MaxSAT: PL + Aleatorizacidon

& Aplicando la formula anterior y recordando que
ay ez pues g y,+a @- y)3z,"cicC
-1 iTvgj iTVC'j
&ék (1- *)C')k & R~k *f)k
y: =3 1- CHi=n > yji : 31- gl_ aT(lyJ.:
=1 o g g & g
0k
3 1- §1- —Jv 3a,z
O
& La ultima desigualdad se debe aque f(z)=1- §1 T
a
es una funcién céncava en el intervalo [0,1] y f(Z)2 &,z

en los extremos de ese intervalo.
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f(z)

0.5 —

0.6 —

0.4 —

o 1 1
) 0.2 0.4 0.6 0.5 1
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MaxSAT: PL + Aleatorizacidon

< Ya que a, es una funcién que decrece con respecto a k,

< dada una instancia del MaxSAT Pesado, tal que, cada clausula
tiene a lo mas k literales,

< el resultado anterior implica que si g es la identidad se produce
un algoritmo aleatorizado cuyo cociente de rendimiento es a lo
mas Va,.
< En particular,
< si k£ 2, el cociente de rendimiento esta acotado por 4/3.

< si k £ 3, el cociente de rendimiento esta acotado
aproximadamente por 1.582.
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T
hix
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