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Resumen

Una gran variedad de problemas del mundo real pueden ser modela-
dos como problemas en los que es necesario optimizar de forma simulta-
nea dos o més funciones objetivo, las cuales se encuentran normalmente en
conflicto entre si. Estos se conocen como Problemas de Optimizacién Multi-
objetivo (POMs) y se han desarrollado distintas técnicas para su solucion.
En particular, los Algoritmos Evolutivos Multi-objetivo (AEMOs) han sido
ampliamente utilizados para este fin.

Se han propuesto diferentes tipos de AEMOs para la solucion de POMs.
Uno de los mas utilizados es el basado en optimalidad de Pareto, el cual cla-
sifica las soluciones con base en el nimero de individuos que la dominan.
Sin embargo, existe evidencia experimental que indica que los algoritmos
basados en este criterio deterioran su desempefio conforme se aumenta el
numero de objetivos. Esto ha motivado el desarrollo de otros enfoques, tales
como los algoritmos basados en indicadores y los basados en descomposi-
cion. Los métodos de descomposicion y algunos de los basados en indica-
dores utilizan funciones de escalarizacion.

Una funcién de escalarizacion es un tipo de funcién matematica que per-
mite transformar un POM en varios problemas mono-objetivo, adoptando
pesos para definir diferentes direcciones de btuisqueda. Dos de las princi-
pales ventajas de estas funciones son su facilidad de implementacién y la
posibilidad de incorporar informacién sobre las preferencias del usuario en
el proceso de solucion. Si bien existen en la literatura diversas funciones de
escalarizacion, todas ellas han sido propuestas por humanos.

En esta tesis, proponemos el uso de programacion genética para generar
nuevas funciones de escalarizacién de forma automaética. Existen estudios
que muestran que el desempefio de los AEMOs basados en funciones de es-
calarizacién depende directamente de la funcién utilizada, por lo que con-
sideramos relevante el proponer nuevas funciones de escalarizaciéon. Me-
diante la implementacién propuesta en esta tesis pudimos producir nuevas
funciones de escalarizacién, de las cuales elegimos dos (F'4A y F'4B) para
realizar una validacion experimental. Para fines de dicho estudio, utiliza-
mos la heuristica MOMBI-II como nuestro AEMO base, adoptando un con-
junto de problemas de prueba estdndar y comparando resultados mediante
el uso de tres indicadores de desempefio: el hipervolumen, la energia-s y la
cobertura de conjuntos.

Los resultados obtenidos indican que la funcién F'4A logra un desempe-
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fo similar al de la funcién ASF, que es la utilizada por defecto en MOMBI-
II. Por otro lado, la funcién F4B logra un mejor desempefio en la mayoria
de los problemas de prueba en comparaciéon con ASF'. De esta forma, consi-
deramos que la implementacién propuesta es una forma vélida de generar
nuevas funciones de escalarizacién que sean competitivas con respecto a
funciones utilizadas en el area.




Abstract

A great variety of real-world problems can be modelled as problems
in which it is necessary to simultaneously optimize two or more objective
functions, which are normally in conflict with each other. These are known
as Multi-objective Optimization Problems (MOPs) and different techniques
have been developed to solve them. Particularly, Multi-objective Evolutio-
nary Algorithms (MOEAs) have been widely used for this sake.

Different types of MOEAs have been proposed to solve MOPs. One of
the most commonly used is the one based on Pareto optimality, which clas-
sifies solutions based on the number of individuals that dominate it. Howe-
ver, there is experimental evidence indicating that algorithms based on this
criterion deteriorate their performance as the number of objectives increa-
ses. This has motivated the development of other approaches, such as algo-
rithms based on performance indicators and on decomposition. Algorithms
based on decomposition, as well as some indicator-based approaches rely
on the use of scalarizing functions.

A scalarizing function is a mathematical function that allows to trans-
form a MOP into several single-objective problems, using weights to define
different search directions. Two of the main advantages of scalarizing fun-
ctions are their ease of implementation and their possibility to incorpora-
te information about the user’s preferences during the search process. Alt-
hough a variety of scalarizing functions are available in the literature, all of
them have been proposed by humans.

In this thesis, genetic programming is proposed to automatically gene-
rate new scalarizing functions. There are studies indicating that the perfor-
mance of MOEAs based on scalarizing functions directly depends on the
adopted function. Thus, it is relevant to propose new scalarizing functions.
Through the implementation proposed in this thesis, we were able to pro-
duce new scalarizing functions, from which two were selected (F'4A and
F4B) to perform an experimental validation. For the purposes of this study,
we used MOMBI-II as our baseline MOEA, and we adopted a set of stan-
dard test problems, comparing results through the use of three performance
indicators: hypervolume, s-energy and coverage of two sets.

The obtained results indicate that F'4A has a similar performance to that
of the scalarizing function ASF, which is the one adopted by default in
MOMBI-IL On the other hand, the function F'4B has a better performance
in most of the test problems as compared to ASF'. This way, we consider that
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the proposed implementation is a valid way of generating new scalarizing
functions that are competitive with respect to other functions adopted in
the area.
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INTRODUCCION

Existen multiples problemas del mundo real que se pueden modelar co-
mo un Problema de Optimizacién Multi-objetivo (POM) debido a que re-
quieren la minimizacién o maximizacién de distintas funciones que se en-
cuentran en conflicto entre si. Algunas de las dreas en donde es comun en-
contrar problemas de este tipo es en telecomunicaciones, redes, electrénica,
robética, transporte, construccién, economia, ingenieria civil, aerondutica,
hidrdulica o naval, entre otras [[0]. Para la solucién de problemas de esta
naturaleza existen distintas técnicas que se pueden clasificar en dos grandes
dreas: técnicas de programacién matematica y técnicas heuristicas bioinspi-
radas [4]. En este trabajo incluimos técnicas de ambas 4reas y proponemos
una forma de generar nuevas funciones de escalarizacién mediante el uso
de programacién genética, que es un tipo de técnica de computacién evolu-
tiva.

1.1 |ANTECEDENTES Y MOTIVACION

La solucién de un POM es un conjunto de vectores que representan los
mejores “compromisos” entre las distintas funciones, al cual se le conoce co-
mo el conjunto de 6ptimos de Pareto [6(]. Una de las técnicas para resolver
POMs son los Algoritmos Evolutivos Multi-objetivo (AEMO:s), los cuales
son heuristicas inspiradas en la teoria sintética de la evolucién que resuel-
ven un problema utilizando una poblacién de posibles soluciones las cuales
son transformadas mediante diversos operadores a través de multiples ite-
raciones.

Existe una gran variedad de AEMOs los cuales varian en el uso de distin-
tos mecanismos de seleccion y operadores para transformar la poblacién de



CAPITULO 1. INTRODUCCION

soluciones. En particular, existe una clase de AEMO que utilizan un criterio
de seleccién conocido como optimalidad de Pareto. Sin embargo, se ha de-
mostrado que este tipo de AEMO deteriora su desempefio cuando el POM
tiene 4 funciones objetivo o mds, debido a que el nimero de soluciones no
dominadas incrementa de forma exponencial, disminuyendo la presién de
seleccion del mecanismo de busqueda [20]. Para mejorar el desempefio en
este tipo de problemas existen dos tendencias principales en el drea [26]:

1. Hacer uso de indicadores de desempefio como mecanismo de seleccion. Un
indicador de desempefio es una métrica que cuantifica la calidad de
un frente de Pareto. Si bien existen multiples indicadores, el mas am-
pliamente utilizado es el indicador del hipervolumen. Esto es debido
a que se ha demostrado que dado un conjunto de bisqueda finito y un
punto de referencia, la maximizacién del hipervolumen es equivalente
a encontrar el verdadero frente de Pareto [?T]. Sin embargo, dicho in-
dicador tiene la desventaja de ser computacionalmente muy costoso,
lo cual se ve agravado conforme se aumenta el ntimero de objetivos.
Por lo tanto, se han investigado alternativas tales como la aproxima-
cién del hipervolumen o el uso de otros indicadores de desempefio,
como el indicador R2 [27].

2. Hacer uso de funciones de escalarizacion. Una funcién de escalarizaciéon
es una funcion que permite transformar un problema de optimizacién
multi-objetivo a un problema de optimizacién con un tinico objetivo
utilizando algtin tipo de informacién de preferencia. Las principales
ventajas que presenta este enfoque son su simplicidad y eficiencia. Es-
to es debido a que se pueden calcular funciones de escalarizacién de
forma relativamente facil para tantos objetivos como tenga el proble-
ma.

1.2 |PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y PROPUESTA DE
SOLUCION

Multiples AEMOs han utilizado un enfoque basado en el uso de fun-
ciones de escalarizacion [b4, 74, P9, B?]. Sin embargo, no es comun que se
justifique la decisiéon de utilizar una funcién de escalarizacién determina-
da [B&]. En un estudio sobre el comportamiento de distintas funciones rea-
lizado en [6T1] se analiz6 el impacto de 15 funciones de escalarizacién en
el desempefio de dos AEMOs (MOEA /D y MOMBI-II), obteniéndose las
siguientes conclusiones:




1.3. HIPOTESIS

s El desempefio de los AEMOs probados depende directamente de la
funcién de escalarizacion utilizada.

» No existe una tinica funcion de escalarizacién, de entre las funciones
probadas, que permita obtener el mejor desempefio en todos los pro-
blemas de prueba, sino solamente en un subconjunto de éstos.

En primer lugar, buscamos implementar un algoritmo para generar nue-
vas funciones de escalarizacién, ya que conocemos su vital importancia en
el desempefio de los AEMOs. Sin embargo, buscamos que esta generacion
de funciones se realice de forma automatizada, es decir, que sea la compu-
tadora la que realice una busqueda inteligente de una nueva funcién de
escalarizacion sin asistencia humana de ningtn tipo.

Por otro lado, a partir de la segunda conclusién obtenida en [A1], pode-
mos observar lo siguiente. Si bien la validez de esta conclusion aplica tinica
y especificamente para el conjunto de funciones de escalarizacién probadas,
respalda el teorema de “No Free Lunch”, propuesto en [I73]. Dicho teore-
ma plantea que ninguna metaheuristica puede obtener un mejor comporta-
miento que el resto de las metaheuristicas en todos los tipos problemas, sino
Unicamente en ciertas familias de problemas. Por lo tanto, no buscamos una
funcién de escalarizacién que mejore el desempefio de todas las funciones
existentes, sino tinicamente que sea competitiva en la soluciéon de al menos
una clase particular de problemas multi-objetivo.

En este trabajo proponemos la creacién de una implementacién de soft-
ware que combine dos elementos principales:

1. Una implementacion de Programacién Genética, la cual permite la ge-
neracién de funciones de escalarizacion.

2. Unalgoritmo de optimizacién multi-objetivo, el cual servira para “guiar”
al algoritmo de Programacién Genética asignando un valor numérico
a cada funcién generada, en términos de su capacidad para resolver
un problema especifico.

1.3 |HIPOTESIS

El objetivo principal de este trabajo es comprobar la siguiente hip6tesis:

= Es posible generar nuevas funciones de escalarizacién de forma auto-
matica mediante una implementacion de Programacién Genética de
tal forma que éstas tengan un comportamiento que equipare o mejore
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al obtenido al utilizar funciones de escalarizacién comtinmente adop-
tadas en el area.

1.4 |ESTRUCTURA DE LA TESIS

Incluyendo esta introduccion, este trabajo estd compuesto por siete ca-
pitulos y cinco apéndices.

En el capitulo 2 presentamos un panorama general del drea de cémpu-
to evolutivo al explicar brevemente los tres paradigmas principales que la
componen.

En el capitulo 3 proveemos definiciones basicas de problemas de opti-
mizacién multi-objetivo y de los métodos de solucién que existen para su
solucion.

En el capitulo 4 explicamos el concepto de funcién de escalarizacién
asi como su impacto en la solucién de problemas de optimizacién multi-
objetivo. Ademads, presentamos algunas de las funciones de escalarizacién
mds comtunmente utilizadas en el area.

En el capitulo 5 presentamos formalmente los algoritmos que componen
nuestra implementacién para generar funciones de escalarizacién, asi como
una descripcién de ésta y de su funcionamiento. Adicionalmente, presenta-
mos 2 nuevas funciones de escalarizaciéon obtenidas mediante dicha imple-
mentacion.

En el capitulo 6 presentamos la metodologia seguida para validar expe-
rimentalmente el desempefio de las 2 funciones obtenidas y los resultados
obtenidos.

En el capitulo 7 presentamos las conclusiones obtenidas y el trabajo fu-
turo que puede derivarse de esta tesis.

El apéndice A presenta una lista completa de los pardmetros utilizados
para la generacién de nuevas funciones de escalarizacion. El apéndice B
presenta los pardmetros utilizados para la generaciéon de las 2 funciones
presentadas en este trabajo. El apéndice C muestra una lista de los puntos
de referencia con los que se realizaron las pruebas de cdlculo de hipervolu-
men para la validacién experimental. El apéndice D contiene tablas con los
resultados numéricos obtenidos usando los indicadores de desempefio de
hipervolumen, energia-s y cobertura de conjuntos en la validacién experi-
mental. Finalmente, el apéndice E contiene los valores obtenidos al aplicar
la prueba de suma de rangos de Wilcoxon para validar el desempefio de las
funciones de escalarizacion.
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COMPUTACION EVOLUTIVA

La computacién evolutiva es una rama de la inteligencia artificial, en
particular del aprendizaje automaético, que estudia y desarrolla técnicas heu-
risticas bioinspiradas. Estas técnicas se conocen como algoritmos evoluti-
vos, y se basan en modelos simplificados de la evolucién biolégica. Su prin-
cipal uso es en la solucién de problemas de optimizacién global, en donde
el problema a resolver se puede ver como anélogo al proceso evolutivo.

Los algoritmos evolutivos cuentan con una poblacién inicial de indivi-
duos que representan soluciones potenciales al problema. Durante la ejecu-
cién del algoritmo, dicha poblacion se actualiza de forma iterativa buscando
remover estocdsticamente a los individuos menos deseados e introducien-
do pequefios cambios en ellos. El resultado final es una poblacion que ha
incrementado gradualmente el desempefio de la poblacién en la solucién
del problema.

Al tratarse de técnicas heuristicas no es posible garantizar que la solu-
cién encontrada sea exacta o que sea la mejor, sino tinicamente, y en el me-
jor de los casos, que se trate de una buena aproximacién. No obstante, estas
técnicas son capaces de producir soluciones 6éptimas en un amplio rango
de problemas. Ademas, existen multiples problemas de aplicacion real cu-
ya solucién mediante técnicas clasicas es demasiado costoso, mientras que
con algoritmos evolutivos es posible resolverlos.

2.1 |CONCEPTOS BASICOS

Los algoritmos evolutivos estan inspirados en la sintesis evolutiva mo-
derna, teoria propuesta a principios del siglo XX. A grandes rasgos, esta
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teoria propone que la evolucién ocurre debido a los cambios en el mate-
rial genético de los individuos de una poblacién, a través de las generacio-
nes, mediante la selecciéon natural. Los mecanismos mds importantes que
provocan estos cambios son dos: la mutacion y la recombinaciéon (también
llamada cruza).

Biol6gicamente, el material genético de cada organismo vivo estd com-
puesto por el dcido desoxirribonucleico (ADN). Su funcién principal es la de
codificar toda la informacién necesaria para construir determinados com-
ponentes de las células, por lo que es necesario para el desarrollo y funcio-
namiento de cada organismo. E1 ADN se organiza en estructuras llamadas
cromosomas que son segmentos largos del mismo, encontrados en el nu-
cleo de las células. A su vez, un cromosoma se divide en multiples genes,
los cuales son segmentos cortos de ADN que codifican una funcién bioqui-
mica definida. Ademads, en un par de cromosomas homologos, el valor que
puede adquirir una determinada posicién genética se llama alelo. Un alelo
puede ser dominante o recesivo.

El ADN comprende la informacién genética de un organismo. Sin em-
bargo, esto no implica que toda la informacién contenida en el ADN se uti-
lizara en algtin punto de la vida del organismo. Al conjunto de todo el ma-
terial genético se le conoce como el genotipo de un individuo. Mientras que
a la informacién genética que si es utilizada (o expresada) y se convierte en
alguna caracteristica fisica del individuo, se le conoce como fenotipo.

Los algoritmos evolutivos emulan varios de los conceptos mencionados,
con el fin de resolver un problema especifico. Dependiendo de la forma de
emular ciertos mecanismos, o del nivel de abstraccién utilizado, surgen una
variedad de técnicas distintas. No obstante, a pesar de las diferencias, todos
los algoritmos evolutivos hacen una analogia entre el proceso evolutivo y la
soluciéon de un problema determinado. Ademds, existen elementos comu-
nes en la mayoria de estos algoritmos. A continuacién se describen algunos
de los elementos mas comunes:

» Individuo: Dado un problema especifico, un individuo es la repre-
sentacion de una posible solucién. Generalmente se trata de una es-
tructura de datos con multiples pardmetros que modelan una versién
simplificada de un organismo biolégico.

= Poblacién: Conjunto de individuos que pueden interactuar entre ellos
mismos. Dependiendo del algoritmo evolutivo, el tamafio de la pobla-
cién puede ser estdtico o dindmico durante la ejecucion.
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= Generacion: Es una iteracién del algoritmo principal. Se trata de la
creacion de una nueva poblacién mediante operadores genéticos y un
mecanismo de seleccién.

= Aptitud: Es un valor que cuantifica la calidad de un individuo como
solucién potencial al problema que se busca resolver. Es uno de los
elementos més importantes de los algoritmos evolutivos, ya que per-
mite determinar si un individuo es deseable o no. En el primer caso
el individuo tendrd una mayor probabilidad de sobrevivir o de tener
descendencia; en caso contrario tendra una mayor probabilidad de ser
eliminado de la poblacién.

= Operadores genéticos: Son los mecanismos utilizados para modificar
el material genético de los individuos. Es mediante estos operadores
que se pueden explorar distintas alternativas del espacio de soluciones
del problema.

¢ Cruza: Es un operador que forma un nuevo individuo hijo a par-
tir de la informacién de dos o mds individuos padres.

® Mutacién: Es un operador que forma un nuevo individuo me-
diante alteraciones, (usualmente pequefias) a la informacién de
otro individuo.

= Seleccién: Es el proceso que determina cudles individuos de la pobla-
ciéon se reproducirdn mediante el operador de cruza. Generalmente
utiliza el valor de aptitud de cada individuo y algiin componente es-
tocéstico para realizar dicha seleccion.

Dependiendo de la técnica que se esté utilizando, se enfatiza el uso de
un operador genético en mayor o menor medida.

2.2 |PARADIGMAS DE COMPUTO EVOLUTIVO

Existen tres paradigmas principales que conforman el drea de compu-
tacion evolutiva. Las diferencias principales entre éstos son los operadores
genéticos utilizados, la forma en que éstos se aplican en cada generacién y
los parametros que requieren. A continuacién describimos las caracteristi-
cas principales de cada paradigma.
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2.2.1 ESTRATEGIAS EVOLUTIVAS

Las Estrategias Evolutivas (EEs) son una técnica desarrollada en 1964
en la Universidad Técnica de Berlin [4]. En su versién original el operador
genético principal es la mutacién, mientras que la cruza es un operador
secundario.

De forma general, una EE se denota mediante la siguiente notacién

(u/pTA) — EE,

donde 1, p y A son valores enteros positivos. En cada generacién se tie-
ne una poblacién de p individuos padres, de donde se eligen p individuos
para aplicarles algtin operador de recombinacién. Dicho operador genera
una poblacién de A individuos hijos, a los que se les calcula su valor de
aptitud. Posteriormente se determina cudles individuos seran considerados
para pasar a la siguiente generacion, para lo cual se utiliza algtin operador
de seleccién. Los dos operadores de seleccion comtnmente utilizados son:

= Seleccién “+” Indica que la poblacién de padres de la siguiente ge-
neracion se formara a partir de los mejores 1 individuos del conjunto
conformado por la unién de los padres y los hijos. Esto permite que
los padres que no son mejorados por sus descendientes pasen a la si-
guiente generacion, ocupando el lugar de alguno de sus hijos. De esta
forma si un individuo no es mejorado por sus descendientes puede
existir en la poblacién durante multiples generaciones.

= Seleccién “,” Indica que la poblaciéon de padres se formard a partir
de los mejores p individuos del conjunto de A hijos. En este caso se
debe cumplir A > 1. Esto significa que tinicamente los hijos son con-
siderados para pasar a la siguiente generacion. Por lo tanto, todos los
individuos existiran en la poblacién tinicamente una generacion.

En el algoritmo [ se muestra el pseudocédigo de una EE genérica. Usual-
mente el valor p no es especificado, simplificando la notacién a

(uiX) — EE.

La primera EE que se desarroll6, la cual es también la més sencilla, se
denota como (1 + 1) — F'E. De acuerdo a la notacién, dicha EE cuenta con
una poblacion de 2 individuos (1 padre y 1 hijo). En cada generacién se
genera un hijo aplicando un operador de mutacién al padre. Después se
calcula la aptitud del hijo resultante. Si la aptitud del hijo es mayor que
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la del padre entonces el hijo reemplaza al padre. En caso contrario, el hijo
es descartado. El operador de mutacién aplicado es el siguiente: dado un

_ T ..
padre z' = (1,22, -+ ,z,) ", el hijo se genera usando

't =2z"+ N(0,5),

donde t es el nimero de la generacién actual, y N(0,5) es un vector de
numeros Gaussianos independientes con una media de 0 y desviacion es-
tandar o.

Algoritmo 1 Estrategia Evolutiva (p/pT\) genérica

1: dados n, p, u, A € Ny
2: inicializar M <poblacion de p individuos generados aleatoriamente
3: mientras condicion de paro no satisfecha hacer
4: P < seleccionar_padres(p, M)
5 para k € {1,..., A} hacer
6 Xj < recombinar(seleccionar_parejas(P)) € R"
7: Xj < mutar(xy) € R”
8 f(xx) < aptitud(xy)
9: M= MU{(xx, f(xx))|L <k <A}
10: M <—seleccionar_pu_mejores(u,P)

Las EE se han utilizado para resolver distintos problemas en areas como
redes, bioquimica, 6ptica, disefio en ingenierfa, magnetismo, entre otras.

2.2.2 ALGORITMOS GENETICOS

Los Algoritmos Genéticos (AGs) fueron propuestos por John H. Holland
en 1962 [B3]. Su principal uso es la solucién de problemas de optimizacion,
en donde existe una funcién matemaética (llamada funcién objetivo) que se
busca maximizar o minimizar. En estos algoritmos la analogia del proceso
evolutivo se extiende atin més que en las EEs, ya que se intentan emular
mas componentes bioldgicos. Considerando que cada individuo emula a
un organismo vivo, existen las siguientes analogias:

= Fenotipo: Son los valores del individuo que son evaluables en la fun-

cién objetivo. Por ejemplo, dada una funcién que recibe 2 variables
reales en el intervalo [0,1], el fenotipo de un individuo podria ser

(0.25,0.75).
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= Genotipo: Son los valores del fenotipo representados mediante al-
guna codificacién, tradicionalmente binaria. Por ejemplo, los valores
anteriores se podrian codificar con las cadenas (00100101,01110101).

= Cromosoma: Es la cadena que codifica todas las variables del indivi-
duo. En el ejemplo mostrado, el cromosoma de dicho individuo seria
la cadena binaria 0010010101110101.

= Gene: Es la cadena que codifica cada una de las variables del in-
dividuo. En el ejemplo, el cromosoma estd compuesto de dos genes
00100101 y 01110101.

= Alelo: Son los posibles valores de cada posicién. En una codificaciéon
binaria, cada posicién tnicamente puede tener los valores 0 6 1.

El funcionamiento de los AG normalmente consiste en tres pasos:
1. Generar una poblacion inicial de individuos

2. Seleccionar estocasticamente los valores que se reproducirdn. A pesar
de tener un elemento de aleatoriedad, el mecanismo utiliza el valor de
optimalidad de cada solucién (aptitud).

3. Generar una nueva poblacién a partir de los individuos seleccionados
en el punto anterior.

Los pasos 2 y 3 se repiten de forma iterativa hasta que se cumple algtn cri-
terio de paro. Los criterios mds comunes son: haber realizado un ntimero
establecido de iteraciones o haber alcanzado determinado umbral de apti-
tud. En el algoritmo D se presenta el pseudocédigo de un AG genérico.

Algoritmo 2 Algoritmo Genético genérico

dados n (Tamano de poblacion), gmaez (Nimero mdzimo de generaciones) € Ny
t<+0
inicializar Gy <—poblacion de n individuos generados aleatoriamente
mientras condicion de paro no satisfecha o t < gmq, hacer
f < aptitud(G)
Gselec < seleccionar_padres(f,Gy)
Gt41 < operadores_genéticos(Gserec)
t+—t+1
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2.2.3 PROGRAMACION EVOLUTIVA

La Programacién Evolutiva (PE) fue propuesta por Fogel, Owens y Walsh
en los 60s [?7]. Originalmente se propuso para resolver problemas de pre-
diccién. Para ello se proporciona al algoritmo un conjunto de entrenamien-
to, compuesto por una serie de valores de entrada y de salida. Luego, la PE
busca encontrar un programa que para cada valor de entrada, produzca el
mismo valor de salida que el que se tiene en el conjunto de entrenamiento.
Las principales diferencias con los paradigmas anteriores son dos:

1. Los individuos son representados como méquinas de estados finitos.
2. El operador genético principal es la mutacion.

Una maquina de estados finitos es un modelo del comportamiento de un
sistema, en donde dada una sefial de entrada, se obtiene una sefial de salida.
Dicho modelo se compone de un alfabeto finito, un conjunto de estados
finito, un estado inicial, una funcién de transicién y un conjunto de estados
tinales.

La mutacién realizada en la PE permite variar distintos aspectos de los
individuos. Por ejemplo se puede cambiar el nimero de estados, el estado
inicial, las transiciones de un estado a otro, o el simbolo de salida. General-
mente, se conserva a la mejor mitad de la poblacién, en cada generacién, y
la otra mitad es reemplazada por mutaciones de la mejor mitad.

2.3 |PROGRAMACION GENETICA

La Programaciéon Genética (PG) es una técnica que busca resolver pro-
blemas sin requerir que el usuario conozca, o especifique de antemano, la
estructura de la solucién que se estd buscando. A diferencia de la PE, la re-
presentacion de las soluciones en PG suelen ser estructuras de datos que
codifican un programa, o estructuras de algtin lenguaje de programacion.

Una de las primeras propuestas de evolucionar cédigo ejecutable fue
realizada en [[I3], quien utiliz6 una estructura de drbol para representar un
programa, y propuso un operador de cruza entre drboles. Posteriormente
se propusieron implementaciones que usan programas en LISP o PROLOG.
No obstante, fue John R. Koza quien reconocié la importancia de la técnica
en [47], donde present6 evidencia de su posible uso en distintas areas. Fi-
nalmente la técnica se vio consolidada con la publicacién de [48], a partir de
la cual el crecimiento de la PG se disparé.
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El funcionamiento basico de la PG es muy similar al de un algoritmo
genético:

1.

2.

Generar de forma aleatoria una poblacién inicial de individuos.

Utilizar una funcién de aptitud para medir el desempefio de cada in-
dividuo como una solucién potencial del problema objetivo.

. Seleccionar individuos de la poblacién mediante algtin mecanismo

de seleccién. Después, realizar operaciones genéticas sobre los indivi-
duos seleccionados y almacenar el resultado en una nueva poblacién.

Reemplazar la poblacion existente con la nueva poblacién y repetir los
pasos 2-4 mientras no se cumpla algtn criterio de paro.

. Presentar al mejor individuo de la poblacién como la salida del algo-

ritmo.

Sin embargo, debido a la naturaleza de los individuos, existen diferen-
cias significativas en los mecanismos y operadores utilizados por la PG con
los de los AG o las EE. A continuacion se describen algunos componentes y
mecanismos particulares de la PG.

2.3.1 TERMINALES Y FUNCIONES

Los conjuntos de terminales y funciones definen el espacio de busqueda
de un algoritmo de PG. Las terminales proveen valores al sistema (general-
mente numéricos), mientras que las funciones procesan valores ya almace-
nados en el sistema.

El conjunto de terminales estd compuesto por tres tipos de valores:

1.

2.

Las entradas que recibird el algoritmo, generalmente son variables.

Las constantes, generalmente definidas dentro de algtin intervalo pre-
viamente especificado.

. Funciones que no reciben argumentos, pero que tienen algin efecto

secundario.

Se les llama valores terminales porque, en una representacion de arbol,
siempre terminan una rama.
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El conjunto de funciones estd compuesto por operadores y funciones
que el algoritmo de PG puede ejecutar. Los elementos que componen a este
conjunto pueden ser:

» Funciones logicas (AND, OR, NOT, XOR), aritméticas (+,-,%,/), trascenden-
tes (sen(), cos(), In()), etc.

» Estructuras condicionales (if...then, switch...case), de ciclo
(while...do, for...do), de transferencia de control (go to, call), etc.

= Subrutinas de cualquier tipo, disefiadas para un problema especifico.

Debido a que la PG explorard multiples combinaciones entre los con-
juntos de terminales y de funciones, es necesario considerar que cualquier
combinacién posible puede ser evaluada en algtin punto de la ejecucion del
programa. Por ello, el conjunto de funciones debe cumplir con la propiedad
de cerradura en los siguientes dos sentidos:

1. Consistencia de argumentos: Todas las funciones deben recibir el mis-
mo ntmero de argumentos, con el mismo tipo. En ocasiones basta con
hacer una conversién de un tipo a otro, mientras que en otras hace
falta usar alguna técnica maés sofisticada.

2. Evaluacion segura: Todas las funciones deben ser capaces de procesar
todos los valores que puedan recibir. El ejemplo mas comtn es el del
operador aritmético de divisién, ya que no puede realizar una divisién
entre el valor 0. Para manejar estos casos especiales es necesario mo-
dificar las funciones para que devuelvan valores especificos, en lugar
de errores.

2.3.2 REPRESENTACION

El aspecto mads caracteristico de la PG es el uso de programas compu-
tacionales como individuos de la poblacién. Consecuentemente, la repre-
sentacion elegida para almacenar cada programa impacta directamente en
la implementacién del algoritmo de PG. El uso de una representaciéon deter-
minada afecta el uso de memoria que hara el programa, ademds de afectar
los operadores genéticos que manipulan a los individuos. Existen multiples
representaciones de programas utilizadas en PG, siendo las principales las
estructuras de arbol, lineales o grafos. En este trabajo describimos algunas
caracteristicas de las representaciones de &rbol y lineales, ya que son las dos
mds comtunmente utilizadas.
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La representacién de drbol es la mas comun, ya que fue la estructura
empleada en la década de los 90s, cuando el 4rea estaba en proceso de con-
solidacién. En esta representacion se almacenan los elementos del conjunto
de terminales y de funciones en nodos, los cuales se encuentran conecta-
dos en una estructura de arbol. En la figura T se muestra un ejemplo de
un arbol que codifica la expresién [3 * (7 — b)]/ méx (5,1 + ¢). En esta re-
presentacion, cada una de las hojas del arbol contiene siempre un valor del
conjunto de terminales, mientras que los nodos internos contienen siempre
elementos del conjunto de funciones.

Figura 2.1: Programa almacenado en representacion de drbol.

La representacion lineal es una estructura que almacena una secuencia
de instrucciones, las cuales se ejecutan una tras otra. Para su implementa-
cién, cominmente se cuenta con un conjunto de registros a los que el algo-
ritmo tiene acceso. En la figura 2 se muestra un ejemplo de un individuo
que codifica la misma expresion presentada en la figura 1], pero utilizando
una representacion lineal con 4 registros.

La eleccién de determinada representacion depende del programador, y
de la naturaleza del problema a resolver. Algunos operadores son mas facil-
mente implementados en determinado lenguaje de programacién, mientras
que el manejo de memoria puede ser mds eficiente en una estructura que en
otra. De forma general, la estructura lineal es més rdpida que la estructura
de &rbol, pero se encuentra mds limitada en la capacidad de variacién de los
programas que puede representar.




2.8, PROGRAMACION GENETICA

LTI L]

a b c d

a=7-b

a=3*a

d=T+c

d=MAX(5.d)

a=a/d

Figura 2.2: Programa almacenado en representacion lineal.

2.3.3 INICIALIZACION

La inicializacién es el primer paso del algoritmo de PG. Consiste en crear
de forma aleatoria una variedad de programas para después evolucionar-
los. Generalmente se debe especificar un pardmetro que indique el tamafio
maximo de un individuo. Dependiendo de la representacién utilizada se
usan distintos algoritmos de inicializacién y distintos pardmetros de tama-
no.

En la representacién de arbol el pardmetro puede ser el nimero méaximo
de nodos o la profundidad maxima. La profundidad de un nodo es el nt-
mero minimo de nodos que se deben atravesar desde el nodo raiz del arbol
al nodo seleccionado. Los dos algoritmos mas comunes para inicializar un
programa en esta representacion son los algoritmos Grow y Full:

= Grow: El valor de cada nodo se selecciona de forma aleatoria a partir
de los conjuntos de funciones y de terminales establecidos. Las tinicas
excepciones son el nodo raiz (el cual es seleccionado exclusivamente
del conjunto de funciones) y los nodos que alcanzan la profundidad
maéxima (los cuales son seleccionados exclusivamente del conjunto de
terminales). Este método genera arboles con formas irregulares. En la
tigura 3 se muestra un programa inicializado usando esta técnica.

= Full: Para cada nodo interno se selecciona un elemento del conjunto
de funciones. En el momento en que un nodo alcanza la profundidad
maéxima, se selecciona un elemento del conjunto de terminales. Este
método genera arboles completos. En la figura 4 se muestra un pro-
grama inicializado usando esta técnica.
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Figura 2.3: Arbol inicializado con el algoritmo Grow.

Figura 2.4: Arbol inicializado con el algoritmo Full.

Un elemento importante en todos los algoritmos evolutivos es la diver-
sidad en las poblaciones de individuos. Al utilizar cualquiera de los dos
métodos mencionados, la poblacién tiende a contener individuos similares,
o con poca diversidad. Buscando aumentar la diversidad de los individuos
John Koza propuso el método Ramped half-and-half, el cual combina ambas
técnicas: la mitad de la poblacién se inicializa usando Full, y la otra mitad
se inicializa usando Grow. Sin embargo, para garantizar una mayor diversi-
dad, en cada mitad se utilizardn valores distintos del parametro de tamafio
maximo para cada invididuo.

En el caso de la representacion lineal, la inicializacién suele ser mds sim-
ple. El pardmetro de tamafio puede ser el ntimero maximo de instrucciones.
Considerando que se cuenta con un conjunto de registros que representa los
valores de entrada, un algoritmo simple para inicializar un individuo es el
siguiente:

1. Elegir de forma aleatoria un valor menor o igual al nlimero méximo

de instrucciones.




2.8, PROGRAMACION GENETICA

2. Seleccionar un elemento del conjunto de funciones y completar sus
argumentos eligiendo elementos del conjunto de registros o valores
constantes.

3. Repetir el paso 2 hasta completar el nimero de instrucciones que se
haya elegido en el paso 1.

2.3.4 OPERADORES GENETICOS

Al igual que en el resto de los algoritmos evolutivos, los operadores ge-
néticos son los mecanismos utilizados para transformar a los individuos de
la poblacion, explorando el espacio de soluciones del problema. En PG los
tres operadores genéticos principales son tres: cruza, mutacién y reproduc-
cion. Existen multiples formas de implementar cada uno de estos operado-
res, aun usando una misma representacion. A continuaciéon se describen las
versiones mas comunes de cada operador.

2.3.4.1 Cruza

La cruza intercambia el material genético de dos individuos para crear
uno o mds descendientes. Es el operador genético principal en la PG. El
paso previo a la cruza es la seleccion de los individuos padre. Para ello se
utiliza algtin mecanismo de seleccién, generalmente guiado por los valores
de aptitud de los individuos de la poblacién. Dependiendo de la represen-
tacion utilizada, una vez seleccionados los dos inviduos padres, se utilizan
distintos algoritmos.

En la representacion de drboles, se elige un punto de cruza de forma
aleatoria en cada padre. Dicho punto de cruza es alguno de los nodos del
arbol. Posteriormente, se intercambian los subarboles seleccionados entre
los dos padres, generando dos individuos hijos. En la figura '3 se muestra
un ejemplo de cruza entre dos drboles. Si bien se pueden almacenar los dos
individuos generados por la cruza, se suele conservar tinicamente a uno de
ellos. Ademas, la seleccion de los puntos de cruza no se realiza con una pro-
babilidad uniforme, ya que esto tiende a seleccionar hojas, o subdrboles con
pocos nodos, sesgando la capacidad de variacién del operador. Por ello, se
utiliza una mayor probabilidad de seleccionar nodos internos (funciones) y
una menor probabilidad de seleccionar hojas (terminales). En [48], se pro-
puso usar probabilidades de 90 % y 10 %, respectivamente.

En la representacion lineal se elige, para cada padre, una secuencia de
instrucciones de tamano aleatorio. Posteriormente, se intercambian las se-

17



CAPITULO 2. COMPUTACION EVOLUTIVA

PADRE 1

Cruza

PuUNTO DE
CRUZA

{MIN:

Figura 2.5: Cruza de dos programas en representacion de drbol.

cuencias entre los dos padres, creando dos individuos hijos. En la figura '8
se muestra un ejemplo de cruza entre dos estructuras lineales.

2.3.4.2 MUTACION

La mutacién altera, de forma aleatoria, la composicién del material ge-
nético de un individuo. Es un operador genético secundario en la PG.

En la representacion de arboles, se elige un nodo del arbol de forma
aleatoria. Posteriormente se reemplaza el subéarbol enraizado en el nodo
elegido, por un subérbol nuevo. Este subdrbol es generado aleatoriamen-
te, generalmente con el mismo mecanismo con el que se ha inicializado la
poblacién, y sujeto a las mismas restricciones de tamario.

En estructuras lineales, se elige una instruccién del individuo de forma
aleatoria. Después se generan uno o mds cambios a dicha instruccién. Los
cambios aplicables pueden ser de distintos tipos. Por ejemplo, se puede al-
terar cualquiera de los registros utilizados en la instruccién por algan otro,
se puede alterar la funcién empleada en la instruccién, o el uso de una cons-
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PADRE 1 PADRE 2
e b=8" SEGMENTO
d=d+2 d=MIN(3.c) SELECCIONADO
SEGMENTO
SELECCIONADO I a=a-d b=b+d
a=T*a
HiJo 1 HiJo 2
a=AND(c.b) a=a-d
d=d+2 b=b+d
b=8*a
d=MIN(3.c)
a=T*a

Figura 2.6: Cruza de dos programas en representacion lineal.

tante por otra.
En las figuras "7 y '8 se muestra un ejemplo de mutacién de un arbol y
de una estructura lineal, respectivamente.

INDIVIDUO ORIGINAL SuBARBOL GENERADO INDIVIDUO MUTADO
ALEATORIAMENTE

PuNTO DE
MUTACION

Figura 2.7: Mutacion de un individuo en representacion de drbol.

2.3.4.3 REPRODUCCION

La reproduccién es el operador genético més sencillo. Consiste en repli-
car un individuo de forma idéntica, sin alterar ninguna parte de su genoma.

19
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INDIVIDUO ORIGINAL INDIVIDUO MUTADO
a=7-b a=7-b
% INSTRUCCION
a=3%a SELECCIONADA I a=3-d
d=1+c d=1+c
d=MAX(5.d) d=MAX(5.d)
a=a/d a=a/d

Figura 2.8: Mutacion de un individuo en representacion lineal.

La copia del individuo original se puede almacenar en la misma poblacion,
buscando aumentar sus probabilidades de reproduccién. O se puede alma-
cenar en la siguiente generacion, garantizando su aparicion en la descen-
dencia.

2.4 |RESUMEN

En este capitulo presentamos un panorama general del 4rea de computo
evolutivo, asi como los elementos comunes que comparten la mayoria de las
técnicas desarrolladas en el drea. Después, describimos las caracteristicas
principales de los 3 paradigmas mds importantes del campo: Estrategias
Evolutivas, Algoritmos Genéticos y Programacion Evolutiva. Finalmente,
presentamos de forma mds detallada la técnica de Programacion Genética,
la cual es uno de los componentes principales de la implementacién que
hemos desarrollado como parte de este trabajo de tesis.
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PROBLEMAS DE OPTIMIZACION
MULTIOBJETIVO

En este capitulo se presenta un panorama general de los problemas de
optimizacién, particularmente de su versién multi-objetivo. En la seccion
3.1 se definen formalmente los problemas de optimizacién mono y multi-
objetivo. En la seccién 3.2 se introducen algunos conceptos bésicos para
definir la solucién de dichos problemas asi como otros elementos que se
ocuparan mds adelante. En la seccién 3.3 se presentan algunas técnicas que
existen para la solucion de los problemas mencionados. En la seccion 3.4
se mencionan algunas dificultades que pueden enfrentar dichas técnicas asi
como algunas de las posibles soluciones que se han propuesto para ellas.
Finalmente, en la seccién 3.5 se resume el contenido del capitulo.

3.1 |PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Un problema de optimizacién es aquel en el que se busca encontrar la
mejor solucién (o el conjunto de las mejores soluciones), dado algtn criterio,
de una (o mds) funciones objetivo. Los dos criterios comtinmente utilizados
para determinar cudl solucién es mejor son la maximizaciéon o minimiza-
cién de uno (o mas) valores de las funciones objetivo. En este trabajo, el
criterio que utilizamos es el de minimizacién. Una forma de clasificar los
problemas de optimizacién es en funcién del ntiimero de funciones objeti-
vo que se busca minimizar. Usando este criterio se obtienen dos clases de
problemas: aquellos que optimizan una funcién objetivo (mono-objetivo) y
aquellos que optimizan dos o més funciones objetivos (multi-objetivo). A
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continuacién, se define formalmente los problemas de la primera clase.

Definicién 3.1.1 (Problema de optimizaciéon mono-objetivo). Un pro-
blema de optimizacion mono-objetivo con restricciones se define como:

min f(7),

. S . (3.1)

sujeto a g;(7) <0,
hi(Z) =

donde f : R" + R es la funcion objetivo a minimizar, © € R" es el vector
que contiene las variables de decision, g;(77) < 0 son las m restricciones de
desigualdad y h;j(2Z) = 0 son las p restricciones de igualdad, con m > 0 y
p=>0.

La solucion de (B) suele ser un tnico vector de variables 7, aunque
también es posible obtener un conjunto de soluciones, las cuales optimicen
a la funcién obteniendo el mismo valor objetivo f (7),siel problema fuese
multimodal.

Por otra parte, en el caso de que se busquen optimizar dos o mds fun-
ciones objetivo simultdneamente se trata de un Problema de Optimizacién
Multi-objetivo (POM). Este tipo de problemas se define a continuacion.

Definicion 3.1.2 (Problema de optimizaciéon multi-objetivo). Un pro-
blema de optimizacion multi-objetivo con restricciones se define como:

min F(7),
(3.2)

sujeto a  g(T
T

<
hWT) =

) <0
)=0

donde F : R" s R™, F(T) = (fl(?),..,fk(?:’))T es el vector de m
funciones objetivo, fi : R™ — R es la i-ésima funcion objetivo, © € R" es el
vector que contiene las variables de decision, g : R™ — R? es el conjunto de q
restricciones de desigualdad y h : R™ +— RP es el conjunto de p restricciones
de igualdad, conm >0, p >0 yp<n.

Al vector 7 = (x1,...,1,)T se le conoce como vector de decisién, y debe
pertenecer a la region definida por el conjunto de restricciones de igualdad
y de desigualdad S C R"™, llamada region factible. Dado un vector de decision
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2, se tiene un vector objetivo 7, el cual estd compuesto por las imdgenes del
vector de decision, es decir Z = F(Z) = (fi(Z),..., fu(T)). Ademds, la
imagen de la region factible Z = ]—5(5 ) es llamada region objetivo factible.

A diferencia de la version mono-objetivo, la solucién de (B2) suele ser
un conjunto de soluciones. Esto se debe a que las funciones que compo-
nen al vector de funciones objetivo F suelen estar en conflicto entre sf. Esto
significa que la minimizacién de una de las funciones objetivo f; causa un
incremento en alguna otra funcién objetivo f;, i # j.

Consecuentemente, es necesario definir un criterio para determinar cudn-
do un vector de decisién 7 puede ser llamado una solucién 6ptima. En la
siguiente seccion se define el criterio utilizado, llamado optimalidad de Pa-
reto, asi como algunos conceptos adicionales necesarios.

3.2 |CONCEPTOS BASICOS

La optimalidad de Pareto fue propuesta por Vilfredo Pareto en [b0]. Este
concepto permite calificar un vector 7 como éptimo de Pareto si ninguno
de los componentes z; del vector objetivo correspondiente z = F (7) se
puede decrementar sin que se incremente al menos algiin otro componente
zj, 1 # j. Formalmente se define como sigue:

Definicion 3.2.1 (Optimalidad de Pareto). Un vector de decision @ € S
es un optimo de Pareto si no ewiste otro vector de decision iy € S tal que

Vie{l...n} fily) < fil@) A Fe{l...n} [y) < fi).

De forma estricta, decimos que un vector de decisién 2" es una solucion
6ptima de (B2), si 7 es un 6ptimo de Pareto. Para problemas no triviales, es
decir, en los que las funciones objetivo se encuentren en conflicto, existe mas
de una solucién 6ptima de (B2), lo cual genera los siguientes dos conjuntos.

Definiciéon 3.2.2 (Conjunto de 6ptimos de Pareto). El conjunto de dp-
timos de Pareto Ps se define como:

Ps:= {7 € S| Zes dptimo de Pareto}.

Definicion 3.2.3 (Frente 6ptimo de Pareto). El frente dptimo de Pareto
F(Ps) se define como:

F(Pg) = {F(T) | T € Ps}.
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Existe ademas otro tipo de optimalidad de Pareto que se considera me-
nos estricto, definido a continuacion.

Definicion 3.2.4 (Optimalidad débil de Pareto). Un vector de decision
7 € S es un dptimo débil de Pareto si no existe otro vector de decision i € S
tal que

Vie{l,...,n}, fi(y) < fi(z).

A su vez, los 6ptimos débiles de Pareto definen los siguientes dos con-
juntos en los espacios de decisiéon y objetivo.

Definicion 3.2.5 (Conjunto débilmente 6ptimo de Pareto). El conjunto
débilmente optimo de Pareto Pg se define como:

WPs :={Z € S| Tes dptimo débil de Pareto}.

Definicién 3.2.6 (Frente débilmente 6ptimo de Pareto). El frente dé-
bilmente dptimo de Pareto F(Ps) se define como:

FWPg) ={F(Z)| 7 € WPs}.

Decimos que la optimalidad débil de Pareto es menos estricta que la
optimalidad de Pareto ya que el conjunto de 6ptimos de Pareto Pg es un
subconjunto de los 6ptimos débiles de Pareto WPg.

Una vez definidas las soluciones de un problema de optimizacién multi-
objetivo es importante definir puntos de referencia en el espacio objetivo.
Existen tres puntos de referencia principales, los cuales son usados por dis-
tintas técnicas de solucién para acotar el espacio de buasqueda.

Definicién 3.2.7 (Vector objetivo ideal). El vector objetivo ideal Z* € Z
esta definido como:

zj:rguslfz(?) , Vie{l,...,n}.
re

Definicién 3.2.8 (Vector objetivo utdpico). El vector objetivo utdpico
Z* € Z estd definido como:

2 =7r—¢ , Vie{l,...,n},

donde € € RT.

Definicion 3.2.9 (Vector objetivo de nadir). El vector objetivo de nadir
Zrd ¢ 7 estd definido como:

o = wix fi(F) . Vie{l...n}.
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Los primeros dos puntos de referencia (ideal y utépico) sirven para aco-
tar inferiormente el espacio de biisqueda. Si bien el punto de referencia ideal
Z* contiene los minimos de cada funcién de forma independiente, en un
problema no trivial siempre serd una solucién no factible. De forma similar
el punto de referencia utépico Z** siempre sera no factible, ya que mejora
al punto ideal por el factor elegido €. En la practica se suele utilizar e como
un valor escalar positivo pequefio.

Por otro lado, el punto de referencia (nadir) se utiliza para acotar supe-
riormente el espacio de bisqueda, considerando los peores valores posibles
de cada funcién objetivo. A pesar de su utilidad en distintos algoritmos,
no existe un procedimiento para calcular de forma exacta dicho punto para
problemas no lineales, por lo que, de ser necesario, se suelen usar aproxi-
maciones [[I7].

3.3 |TECNICAS DE SOLUCION DE PROBLEMAS DE OPTIMI-
ZACION MULTI-OBJETIVO

Como se describe en [67], el proceso de solucién de un problema de op-
timizacién multi-objetivo consiste de tres etapas:

1. Formular el problema de optimizacién real como un modelo matema-
tico, particularmente como un POM.

2. Resolver el modelo obtenido usando alguna técnica de solucién de
POM:s. El resultado de dicha técnica debe consistir en una aproxi-
macion del conjunto de Pareto Ps del problema y el frente de Pareto
F(P) g correspondiente.

3. Elegir la solucién ¥ € Pg que mejor resuelva el problema, dado un
determinado contexto.

Si bien cada una de estas etapas es importante y requiere multiples ele-
mentos para su ejecucion, en este trabajo nos enfocamos tinicamente en la
segunda etapa. Por lo tanto, suponemos que se cuenta ya con un modelo
matemadtico del problema a resolver, y por lo tanto, que basta con entregar
una aproximacién tanto de Py como de F(P)g. Dados estos conjuntos, se
presupone que un tomador de decisiones humano, que cuente con infor-
macion detallada del problema, serd el encargado de valorar las soluciones

generadas y elegird la mds apropiada.
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Existen distintas clasificaciones de las técnicas de solucién de POMs.
En [b3] se distinguen dos tipos en funcién del rol del tomador de decisio-
nes en el proceso de solucién. En una clase estdn los métodos llamados “sin
preferencia” porque no toman en cuenta al tomador de decisiones en nin-
guna parte del proceso de solucién. En otra clase se encuentran los métodos
que si toman en cuenta al tomador de decisiones. Estos tltimos se clasifi-
can en métodos “a priori”, “interactivos” y “a posteriori” dependiendo de
si toman en cuenta al tomador de decisiones al principio, durante, o al fi-
nalizar el proceso de solucién, respectivamente. Por otro lado, en [I0] las
técnicas se clasifican en tres categorias principales: técnicas enumerativas,
deterministas y estocasticas.

3.3.1 TECNICAS DE SOLUCION ENUMERATIVAS

Las técnicas enumerativas son las estrategias de solucién mas sencillas,
pero también las mds limitadas en cuanto al ntimero de problemas que pue-
den resolver. Consisten en enumerar de forma exhaustiva cada solucién po-
sible y determinar cuéles son 6ptimas.

Si bien estas técnicas garantizan la obtencién de una solucién exacta,
Unicamente son viables cuando el espacio de btisqueda es finito, enumera-
ble y considerablemente pequefio. De otra forma, el costo computacional
de generar cada soluciéon hace que estas técnicas sea ineficiente (cuando el
espacio es demasiado grande) o incluso no viable (cuando el espacio es no
finito).

3.3.2 TECNICAS DE SOLUCION DETERMINISTAS

Son estrategias que guian la biisqueda de soluciones 6ptimas utilizando
informacion del problema.

» Algoritmos glotones. Funcionan eligiendo la mejor solucién disponible
en cada iteraciéon. Su mecanismo se basa en la suposicién de que una
solucién 6ptima local formaré parte de la solucién 6ptima global. Sin
embargo, cuando esto no ocurre, el algoritmo falla, devolviendo como
solucién un 6ptimo local.

» Algoritmos de escalada simple. Conocidos comtnmente como algoritmos
hill climbing, realizan una btisqueda en la direccién més prometedora,
a partir de una solucién actual. Al igual que los algoritmos glotones,
terminard su ejecucioén al no poder encontrar una solucién que mejore
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a la actual, siendo susceptible a encontrar 6ptimos locales. Otra carac-
teristica que comparten ambas técnicas es que no guardan un registro
de las soluciones que ya han explorado, sino que tinicamente buscan
mejorar la solucién actual.

= Algoritmos de ramificacion y poda. Estos algoritmos buscan acotar el es-
pacio de busqueda para lo cual requieren el uso de heuristicas o al-
goritmos de decisiéon que proporcionen informacién del problema. El
funcionamiento basico del algoritmo es buscar “ramificar” soluciones
que parecen prometedoras y “podar” aquellas que no lo son. Esto sig-
nifica que se generan posibles soluciones a partir de las mejores solu-
ciones actuales y cuando alguna solucién deja de ser prometedora se
decide no expandir soluciones a partir de ella.

» Algoritmos de biisqueda en profundidad. Estos algoritmos eligen una so-
lucién y expanden posibles soluciones a partir de él. Posteriormente,
eligen alguna de las nuevas soluciones y repiten el procedimiento. Es-
to se lleva a cabo de forma iterativa hasta que no pueden seguir ex-
pandiendo una solucién. En ese momento se reanuda la expansién de
soluciones eligiendo al hermano del dltimo nodo procesado. Esto se
repite de forma recursiva hasta explorar todo el drbol.

» Algoritmos de biisqueda en amplitud. Estos algoritmos son similares a
los de bisqueda en profundidad en el sentido de ir eligiendo una so-
lucién, generar nuevas soluciones y realizar la exploracion del arbol
producido de forma recursiva. Sin embargo, la principal diferencia es
el orden de exploracién del arbol. Los algoritmos de btisqueda en am-
plitud exploran el 4rbol una capa a la vez, es decir, todos los nodos con
la misma profundidad. Tanto los algoritmos de btisqueda en profun-
didad como en amplitud se pueden considerar como algoritmos no
informados, ya que realizan la biisqueda siempre en el mismo orden,
sin importar la ubicacién de la solucién en el &rbol.

» Algoritmos de biisqueda el mejor primero. Son variantes de basqueda en
las que se asigna un valor numérico a las soluciones actuales usando
informacion heuristica. Posteriormente, se utiliza el valor para asig-
nar el orden de exploracion de las soluciones; la mejor solucién es la
primera en ser examinada. Este proceso se lleva a cabo de manera re-
cursiva.

» Algoritmos basados en cdlculo. Estos algoritmos requieren que el domi-
nio de las variables sea continuo para poder aplicar técnicas de calculo




CAPITULO 8. PROBLEMAS DE OPTIMIZACION MULTIOBJETIVO

y asi encontrar un valor 6ptimo [3].

Los algoritmos mencionados se han usado en la solucién de distintos
problemas de optimizacién. Sin embargo, hay una amplia gama de proble-
mas reales que tienen una serie de caracteristicas que los hace particular-
mente dificiles de resolver. Algunas ejemplos son problemas en donde no
existe una solucién global tinica, sino un conjunto de 6ptimos globales (pro-
blemas multimodales), problemas discontinuos o con muchas dimensiones.
En este tipo de problemas las técnicas deterministas suelen quedarse estan-
cadas en soluciones locales, o requerir informacién del dominio del pro-
blema que no estd disponible. Es por ello que se han desarrollado técnicas
estocdsticas, las cuales no pueden garantizar que encuentran una solucién
6ptima, pero suelen proporcionar buenas soluciones a problemas que son
particularmente dificiles para los métodos deterministas.

3.3.3 TECNICAS DE SOLUCION ESTOCASTICAS

Estas técnicas utilizan estrategias de busqueda con elementos estocasti-
cos, con el fin de realizar una mejor exploracién del espacio de buisqueda,
en comparacion con las técnicas deterministas y enumerativas:

» Biisqueda aleatoria. Es la estrategia de busqueda estocastica méas sim-
ple. Consiste en evaluar un conjunto de soluciones elegidas de forma
aleatoria.

» Paseo aleatorio. Es similar a una bisqueda aleatoria, con la excepcién de
que la siguiente solucién explorada es elegida aleatoriamente a partir

de las soluciones que se pueden generar de la tiltima solucién evalua-
da.

= Recocido simulado. Es un algoritmo que modela el proceso de enfria-
miento de materiales conocido como recocido. Este proceso consis-
te en calentar un material (metal o liquido generalmente) hasta una
temperatura determinada, después mantener la temperatura por un
tiempo dado, y luego dejar enfriar el material gradualmente. El fun-
cionamiento del recocido simulado es como sigue: Dada una solucién
actual, se elige de forma aleatoria otra solucién que pueda ser genera-
da desde la solucién actual. Si la nueva solucién mejora a la anterior,
el algoritmo se mueve a la nueva solucién. En caso contrario, el movi-
miento se realiza con alguna probabilidad p < 1. Dicha probabilidad
decrementa exponencialmente con el tiempo [45].
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s Monte Carlo. Estos algoritmos involucran simulaciones con eventos es-
tocdsticos. Funcionan realizando una btisqueda completamente alea-
toria en donde las soluciones son seleccionadas sin tomar en cuenta
ninguna solucién elegida previamente [5Y].

» Biisqueda Tabii. Es una estrategia de buiisqueda desarrollada para evitar
el principal problema de los métodos deterministas: encontrar tni-
camente 6ptimos locales. Para ello almacena en un registro las solu-
ciones previamente visitadas y las soluciones que se pueden alcanzar
desde dichas soluciones. Esta informacién restringe la eleccién de las
soluciones que se evaluaran después [?5]. La busqueda tabt es a me-
nudo integrada con otros métodos de optimizacion.

» Cémputo Evolutivo. Es un término genérico para referirse a distintos
métodos de biisqueda estocasticos que simulan el proceso evolutivo
natural, tal como se ha descrito en el capitulo 2. De los tres paradigmas
principales del cémputo evolutivo, los Algoritmos Genéticos son los
que se han utilizado méds ampliamente en la solucién de POMs.

Existen ademads otras técnicas que se han desarrollado para la solucién
de POMs, tales como la Optimizacién mediante Ctimulos de Particulas [44],
Algoritmos Culturales [b3], Busqueda Cooperativa [b5, 65] o hibridos de
dos o maés técnicas.

3.4 PROBLEMAS DE OPTIMIZACION CON MUCHAS FUN-
CIONES OBJETIVO

Existen multiples algoritmos para la solucién de problemas de optimiza-
cién que usan las técnicas mencionadas en la seccion anterior. En este traba-
jo nos enfocamos particularmente en los algoritmos de Cémputo Evolutivo
que resuelven POMs, los cuales se engloban en un area llamada Optimiza-
cién Evolutiva Multiobjetivo (OEM). A este tipo de algoritmos se les conoce
como Algoritmos Evolutivos Multi-objetivo (AEMOs). En las dltimas déca-
das se han usado diversos AEMOs en la solucién de una amplia gama de
problemas reales [0, 16, 9] de forma exitosa. Cabe hacer notar que muchos
de estos algoritmos funcionan con un enfoque basado en optimalidad de
Pareto, es decir que durante la ejecucion del algoritmo, la técnica de bis-
queda trata siempre de encontrar soluciones que sean 6ptimos de Pareto. Si
bien esto genera buenas soluciones en POMs con dos o tres funciones ob-
jetivo, se ha demostrado que su uso no es satisfactorio en problemas con
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mads de tres funciones objetivo [20]. A esta subdrea que estudia la solucién
de problemas de optimizacién con cuatro o mds funciones objetivo se le co-
noce como many-objective optimization (optimizaciéon de muchas funciones
objetivo).

En [42] se plantean los siguientes tres problemas que enfrentan los AE-
MOs en la solucién de problemas con muchas funciones objetivo:

1. Incremento exponencial del nimero de soluciones requeridas para
la aproximacion del frente de Pareto. La dimensién del espacio obje-
tivo es directamente proporcional al ntimero de objetivos que se busca
optimizar. Por otro lado, el nimero de puntos contenidos en el espa-
cio aumenta de forma exponencial conforme se aumenta el ntimero
de dimensiones. El objetivo de los AEMOs es entregar un conjunto
de soluciones que aproxime el frente de Pareto, el cual es una hiper-
superficie en el espacio objetivo. Por lo tanto, el ntimero de soluciones
que se requieren para aproximar esta hipersuperficie se incrementa de
forma exponencial conforme aumenta el nimero de dimensiones.

2. Deterioro de la capacidad de bisqueda. En un AEMO basado en op-
timalidad de Pareto la presién de seleccion es determinada por el ni-
mero de soluciones que dominan a otras. De esta forma, si hay un
mayor nimero de soluciones que sean 6ptimos de Pareto, la presion
de seleccién hacia el verdadero frente serd mayor que si no hay tantas
soluciones 6ptimas en la poblacion. Por la misma razén mencionada
en el punto anterior, en un problema con muchas funciones objetivo
el niimero de soluciones no dominadas es mayor, provocando que la
presion de seleccion no aumente de la misma forma que lo haria en
un problema con dos o tres objetivos. Esto se ha discutido en [37, B6]
donde se realizaron pruebas con el algoritmo NSGA-II y se demos-
tré que existe un deterioro en la capacidad de btisqueda conforme se
aumenta el niimero de dimensiones.

3. Dificultad en la visualizacién de las soluciones. Una vez devuelto el
conjunto de soluciones, se espera que sea un tomador de decisiones
quien elija la solucién adecuada basado en su preferencia. Sin embar-
go, al incrementar el nimero de dimensiones se vuelve complicado
visualizar las soluciones de manera intuitiva.

Se han propuesto distintas alternativas para solucionar cada uno de es-
tos problemas. En el caso del incremento de soluciones requeridas, se ha
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propuesto implementar el uso de informacién de preferencia en los AE-
MOs [18, 68]. Dicha informacién se utiliza para concentrarse en una re-
gion més pequefia del frente de Pareto en donde el AEMO pueda encon-
trar soluciones 6ptimas. Por otro lado, para resolver el deterioro de la ca-
pacidad de btisqueda, se ha propuesto modificar el enfoque de dominan-
cia de Pareto, para lograr encontrar soluciones no dominadas en cada ite-
racion [b6A]. Otra propuesta es el uso de rangos de soluciones no domina-
das [RY, 49, 12]. Finalmente, se han desarrollado técnicas de visualizacion
de soluciones no dominadas para facilitar la toma de decisiones en este tipo
de problemas [b8, 2, 46].

Otra alternativa de solucién para el segundo problema es utilizar AE-
MOs basados en descomposicion. Estos algoritmos descomponen un POM
en un conjunto de subproblemas de optimizacién mono-objetivo. Para lle-
var a cabo esta descomposicién, generalmente se usa un tipo de funciones
llamadas funciones de escalarizacién y un vector de pesos el cual determi-
na distintos niveles de preferencia en cada subproblema generado. El al-
goritmo mds conocido dentro de este tipo de AEMOs es el MOEA /D [74],
cuyo codigo fuente se encuentra disponible para distintas plataformas en
https://cswww.essex.ac.uk/staff/zhang/IntrotoResearch/MUEAd. htm.

3.5 |RESUMEN

En este capitulo presentamos las definiciones y conceptos basicos de la
optimizacién multi-objetivo. En primer lugar definimos formalmente los
problemas de optimizacién mono-objetivo y multi-objetivo. Posteriormen-
te definimos los conceptos de optimalidad de Pareto, optimalidad débil de
Pareto y los conjuntos que cada uno de ellos genera respectivamente. Es-
tas definiciones nos permiten enunciar formalmente cémo es la solucién
de un problema de optimizacién multi-objetivo. Ademads, se definieron tres
puntos de referencia importantes: el vector objetivo ideal, el vector objeti-
vo utdpico y el vector objetivo de nadir. Estos vectores son utilizados por
distintas técnicas de solucion, pero cobrardn particular importancia en el si-
guiente capitulo. Después presentamos el proceso de solucién de un POM
asi como dos clasificaciones de las técnicas existentes. La primera clasifica-
cién se basa en el modo en el que el tomador de decisiones es involucrado
en el proceso de optimizacion, mientras que la segunda se enfoca mds en el
proceso en que se guia la bisqueda. A partir de esta clasificacién presenta-
mos una breve descripcién de algunas técnicas mas comtinmente utilizadas.
Posteriormente, presentamos algunos problemas que enfrentan las técnicas
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que utilizan un enfoque basado en la optimalidad de Pareto, particularmen-
te en la soluciéon de POMs con mas de tres funciones objetivo. Finalmente
explicamos algunas alternativas de solucién para este tipo de POMs y men-
cionamos la técnica de descomposicién como una alternativa posible. En el
siguiente capitulo hacemos un andlisis de dicha técnica, y de las funciones
de escalarizacion que permiten su implementacion.




FUNCIONES DE ESCALARIZACION

En este capitulo se presenta un panorama general del uso de la técnica
de solucién de Problemas de Optimizacién Multi-objetivo (POM) basada en
funciones de escalarizacién. En la seccién 4.1 se describe el mecanismo me-
diante el cual se puede resolver un POM utilizando este tipo de funciones.
Posteriormente, en la seccién 4.2 se presenta una clasificaciéon de las distin-
tas funciones de escalarizacion existentes basada en el tipo de informacién
requerida. Después, en la seccién 4.3 se definen formalmente las funciones
de escalarizaciéon mdas comunmente utilizadas en el drea. Finalmente, en la
seccion 4.4 se presenta un resumen del capitulo.

4.1 |SOLUCION DE POMS MEDIANTE DESCOMPOSICION

Una de las formas mads naturales de intentar resolver un POM es la de
transformar un POM en varios problemas de optimizacién mono-objetivo
cuya solucion sea equivalente a resolver el POM original. A esta técnica se le
conoce como descomposicion, ya que consiste en descomponer el problema
multi-objetivo en uno (o mas) problemas de optimizacién mono-objetivo.
Para llevar a cabo dicha descomposicion se utilizan distintas funciones ma-
temadticas, a las cuales se les conoce como funciones de escalarizacion, de
agregacion, o de utilidad.

Formalmente, una funcién de escalarizacién, f : R™ — R es un modelo
que, tomando en cuenta determinada informacién de preferencia, combina
las m funciones objetivo del POM en una tinica funcién. Dicha combinacién
se lleva a cabo manipulando las funciones objetivo con operadores matema-
ticos, normalmente aritméticos. Generalmente, la informacién de preferen-
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cia permite especificar la importancia de cada funcién objetivo, asigndndole
un peso distinto en la funcion de escalarizacion. De esta forma, es posible
implementar las preferencias del tomador de decisiones en el proceso de
solucion.

Una de las principales ventajas que presenta esta técnica es que, una vez
descompuesto el problema multi-objetivo, se puede hacer uso de la extensa
literatura existente sobre problemas de optimizacién mono-objetivo y los
multiples algoritmos de solucién que existen para ellos.

Al aplicar funciones de escalarizacion se reduce la dimensién del espacio
de bisqueda transformando el problema original en un subproblema que
busca reflejar las preferencias del tomador de decisiones. Esto genera dos
metodologias comtinmente utilizadas para la solucién de un POM:

1. Método a priori: Suponiendo que el tomador de decisiones tiene al-
gun tipo de informacién acerca del POM y su respectivo espacio obje-
tivo, se le solicita que especifique la informacién de preferencia nece-
saria antes de efectuar la busqueda. Una vez que se cuenta con esta in-
formacién se simplifica el POM a una versién mono-objetivo, la cual es
resuelta con alguna técnica previamente establecida. El resultado tni-
co se presenta al tomador de decisiones como la solucién, esperando
que refleje adecuadamente la informacién de preferencia proporcio-
nada.

2. Método a posteriori: No se solicita informacién de preferencia al to-
mador de decisiones. En lugar de ello, se generan multiples pardme-
tros, generalmente en forma de vectores, que proporcionen distintas
configuraciones de preferencias para cada objetivo. Posteriormente,
se aplica el proceso de descomponer el POM tantas veces como vecto-
res se hayan generado. Después, se resuelve cada subproblema mono-
objetivo y se presenta al tomador de decisiones el conjunto de solucio-
nes obtenidas para que sea él quien elija la que considere mds conve-
niente.

Se puede debatir sobre cudl de los dos enfoques es el mejor, ya que se
podria afirmar que el hecho de considerar la informacién sobre las prefe-
rencias proporcionada por el tomador de decisiones que cuenta con infor-
macion especifica del problema es mejor que generar deterministicamen-
te un conjunto de valores independientemente del problema. Sin embargo,
existe evidencia de que atn utilizando la misma informacién de preferencia
en dos técnicas de descomposicion distintas se obtienen soluciones distin-
tas [6]. Por lo tanto, la informacién de referencia permite tinicamente guiar
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la direccién de btisqueda, pero no existe garantia de que se reflejara de for-
ma precisa dicha informacioén. Es por ello que la mayoria de los Algoritmos
Evolutivos Multi-objetivo (AEMOs) basados en descomposicién utilizan el
segundo enfoque, proveyendo al tomador de decisiones un conjunto de so-
luciones.

4.2 |CLASIFICACION DE FUNCIONES DE ESCALARIZACION

Existen distintos tipos de funciones de escalarizaciéon. De igual forma,
existen distintas clasificaciones de ellas. A continuacién se presenta una cla-
sificacion en funcién de los dos tipos de informacién de preferencia que se
requieren comtunmente [62].

4.2.1 FUNCIONES DE ESCALARIZACION BASADAS EN CLASIFICACION

Por su naturaleza, este tipo de funciones se aplican en métodos “inter-
activos”, en donde se resuelve el problema de forma iterativa. En cada una
de las iteraciones se solicita al usuario, generalmente el tomador de decisio-
nes, que especifique qué tipo de cambios son deseables realizar a la solucién
actual.

El proceso general consiste en tres pasos que se repiten de forma iterati-
va:

1. Se utiliza la funcién de escalarizacion para descomponer el POM y se
resuelve el subproblema generado.

2. Se muestran al usuario los valores obtenidos en cada una de las fun-
ciones objetivo con la solucién actual.

3. Sesolicita al usuario que clasifique cualitativamente cada uno de estos
valores, y por consecuencia, que clasifique cudles funciones objetivo
son mas importantes.

Las clases més utilizadas comtinmente son tres: valores objetivo que se
desean mejorar, valores que son aceptables, y valores que pueden empeo-
rar. Adicionalmente, es posible que el usuario especifique cuantitativamen-
te el nivel de mejora que busca en los valores de la primera clase, o el nivel
maximo al que pueden llegar a empeorar los valores de la tercera clase. Fi-
nalmente, puede existir una clase adicional para valores que no se busquen
clasificar, los cuales podréan variar libremente y son ignorados por la funcién
de escalarizacion.
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4.2.2 FUNCIONES DE ESCALARIZACION BASADAS EN PUNTOS DE REFE-
RENCIA

Los puntos de referencia permiten a la funcién de escalarizacién jerar-
quizar la importancia de las funciones objetivo mediante puntos en el es-
pacio de las funciones objetivo. Este tipo de funciones no requieren nece-
sariamente que se proporcione informacién en cada paso del proceso de
solucién; basta con especificar los valores del punto de referencia a priori.
Los puntos de referencia se pueden clasificar en tres tipos.

1. Puntos de aspiracion: expresan los valores objetivo que se desean al-
canzar. Generalmente no son valores factibles.

2. Puntos de reserva: expresan valores objetivo que son tolerables para
el tomador de decisiones, y que minimamente se deberian alcanzar.

3. Puntos de peor resultado: expresan valores objetivo que se deberian
evitar.

De estos tres tipos, los puntos de referencia mas comtinmente utilizados
son los de aspiracién. Por lo tanto, la diferencia principal respecto a las fun-
ciones de escalarizaciéon basadas en clasificacion, es que en estas tltimas se
deben especificar algunos valores objetivo que puedan empeorarse, mien-
tras que en las funciones basadas en puntos de referencia se pueden utilizar
valores no factibles para cada funcién objetivo.

Adicionalmente, independientemente del tipo de funcién utilizada, es
comun proporcionar al tomador de decisiones los valores del vector objeti-
vo ideal y una aproximacién del vector objetivo de nadir, presentados en el
capitulo anterior, los cuales se consideran puntos de referencia. Esto con el
tin de dar al tomador de decisiones una perspectiva de las posibilidades y
limitaciones de los valores de cada funcién objetivo.

En el presente trabajo se presentan funciones basadas en puntos de refe-
rencia. Sin embargo, estos puntos no son necesariamente los vectores objeti-
vo ideal o de nadir, sino vectores de pesos que permitan indicar la direccién
de buasqueda deseada.

4.3 ‘REVISION DE FUNCIONES DE ESCALARIZACION

A continuacién se presenta una definicién formal y algunas caracteris-
ticas de seis de las funciones de escalarizacién mas utilizadas en el drea y
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algunas de sus variaciones. El tipo de informacién de preferencia que re-

. . —_ m
quieren todas las funciones presentadas es un vector de pesos w € R™,
ademas del vector de Nadir en el caso de la funcién PBI.

= WEIGHTED SUM FUNCTION (WS)

Es una de las primeras técnicas propuestas para la solucién de
POMs [11], y por lo tanto una de las més utilizadas. Esta funcién per-
mite combinar linealmente los objetivos, generando un problema de
optimizacion escalar. Formalmente se define como:

—

S(f, @) : Zwl (4.1)

El tipo de soluciones que se pueden obtener mediante WS depende
del vector de pesos w. Para w; > 0y Y ,w; = 1,7 € 1,...,m, esta
funcién genera soluciones que son 6ptimos de Pareto. Sin embargo,
para w; > 0, ¢ € 1,...,m Gnicamente se puede garantizar que las
soluciones obtenidas sean 6ptimos débiles de Pareto [66].

Debido a su relativa simplicidad, requiere menor poder de computo
que otras funciones de escalarizacién mds complejas, siendo ésta su
principal ventaja.

No obstante, la principal desventaja que presenta es que tinicamente
tiene un buen desempefio en POMs cuyos frentes de Pareto tienen
una geometria convexa. En el caso de que la geometria sea concava la
funcién tnicamente puede encontrar los puntos extremos del frente,
es decir los minimos de cada funcién objetivo por separado.

Esta funcién se ha implementado en multiples AEMOs [74, BS].
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8

Figura 4.1: Curvas de nivel de la funcion WS con @ = (0.5 0.5)7.
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s CHEBYSHEV FUNCTION (CH)

Esta funcién minimiza el méximo valor encontrado por una combina-
cién lineal de las funciones objetivo. Formalmente se define como:

CH(J', ) = mix(wi] ). (42)

A diferencia de WS, con esta funcién es posible obtener soluciones en
porciones concavas del frente de Pareto. Sin embargo, tinicamente se
puede garantizar que las soluciones obtenidas sean 6ptimos débiles
de Pareto. Ademds, debido a la presencia de la funcién max, no es
posible utilizar métodos de optimizacién basados en gradiente para
minimizar esta funcién, ya que no es diferenciable [b6].

[=:]

o
St

Ca 1 1 1
0 2 4 6
f

Figura 4.2: Curvas de nivel de la funcion CH con @ = (0.5 0.5)T.

= AUGMENTED CHEBYSHEV FUNCTION (ACH)

Esta funcién es una modificacién de CH, en la cual se agrega un tér-
mino adicional. Formalmente se define como:

ACH(f, @) = mix(wi| ) +a >\ ] (4.3)

El impacto del nuevo término se ajusta con un pardmetro escalar «,
y su propoésito principal es evitar las soluciones débiles de Pareto y
garantizar la obtencién de 6ptimos de Pareto. Esto se logra generando
diferentes pendientes para cada funcién objetivo [b6].
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Un valor muy pequefio de o puede provocar que el término adicio-
nal pierda su efecto y se generen 6ptimos débiles de Pareto, al igual
que CH. Por otro lado, un valor demasiado grande de o puede pro-
vocar que algunos puntos se vuelvan inalcanzables [62]. Esto indica
que existe una alta sensibilidad a dicho pardmetro [40], sin embargo,

en la practica se suelen utilizar valores relativamente pequefios (p.e;.
a=1079).

(a) a =0.01
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(b) o = 0.05

Figura 4.3: Curvas de nivel de la funcion ACH con @ = (0.5 0.5)7.

= ACHIEVEMENT SCALARIZING FUNCTION (ASF)

Similar a la funciéon CH, se busca minimizar el valor maximo de una
combinacién lineal de los objetivos [?4]. Sin embargo, la forma en la
que se realiza la combinacién lineal es distinta, ya que no se multi-

plica directamente por los pesos w;, sino por sus valores reciprocos.
Formalmente se define como:

ASF(f, @) := méx (i) . (4.4)

) w’L

Esta funcion se ha utilizado en la soluciéon de distintos AEMOs basa-
dos en descomposicién como MOMBI-II, NSGA-III y MOEA /D-GRA.

En cuanto a las soluciones que se obtienen, ASF genera 6ptimos débi-
les de Pareto. Ademads, existe evidencia de que esta funcién tiende a
tener una mejor dispersion del frente de Pareto que la funcién CH, la

cual tiende a preferir soluciones en la rodilla y los extremos del fren-
te [BT].
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fi

Figura 4.4: Curvas de nivel de la funcion ASF con @ = (0.5 0.5)7.

» AUGMENTED ACHIEVEMENT SCALARIZING FUNCTION (A ASF)

Similar a ACH, esta funcién utiliza un término adicional para garan-
tizar que se obtienen 6ptimos de Pareto [b3]. Formalmente se define
como:

)

AASF(F, @) := max (5) tad £ (4.5)

(2

En la practica, o toma valores relativamente pequefios (p.ej. « = 107%).

_—

| I‘ -
) 2 4 (33 8 10
fy

Figura 4.5: Curvas de nivel de la funcion AASF con @ = (0.5 0.5)7.
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= PENALTY BOUNDARY INTERSECTION FUNCTION (PBI)

A diferencia de las funciones anteriores, PBI utiliza el vector de Na-
dir como punto de referencia. Su funcionamiento es mediante un va-
lor escalar de penalizacién ¢ que permite balancear dos parametros:
la convergencia (medida por d;) y la diversidad (medida por d,). Se
busca que ambos pardmetros sean minimizados [64]. Formalmente se
define como:

—

PBI(f, @) == 0ds — d, (4.6)
donde: w w
dy = |f"- m| , dy = ||f"—d1m||
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Figura 4.6: Curvas de nivel de la funcion PBI con @ = (0.5 0.5)7.
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4.4 |RESUMEN

En este capitulo presentamos el modo de funcionamiento de las funcio-
nes de escalarizacion en la solucién de POMs, asi como una taxonomia de
éstas. Si bien existen multiples tipos de funciones, con distintos tipos de in-
formacién de preferencia, en este trabajo nos enfocamos en la generacion
de funciones de escalarizacion que utilizan vectores de pesos. Esto es debi-
do a que son el tipo de funciones mas comunes en los AEMOs basados en
descomposiciéon. Una vez establecidas las propiedades de las funciones de
escalarizacién mds conocidas, es posible conocer las caracteristicas desea-
bles para el disefio de una nueva funcién de escalarizacién. Y es precisa-
mente este proceso de generar una nueva funcioén el que se describe en los
capitulos siguientes.




A

IMPLEMENTACION PROPUESTA

En este capitulo se describen las herramientas utilizadas para generar
un programa que permita la creacién de nuevas funciones de escalarizaciéon
utilizando programacién genética. Para ello se utilizaron dos programas los
cuales fueron resultado de tesis doctorales. En la seccién 5.1 se describen
las caracteristicas y funcionamiento del primer programa, que es una im-
plementacion de Programacion Genética. Esta implementacion fue la base
del programa utilizado para disefiar la nueva funcién de escalarizacién. En
la seccién 5.2 se describen los componentes principales del AEMO utilizado
para realizar la validacién de las funciones generadas. En la secciéon 5.3 se
explican las modificaciones realizadas a los programas mencionados para
obtener la implementacién propuesta en este trabajo, asi como la informa-
cién maés relevante para poder realizar su ejecucion. Finalmente en la sec-
cién 5.4 se detallan los parametros utilizados en dicha implementacion para
generar dos nuevas funciones de escalarizacién de manera automatizada.

5.1 |PROGRAMACION GENETICA

Existen diversas implementaciones de Programacién Genética disponi-
bles en distintos lenguajes de programacion [23, b0, b1, 67, 71]. Los criterios
seguidos para la eleccién de alguno de estos programas fueron principal-
mente dos: licencia de uso y lenguaje de implementacién. En el primer caso
se buscé software libre, ya que es necesario realizar modificaciones al c6-
digo original para realizar la busqueda de la funcién de escalarizacién. Por
otro lado, se decidi6 priorizar una implementaciéon en algtn lenguaje de
programacion de bajo nivel, buscando obtener el menor tiempo de ejecu-
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cién posible. Bajo estos dos criterios la implementacién que se utilizé en
este trabajo fue el algoritmo de programaciéon genética lineal epigenética
(ELGP, por sus siglas en inglés) reportado en [b0].

Como se explico en el capitulo 2, la Programaciéon Genética es un al-
goritmo iterativo que utiliza una poblacién de individuos, los cuales son
manipulados mediante operadores genéticos para generar una nueva po-
blacién. Cada individuo puede ser un programa o una funcién, codificados
en estructuras de datos. Las caracteristicas principales de ELGP son dos:

1. Utiliza una representacion lineal de los individuos, la cual es procesa-
da mediante estructuras de datos de tipo pila.

2. Implementa un algoritmo de btisqueda local inspirado en mecanismos
biolégicos llamados mecanismos epigenéticos.

A continuacién explicamos con mds detalle estas caracteristicas y pro-
porcionamos algunos ejemplos para ilustrarlas.

5.1.1 REPRESENTACION DE LOS INDIVIDUOS

En ELGP se utiliza una representacion lineal en notacién posfija. La prin-
cipal ventaja de esta representacion es que se puede garantizar una validez
sintdctica para secuencias arbitrarias de instrucciones. En contraste, las re-
presentaciones basadas en drbol pueden volverse sintacticamente invélidas
al alterar nodos del arbol. Para realizar la ejecuciéon de los programas se
utiliza una estructura de tipo pila, la cual ayuda a garantizar la validez sin-
tactica mencionada. Para lograrlo, simplemente se ignora la ejecuciéon de
aquellos operadores con una aridad superior al tamafio actual de la pila.
Ademas, se considera tinicamente el dltimo elemento en la pila al final de
la ejecucion. Estas dos reglas permiten que la ejecucién de dos o més indivi-
duos con distintas instrucciones se ejecuten de la misma forma. Por ejemplo,
dados los siguientes tres individuos 2, 22 y 23 con los genotipos mostrados
en (B), se obtiene en los tres casos la misma ejecucion, en este caso la ins-
truccion (xy + ).

’ilz[ xr1 T2 + ] = ($1+l‘2)
o= 21 20 + — x /] = (21+1) (5.1)
is=[u + 1 / x1 x3 + ] = (v1+z2)
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En la ejecucion de %, se utilizan todos los elementos del genotipo. En el
caso de ¢, se ignoran los operadores —, *, y / debido a que el tamafio de la
pila es insuficiente. Finalmente, en el caso de 3 existen dos elementos en
la pila al final de la ejecucion, pero tinicamente se considera el dltimo. A
continuacion se presenta un ejemplo de la ejecucién del individuo 3 para
ilustrar el procedimiento.

ig=[ u + z1 / 1 a2 + ]
Procesamiento de elementos Pila
1. (u) :push (u) [u]
2. (4) :ignorar (argumentos insuficientes) [u]
3. (z1) :push (z1) [u 1]
4. (/) :top(z1); top(u); push(u/z1) [(u/21)]
5. (x1) :push(z) [(u/z1) 2]
6. (z2) :push(zs) [(w/z1) z1 @]
7. (4+) :top(x2); top(z1); push(zi + z2) [(u/z1) (21 + 22)]
— devolver ultimo elemento de la pila (r1 + x2)

5.1.2 BUSQUEDA LOCAL INSPIRADA EN MECANISMOS EPIGENETICOS

La epigenética estudia los cambios hereditarios en la expresiéon genéti-
ca que no se deben a alteraciones en la secuencia del ADN [B4]. De forma
andloga, ELGP busca mejorar el desempefio de la Programacion Genética
tradicional implementando mecanismos que permitan modificar la expre-
sién de los individuos (es decir la secuencia de instrucciones ejecutada) sin
modificar su genotipo.

Esto se logra agregando a cada elemento del genotipo un marcador que
indica si dicho elemento serd procesado o no. Nos referimos a esta secuencia
de marcadores como el epigenoma del individuo. Por lo tanto, el procesa-
miento de cada individuo se lleva a cabo procesando tnicamente los ele-
mentos indicados en el epigenoma e ignorando el resto. Esto es posible de-
bido a las restricciones establecidas previamente en el proceso de ejecucion
de las instrucciones. De esta forma, alterando el epigenoma de un indivi-
duo es posible obtener distintas ejecuciones a partir de un mismo genotipo.
ELGP utiliza estas variaciones del epigenoma para explorar localmente el
espacio de btiisqueda. Por ejemplo, el individuo i3 puede generar distintas
ejecuciones mediante transformaciones epigenéticas, tales como:
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o, 11000 1 1
i3 — 13 = = (1 +79),
u + x ) m Ty +
o, 11110 0 0
i3 — by = = (u/zy),
u 4+ oz ) m oz + (5.2)

i3 — 1y = = (u/z; + 29).

Durante la inicializaciéon de ELGP, los marcadores epigenéticos son ini-
cializados de forma aleatoria en la poblacién inicial con una probabilidad
del 50 % de estar activos. La mutacién del epigenoma en las generaciones
siguientes puede ser de distintas formas, de acuerdo a los pardmetros que
se establezcan en el programa.

ELGP permite configurar cuatro formas distintas de utilizar los marca-
dores epigenéticos:

1. Ep1M: El epigenoma de cada individuo es mutado junto con el ge-
notipo en cada generacion. Por lo tanto, las mutaciones epigenéticas
forman parte del proceso normal de la Programacién Genética.

2. EHC1: Se genera una mutacion adicional del epigenoma del indivi-
duo, se procesa el genotipo considerando los nuevos marcadores epi-
genéticos, y se compara su aptitud con la del individuo con el epige-
noma original. Finalmente, se conserva el mejor epigenoma.

3. EHC5: Se realiza el mismo procedimiento que EHC1 pero con 5 muta-
ciones del epigenoma.

4. EHC10: Se realiza el mismo procedimiento que EHC1 pero con 10 mu-
taciones del epigenoma.

Al comparar la aptitud de dos o mds epigenomas se busca siempre que
el programa resultante tenga un mejor valor de aptitud en la funcién obje-
tivo. En caso de existir un empate en los valores de aptitud se elige el pro-
grama con menor complejidad. Esta puede ser medida de distintas formas,
pero en esta implementacion se calcula asignando valores a los elementos
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del genotipo en funcién del tipo de instruccién. La complejidad C; de un
programa ¢ con un genotipo activo (es decir, una vez considerado el epige-
noma), g, = [ga1 --- 9gau) se define como: C; = 22:1 ¢(ga,), donde el valor
de cada elemento se determina de la siguiente forma:

(

4 (ga = log) \ (ga - eXp)

(0) = 3 (ga = sen) V (g, = cos) (5.3)
2 (9a=/)V (9= /)
1 gq = Otro

\

Por lo tanto, en caso de existir un empate en los valores de aptitud de
dos epigenomas, se conserva siempre aquel con menor valor C;, buscando
priorizar programas con menor complejidad computacional.

5.2 |ALGORITMO EVOLUTIVO MULTI-OBJETIVO

Existe una gran variedad de Algoritmos Evolutivos Multi-objetivo (AE-
MOs) en la literatura. Sin embargo, para este trabajo se requiere utilizar
especificamente un AEMO que utilice funciones de escalarizacién en el pro-
ceso de solucién, dado que el propésito de este trabajo es encontrar alguna
funcién de escalarizacién que sea diferente de las usadas tradicionalmente y
que mejore el desempefio de los AEMOs. Por lo tanto, no se pretende reali-
zar una comparacion exhaustiva entre AEMOs, sino tinicamente entre fun-
ciones de escalarizacion. Consecuentemente, basta con elegir algin AEMO
de este tipo e implementarlo en el cdlculo de aptitud de la Programacion
Genética. No obstante, se buscé utilizar el AEMO que mejor se adecuara a
las necesidades del proyecto.

Dos de los AEMOs que utilizan funciones de escalarizacién més utiliza-
dos en la literatura especializada son el algoritmo evolutivo multi-objetivo
basado en descomposicion (MOEA /D, por sus siglas en inglés) [74] y el al-
goritmo genético basado en un ordenamiento no dominado en su tercera
version (NSGA-III, por sus siglas en inglés) [15, &3].

Existen multiples variaciones del MOEA /D que implementan distintas
funciones de escalarizacién y mecanismos de btisqueda, algunas de las cua-
les han logrado mejorar el desempefio de la propuesta original en determi-
nados tipos de problemas [75, 72, 70, BY, B].

Por otro lado, el NSGA-III es mas reciente y también ampliamente cono-
cido en la comunidad. Sin embargo, no existe un cédigo disponible de parte

A7
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de sus autores que permita replicar los resultados obtenidos en los articu-
los donde el algoritmo fue presentado originalmente, ya que no se trata de
software libre.

Otros dos AEMOs que utilizan funciones de escalarizacién son la me-
taheuristica basada en el indicador R2 para muchos objetivos en su primera
y segunda version (MOMBI y MOMBI-II por sus siglas en inglés, respectiva-
mente). La principal ventaja de estos algoritmos es que estan basados en el
indicador R2, compitiendo en desempefio con algoritmos que estan basados
en indicadores como el hipervolumen pero con un menor costo computacio-
nal. Ademéds, se ha demostrado que logran mejorar los resultados de otros
AEMOs, entre ellos el MOEA /D, en diversos problemas de optimizaciéon
multi-objetivo [29, BT].

MOMBI-II fue el algoritmo elegido para este trabajo, debido a tres razo-
nes principales: tiene un desempefio competitivo con respecto a AEMOs ba-
sados tanto en descomposicién como en indicadores, tiene un costo compu-
tacional bajo comparado con AEMOs que utilizan el hipervolumen y el c6-
digo fuente del algoritmo estd disponible para su uso (https://www.cs.
cinvestav.mx/ “EVOCINV/software/MOMBI-II/MOMBI-II.html).

En la figura Bl se muestra el funcionamiento general de MOMBI-II. El
algoritmo utiliza dos puntos de referencia para realizar una normalizacién
de los valores objetivo obtenidos. Ademads, se utiliza un enfoque de ordena-
miento en rangos de la poblacién basado en el indicador R2, a diferencia de
los algoritmos basados en dominancia de Pareto. Una vez seleccionados los
padres, utilizando el criterio basado en rangos para determinar la calidad
de los individuos, se genera una nueva poblacién. Cada individuo de esta
nueva poblacién es evaluado, normalizado y posteriormente clasificado en
rangos como se ha mencionado previamente. Después se reduce la pobla-
cién eligiendo a los mejores individuos de la unién de la poblacién anterior
y la poblacién actual. Finalmente, se actualizan los puntos de referencia uti-
lizando informacién estadistica de las poblaciones anteriores.

La funcién de escalarizacion utilizada de forma predeterminada por MOM-
BI-II es la funcién ASF, definida como:

wy

ASE(F, @) := méx (—) . (5.4)
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4| Actualizar puntos de referencia |

Figura 5.1: Diagrama del funcionamiento de MOMBI-II.

Sin embargo, en la implementacion se encuentran ademds programa-
das las funciones WSF, CHF, PBI, AASF y ACHF, definidas en el capitulo
anterior, por lo que es posible utilizar cualquiera de estas funciones en la
ejecucion del programa.

5.3 |IMPLEMENTACION PROPUESTA

La implementacién utilizada en este trabajo se compone de la unién de
los dos algoritmos previamente descritos: ELGP y MOMBI-IL. En la figura
B2 se muestra el modo en que se combinan ambos algoritmos: el algoritmo
base es una version modificada de ELGP el cual ejecuta MOMBI-II en el
calculo de aptitud de los individuos.
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Figura 5.2: Diagrama del funcionamiento de la implementacion propuesta para
generar funciones de escalarizacion.

La modificacién principal que se realiz6 al algoritmo de PG es la forma
de calcular la aptitud de los programas. En el algoritmo original se busca en-
contrar la funcién matematica que mejor ajuste un conjunto de datos de en-
trenamiento, es decir que tenga menor error como regla de correspondencia
entre dos 0 mds conjuntos de valores. Sin embargo, en la versién modifica-
da no se busca ajustar valores, sino encontrar una funcién de escalarizacion
que resuelva un Problema de Optimizacién Multi-objetivo (POM). Para ello
se program¢ una version modificada del cdlculo de aptitud, en la cual se
ejecuta MOMBI-II pero proporciondndole la funcién de escalarizaciéon cuyo
desempefio se quiere evaluar.

El pseudocédigo de la funcién utilizada para el cdlculo de la aptitud se
muestra en el algoritmo B. Dada una funcién de escalarizacién, el algoritmo
ejecuta una version modificada de MOMBI-I], la cual utiliza dicha funcién
en el proceso de soluciéon de un POM. Una vez ejecutado MOMBI-II se cal-
cula el hipervolumen del frente de Pareto obtenido y se almacena dicho
valor. Cabe recordar que MOMBI-II es una metaheuristica, por lo que su
comportamiento no es determinista y el resultado que produce varia en ca-
da ejecucion. Por lo tanto, el procedimiento descrito se repite un ntimero n
de veces, especificado por el usuario, buscando que al promediar los n hi-
pervoltmenes obtenidos se obtenga una estimacién del comportamiento de
la funcién de escalarizacion. Este promedio es el que se utiliza como valor
de aptitud de la funcién de escalarizacién; sin embargo, es necesario reali-
zar un ultimo ajuste. ELGP funciona minimizando el valor de aptitud, por

50



5.3. IMPLEMENTACION PROPUESTA

lo tanto, si utilizamos el valor de aptitud como el promedio de los hipervo-
limenes estariamos dando preferencia a funciones que generan frentes con
un menor valor de hipervolumen. Por lo tanto, se asigna como valor final
de aptitud el valor HV,,,, — apt, donde HV,,,, equivale a una cota superior
del hipervolumen establecida por el usuario.

Algoritmo 3 Algoritmo para calculo de aptitud
Entrada: Funcion de escalarizacion f;, Numero de iteraciones n, Archivo

de pardmetros

—_

:apt <0
2: para k < 1 hasta n hacer

3:  PF; < MOMBI2(f)

4 HYV <« Calcular hipervolumen de PF;
5: apt < apt + HV

6: apt < HVipar — apt/n

7: Devolver apt

El pseudocédigo del algoritmo principal se muestra en el algoritmo .
El algoritmo comienza inicializando una poblacion de individuos de forma
aleatoria. Posteriormente se decodifican los genotipos de dicha poblacién
para obtener los fenotipos, es decir, la funcién de escalarizaciéon codificada
en cada individuo. Después se utiliza la funciéon descrita en el algoritmo B
para calcular la aptitud de cada individuo de la poblacién. Posteriormente
se inicia el bucle principal del algoritmo: se seleccionan los pares de padres
a cruzar, se genera una nueva poblacion, se decodifican los genotipos de la
nueva poblacién, se calcula su aptitud y se actualizan los valores utilizados
para fines estadisticos. Después, la nueva poblacién sustituye a la anterior.
Este bucle es ejecutado mientras no se satisfaga alguna de las siguientes
condiciones de paro:

1. Aptitud minima alcanzada por algtin individuo.

2. Namero maximo de generaciones alcanzado.

Si bien MOMBI-II es més rdpido que los AEMOs que utilizan el célcu-
lo del hipervolumen durante el proceso de solucién, el costo computacio-
nal del algoritmo propuesto puede ser considerable, ya que en cada itera-
cién de la programacion genética se calcula el hipervolumen de cada una
de las n soluciones obtenidas para cada individuo de la poblacién. Por
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Algoritmo 4 Algoritmo principal
Entrada: Archivo de parametros

11+ 1

2: Inicializar aleatoriamente poblaciéon P;

3: Decodificar genotipos de F;

4: Calcular aptitud de P;

5: mientras condicion de paro no satisfecha hacer
6: Seleccionar padres de P

7 P! < Generar genotipos de la descendencia de P;
8: Decodificar genotipos de P/

9 Calcular aptitud de P/
10: Actualizar estadisticas
11: P, = Pi/
12: 14+—1+1
13: Devolver P;

lo tanto, se utiliz6 el algoritmo incremental para el calculo del hipervolu-
men propuesto por el Walking Fish Group, el cual es el més veloz conoci-
do en la literatura. Sin embargo, se utiliz6 la versién corregida presenta-
da en [32]. El c6digo fuente de la implementacién utilizada se encuentra
disponible en https://computacion.cs.cinvestav.mx/~abernabe/tesis/
software/ELGP_MOMBI2.zip.

5.3.1 PARAMETROS NECESARIOS

En su version original, ELGP requiere de dos archivos para su ejecucion:
uno con los pardmetros de configuracién y otro con los datos que se buscan
ajustar mediante las funciones generadas. No obstante, como ya se mencio-
nd, en nuestra implementacién no requerimos del conjunto de datos a ajus-
tar, por lo que tinicamente se necesita de los pardmetros de configuracion.
La lista completa de pardmetros se muestra en el apéndice [AT.

De igual forma, MOMBI-II requiere de dos archivos: uno con los para-
metros de configuracion y otro con los valores de los pesos que permitirdan
definir las direcciones de biisqueda en el POM. Debido a que la tinica mo-
dificacién realizada a MOMBI-II es el uso de la funcién de escalarizacion
utilizada se requiere de ambos archivos de configuracién. La lista completa
de parametros del archivo de configuracion se muestra en el apéndice A2
Por otro lado, el archivo de pesos almacena las coordenadas de los vectores
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de pesos, con el nimero de vectores y el tamafio de la dimensionalidad in-
dicados en la primera linea del archivo. En el apéndice [A3 se muestra un
ejemplo.

Consecuentemente, la implementacion final requiere de todos estos pa-
rametros para su ejecucion.

5.3.2 ARCHIVOS GENERADOS

El resultado final de la ejecucion del algoritmo es un conjunto de archi-
vos, cuyo contenido se describe a continuacion:

= best_ind. Contiene estadisticas del mejor individuo encontrado du-
rante la ejecucion del algoritmo.

= data. Contiene estadisticas de la poblacién en cada generacién en for-
ma resumida.

= last_pop. Contiene estadisticas de cada individuo que forma parte de
la dltima poblacién.

= log. Contiene un resumen de los parametros de configuracién utiliza-
dos y estadisticas de la poblacién en cada generaciéon en forma deta-
llada.

5.3.3 REQUERIMIENTOS DE SOFTWARE

ELGP estd implementado en el lenguaje de programacién C++, mientras
que MOMBI-II estd implementado en C, por lo que fue necesario realizar
algunas modificaciones menores para poder integrarlos completamente. El
coédigo final utiliza ambos lenguajes de programacion y fue compilado con
g++ en su version 5.4.

Adicionalmente, ELGP requiere de la biblioteca Eigen [[] para realizar
célculos de dlgebra lineal. En la implementacion utilizada se instal6 la ver-
sién 3.3.7 disponible en http://bitbucket.org/eigen/eigen/get/3.3.7.

tar_ bz2.

5.4 |GENERACION DE NUEVAS FUNCIONES

Utilizando la implementacién descrita en la seccién anterior, realizamos
multiples ejecuciones con distintos parametros de configuracién. Las pri-
meras pruebas realizadas consideraban una generacién completamente a
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cargo de la programacién genética. Es decir, que MOMBI-II utilizaba la fun-
cién generada por ELGP de forma directa. Sin embargo, observamos que al
utilizar el operador de valor absoluto a la funcién generada, el desempefio
de las funciones incrementaba considerablemente. Por lo tanto, en los ex-
perimentos subsecuentes utilizamos dicho operador a todas las funciones
generadas.

En el proceso de soluciéon de MOMBI-II utilizamos distintos problemas
de prueba de la familia DTLZ, definidos formalmente en el siguiente ca-
pitulo, especificamente DTLZ1, DTLZ4 y DTLZ7. El propésito de esto fue
utilizar POMs cuyos frentes de Pareto tuvieran distintas geometrias (lineal,
céncavo y disconexo). Si bien las funciones obtenidas lograban un buen
desemperio en el POM utilizado, esperdbamos encontrar funciones que fue-
ran capaces de “generalizar” su buen desempefio en POMs con distintas
caracteristicas. Por lo tanto, utilizando cada una de las 20 mejores funcio-
nes que devuelve el algoritmo, resolvimos 7 POMs de prueba de la familia
DTLZ. Estos fueron resueltos considerando 2 y 3 objetivos para poder visua-
lizar los frentes de Pareto de forma grafica y, posteriormente, calculamos el
hipervolumen para poder cuantificar el desempefio de las soluciones obte-
nidas.

Por otro lado, consideramos el uso de operadores aritméticos y trigono-
métricos. Sin embargo, observamos que el uso de operadores trigonomé-
tricos alentaba la ejecucion del algoritmo y decrementaba la calidad de las
funciones de escalarizacion generadas.

Dichos experimentos fueron realizados en una computadora con un pro-
cesador Intel Core i5-5200U, con una memoria RAM de 8 GB DDR3 y uti-
lizando el sistema operativo Ubuntu 16.04. Cabe aclarar que el tiempo de
ejecucion del algoritmo fue considerablemente alto, ya que utilizando un
nuamero de generaciones entre 35 y 50, el algoritmo requiere entre 5y 7 dias
para finalizar su ejecucion.

Finalmente, el conjunto de funciones que obtuvieron un mejor desempe-
no y lograron generalizar mejor los POMs de prueba fueron las funciones
obtenidas en el experimento que resolvi6 el problema DTLZ4 con dos obje-
tivos. El punto de referencia utilizado para el cdlculo del hipervolumen fue
el punto (1,1) y HV,j00 = 1.

Las dos mejores funciones de escalarizacion obtenidas fueron las siguien-
tes:

— / /
FAA(S', @) = méx (!31"{ Fu d g —g|> :
v w W*

i i
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- /
FAB(f', W) := méx (|wl _ i f;|> :
[ W;

En el apéndice B se muestran los archivos de configuracién completos
utilizados en este experimento.

5.5 |RESUMEN

En este capitulo presentamos una descripcion de los dos algoritmos prin-
cipales que fueron combinados para la generacién de la implementacién
utilizada para realizar la experimentacion de este trabajo. También se pre-
senta una descripcién del funcionamiento general de dicha implementacion
y de los pardmetros y requerimientos de software necesarios para su ejecu-
cién. Este algoritmo fue utilizado para realizar diversos experimentos, sin
embargo, se proporcionan los pardmetros del experimento principal, ya que
a partir de éste se obtuvieron dos funciones de escalarizacién cuyo desem-
pefio se evalta en el siguiente capitulo.
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VALIDACION EXPERIMENTAL

En este capitulo se describen las herramientas que utilizamos para vali-
dar el desempefio de las funciones de escalarizaciéon generadas mediante la
implementacién descrita en el capitulo anterior. Para ello se resolvieron dis-
tintos Problemas de Optimizacién Multi-objetivo (POMs) de prueba, cada
uno con las funciones cuyo desempefio buscamos evaluar. Posteriormente
se calcularon tres indicadores de las soluciones obtenidas para poder com-
parar los resultados. En la seccién 6.1 se describen los problemas de prueba
resueltos en este proceso de validacion. En la seccién 6.2 se describen los
indicadores utilizados para medir la calidad de las soluciones obtenidas. En
la seccién 6.3 se muestran los resultados obtenidos. Finalmente en la seccién
6.4 se presenta un resumen del capitulo.

6.1 |[PROBLEMAS DE PRUEBA UTILIZADOS

Existen distintas familias de POMs de prueba que son utilizados en el
drea para comparar el desempefio de diferentes Algoritmos Evolutivos Multi-
objetivo (AEMOs). Dos conjuntos de problemas de prueba comtinmente
utilizados son los denominados Deb-Thiele-Laumanns-Zitzler (DTLZ) [19]
y Walking Fish Group (WFG) [35]. Ambas familias de problemas son arti-
ficiales, ya que no modelan problemas del mundo real. No obstante, esto
proporciona algunas ventajas como son: escalabilidad, conocimiento de la
forma y ubicacién exacta del frente de Pareto, menor tiempo de ejecucién y
facilidad de comprensién, implementacién y visualizacion [B0].

Decidimos utilizar estos problemas principalmente porque son escala-
bles a cualquier namero de objetivos y variables, lo cual resulta importante
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para observar el comportamiento de las nuevas funciones de escalarizacién
en problemas con distintas dimensionalidades.

Por otro lado, cabe aclarar que la mayoria de los problemas contenidos
en los conjuntos DTLZ y WFG tienen un frente de Pareto similar a un sim-
plex. Esto puede favorecer el desempefio de un AEMO que utiliza funciones
de escalarizacion, ya que a menudo se utilizan vectores de pesos uniforme-
mente distribuidos sobre un simplex para guiar la busqueda en este tipo de
algoritmos. Por lo tanto decidimos trabajar con la familia de problemas de
prueba I-DTLZ [43], los cuales consisten en una variacioén de los problemas
DTLZ en los que el frente de Pareto se encuentra invertido, por lo que un
AEMO que utiliza funciones de escalarizacién suele tener una degradacion
en la calidad de las soluciones obtenidas en estos problemas [7].

La heuristica MOMBI-II implementa dos de las familias de problemas
de prueba utilizadas (DTLZ y WFG). Por otro lado la familia de problemas
I-DTLZ son una variante de los problemas DTLZ, por lo que su implemen-
tacion en el codigo requirié tnicamente modificar la definicion de dichas
funciones.

A continuacién se define formalmente cada uno de los problemas de
prueba utilizados, asi como una gréfica de su verdadero frente de Pareto en
su version con 3 funciones objetivo.

6.1.1 CONJUNTO DEB-THIELE-LAUMANNS-ZITZLER (DTLZ)

La familia de problemas DTLZ consta de nueve problemas de optimiza-
cién multi-objetivo (DTLZ1-DTLZ9), cuyos frentes de Pareto son conocidos
e incluyen geometrias unifrontales, multifrontales y degenerados. En este
trabajo utilizamos los primeros siete problemas, los cuales carecen de res-
tricciones explicitas e incluyen frentes de Pareto con geometrias multifron-
tales y degeneradas.

DTLZ1

Este problema de prueba es separable, multifrontal y su frente de Pareto
es lineal. Estd definido por la siguiente expresién:

N
Dado 7@ = {x1,.. ., Tm—1,Tm, -, Tp}-
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Minimizar
m—1
(@) =051+ g(7) [
=1
m—j
fimtim—1(Z) = 0.5(1+ g(T) (1 = xmjir) [ ] s,
=1
fm(Z) = 0.5(1 4 g(¥))(1 — x1),
donde:
Yi=1:k = {l‘ma Tm+1y .- - 7$n}a

9(F) =100 |k -+ (3 — 0.5)% — cos(20m(y; — 0.5)) ] ,

=1

sujetoan=m+k—1yux; €[0,1],Vi € {1,...,n}. Se sugiere utilizar k£ = 5.

Figura 6.1: Frente de Pareto de DTLZ1 con 3 funciones objetivo.

DTLZ2

Este problema de prueba es separable, unifrontal y su frente de Pareto
es concavo. Estd definido por la siguiente expresion:

N
Dado @ = {x1, ..., Tm-1,Tm,- -, Tn}.
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Minimizar

m—1

71(7) = (1 + 9(7) [ costain/2),

=1

) (H cos(:wr/Q)) sen(Ty—j+17/2),

i=1

fn(T) = (14 g(¥)) sen(a17/2),

fiz2m1(7) = (1 + g(

<

donde:
Yi=1:k = {xma Tm41y - - - axn}a
k
g(?_j) = Z(yz - 0'5)27
i=1
sujetoa z; € [0,1], Vi € {1,...,n}. Se sugiere utilizar k£ = 10.

Figura 6.2: Frente de Pareto de DTLZ2 con 3 funciones objetivo.

DTLZ3

Este problema de prueba es igual a DTLZ2 exceptuando por la funcién
g, 1a cual lo hace multifrontal. Est4 definido por la siguiente expresién:

Dado 7@ = {z,.

Tl Ty -+ oy T b
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Minimizar
A@) = 1+ 9(D) [] cos(zim/2),

fi=am-1(T) = (14 9(¥)) ( ] COS($¢W/2)> sen(Ty—j417/2),

fn(T) = (14 g(¥)) sen(a17/2),

donde:

Yi=1:k = {:L‘ma Tm+1y .- - 7xn}a

g(y) =100 |k + Z(yz —0.5)2 — cos(20m (y; — 0.5))] ,

sujetoa z; € [0,1], Vi € {1,...,n}. Se sugiere utilizar k£ = 10.

Figura 6.3: Frente de Pareto de DTLZS3 con 3 funciones objetivo.

DTLZ4

Este problema de prueba es separable, unifrontal y con un frente cénca-
vo. Esta definido por la siguiente expresion:

N
Dado @ = {x1, ..., Tm-1,Tm,- -, Tn}.
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Minimizar

fi=am-1(T) = (14 9(¥)) H cos(zi'm/2) | sen(wy,_j1m/2),

donde:
Yi=1:k = {xma Tm41y--- 7xn}7
k
g(?f) = Z(yl - 0'5)27
i=1
sujetoa z; € [0,1],Vi € {1,...,n}. Se sugiere utilizar los pardmetros o = 100
y k = 10.

12 10 08 06,04 02 00 -02

hi

Figura 6.4: Frente de Pareto de DTLZ/ con 3 funciones objetivo.

DTLZ5

Este problema de prueba es unifrontal y degenerado con un frente cén-
cavo. Esta definido por la siguiente expresion:

N
Dado @ = {x1, ..., Tm-1,Tmy- -, Tn}.
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6.1. PROBLEMAS DE PRUEBA UTILIZADOS

Minimizar

m—1

[(Z) =1+ 9(7)) HCOSGW/Q
=1

2

m—j
ficom—1(Z) =1+ 9g(y cos(0%m/2) ) sen(@%_j+17r/2),
=1

f(Z) = (14 g(¥)) sen(077/2),

donde:

Yi=1:k = {xma Tm41y - - an}u

0 T, 1=1

i = 14+29(¥)
ey Y V€123
k

9(7) => (s —05),

=1

m—1}

sujetoa z; € [0,1], Vi € {1,...,n}. Se sugiere utilizar k£ = 10.

Figura 6.5: Frente de Pareto de DTLZ5 con 3 funciones objetivo
DTLZ6

Este problema de prueba es una modificacién de DTLZ5, variando la
funcién g. El problema es unifrontal y degenerado, definido por la siguien-
te expresion:

N
Dado 7@ = {x1, ..., Tm_1,Tm, -, Tp}-
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Minimizar
m—1
A(@) = (4 g(7) [] cosOm/2),
=1
m—j
ficom—1(Z) =1 +9g(y cos(0%m/2) ) sen(0y, ;.17/2),
=1
Ful @) = (1 + g(7)) sen(657/2),
donde:
Yi=1:k = {xmy Tm41y--- an}u
0 T, 1=1
i = 14+29(Y)
2(1+§(%))x1, Vi e {2,3 — 1}
k

9(7) => (s —05),

=1

sujetoa z; € [0,1], Vi € {1,...,n}. Se sugiere utilizar k£ = 10.

== -
05020200
T 05 04 08 0.7 06 05 04,03 02 0.1 0,0 0.0
J ! h

Figura 6.6: Frente de Pareto de DTLZ6 con 3 funciones objetivo.

DTLZ7
Este problema tiene un frente de Pareto disconexo con un total de 2!

regiones de 6ptimos de Pareto en el espacio de busqueda. Esté definido por

la siguiente expresion:

N
Dado 7@ = {x1,.. ., Tm_1,Tmy -, Tp}-
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Minimizar

fi=tm—1(T) = =,
ul®) = (1 9(7) (m Y | sen(?mfm]) 7

=1

donde:

Yi=1:k = {xma Tm41y - - 7xn}7

Figura 6.7: Frente de Pareto de DTLZ7 con 3 funciones objetivo.

6.1.2 WALKING FisH GROUP (WFG)

La familia de problemas WEFG estd compuesta de nueve problemas de
optimizacién multi-objetivo (WFG1-WFG9). En este trabajo utilizamos to-
dos estos problemas para realizar pruebas.

WFG1

Este problema de prueba es separable y unifrontal. Estd definido por la
siguiente expresion:

N
Dado @ = {x1, ..., Tm-1,Tmy- -, Tn}.
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Minimizar
m—1
(7)) =2, +2 H (1 — cos(z;m/2)),
i=1
m—j

ficom-1(T) = xp + 2j (H (1 — cos xz7r/2))> (1 —sen(xp_j117/2)),

=1

Ful®) = 2+ 2m <1 _ gy — Cos(10ma + m))

107

donde:

Ti=1:m—1 =T_sSum {yz k/(m—1)+15 - - - ayik/(mfl)} )
{20 = Dk/(m = 1) +1,..., 2ik/(m — 1)}),
Ty =1_sum ({Ygs1s- - Un} {2(k; +1),...,2n}),
Yi—1.n =b_poly(y;,0.02),
Yierk =Yi
Vi1 =b_flat(y!,0.8,0.75,0.85),
Yierk =2/ (20),
Yo 1 =S_linear(z;/(21),0.35).

Figura 6.8: Frente de Pareto de WFG1 con 3 funciones objetivo.

WFG2
Este problema de prueba es no separable y multifrontal. Esta definido
por la siguiente expresion:
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Dado @ = {x1,..., Tm_1,Tm,- -+, T}
Minimizar
m—1
(@) =2+ 2 [ [ (1 = cos(aim/2)),
i=1

7 (1-— cos(xm/2))> (1 —sen(m—j+17/2)),

— zy cos’(5aym))

donde:
Ti=1:m—1 =Tr_sum ({y(i—l)k/(m—1)+17 v 7yik‘/(m—1)} ) {]-7 ) 1}) )
T =r_sum ({yks1, - Yksipa}, {1, .., 1)),

Yi=1:k :y;>
Yi=k+1:k+1/2 =T_NONSEP ({y;c+2(i—k;)—17 y;c—‘,—Z(i—k)} 72) )

y;:l:k :ZZ/(2Z)7
Yie 1 =S_linear(z;/(21),0.35).

7
: 7 ] A |
L = 5 3
= f = °1 2
| = 5 — =) =
P . ——— 2 =
= = =3 : =3
P 0
il = | ol )
o -
ugs -1 Oﬂ
0 0. -1
- 0, e =
1, L T o A ol ,%0 —
1 - o 3 — 15 05 0.
3 a4 5 2 a A 5
£ s s s 20 1,

Figura 6.9: Frente de Pareto de WFG2 con 3 funciones objetivo.

WFG3
Este problema de prueba es no separable y unifrontal. Esta definido por

la siguiente expresion:

Ty Ty« -+ 3 T b

Dado 7@ = {4, ..
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Minimizar
m—1
A@) =zn+2]]
=1
m—j
f]:2 mfl(?) =Ty + 2.7 ( ('xl)> (1 - xm*j+1) )
i=1
() = 2 + 2m(1 — 1),
donde:

Li=1 =Uj,
Tizg:m—1 =Tm(uw; — 0.5) + 0.5,
Ty, =T_SUM ({yk+1, . 7yk+l/2} AL 1}) ,
w; =1r_SUM({Y—1)k/(m—1)+1, - - - > Yik/(m—1) }5 115 - - -5 1}),
Yi=1:k =y£,
Yi=k+1:k+1/2 =T_NONSEP ({?/1;+2(¢—k)—1a 3/2+2(i—k)} >2) )

Yimra =7/ (20),

Yie 1 =S_linear(z;/(21),0.35).

Figura 6.10: Frente de Pareto de WFG3 con 3 funciones objetivo.

WFG4

Este problema de prueba es separable y multifrontal. Est4d definido por
la siguiente expresion:

N
Dado 7@ = {x1,.. ., Tm_1,Tmy -, Tp}-
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Minimizar
m—1

fi(@) =2 +2 H sen(x;m/2),

m—j

fimom1(T) = & + 27 (H sen(m/z)> (coS(Zm—j117/2)) ,

i=1
Jm(Z) = 2., + 2mcos(z17/2),

donde:

Ti=1:m—1 =T_SuUm ({y(i—l)k/(m—l)—l-la e 7yik/(m—1)} ) {1) SRR 1}) )
T, =r_SUM{ Y1y Unf, {1, 1}),
Yie1m =S_multi(z;/(24), 30,10, 0.35).

Figura 6.11: Frente de Pareto de WFGY con 3 funciones objetivo.

WEFG5
Este problema de prueba es separable y deceptivo. Esta definido por la
siguiente expresion:

Dado 7 = {Z1, .., Tm_1, Tns - - Tp }-
Minimizar
m—1
(7)) =2, +2 H sen(x;m/2),
i=1
m—j
ijQ;m_1<?) = Tm + 2] (H Sel'l(l'iﬂ'/2)> (COS(JIm_j+17T/2)) s
i=1
Jm(Z) = @ + 2mcos(z17/2),
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donde:

Ti=1:m—1 =T_Sum ({y(i—l)k‘/(m—l)-i-la S 7yik/(m—1)} ) {17 SR 1}) )
T =r_sum({Yxs1,- - Unt, {1, ., 1}),
Yie1m =S_multi(z;/(27), 30,10, 0.35).

==

Figura 6.12: Frente de Pareto de WFGS con 3 funciones objetivo.

WFG6
Este problema de prueba es no separable y unifrontal. Esta definido por
la siguiente expresion:

Dado 7 = {Z1,. ., Tm_1, Ty -+ Tp}-
Minimizar
m—1
[(Z) =2, +2 H sen(x;m/2),

i=1

m—j
szgzm_1<i’)) = Tm + 2] <H sen(mm/Z)) (cos(xm_j+17r/2)) s

i=1

Jin(T) = 2, + 2m cos(a17/2),
donde:

Tiztom-1 =r_n0onsep ({Ya-1k/mm-1)+15 - > Yikyem-1) } » K/ (m = 1))
T =r_nonsep({Yxs1,---Ynt, 1),
Yi1:k =2/ (21),
Yiekr1m =S_linear(z;/(2i),0.35).
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Figura 6.13: Frente de Pareto de WFG6 con 3 funciones objetivo.

WFG7

Este problema de prueba es separable y unifrontal. Estd definido por la
siguiente expresion:

Dado @ = {Z1, ..., Zm-1,Tims- - T} ¥ 2 = {21, o 2k, Tht1s - - -5 Zn )}
Minimizar
m—1
(7)) =2, +2 H sen(z;7/2),
i=1

Fizom1(T) = @ + 27 <H sen(m/z)> (cos(m_j17/2)),

=1

Jn (@) = 20, + 2m cos(z17/2),

donde:

Ti=1:m—1 =T_Sum ({y(ifl)k/(mfl)+1> e 7?Jik/(m71)} ) k‘/(m - 1)) )
Ty =r_sum({Yrs1, - Unt, {1, ..., 1}),
Yietke =Y,
Yieks1:n =S_linear(y;, 0.35),
Vi1 =b_param(z;/(2i), r_sum({z;41/2(i + 1),. .., 2,(2n)},
(1....,1}), 2% 0.02, 50),

) 49.087
Yimki1m =2i/ (20).
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Figura 6.14: Frente de Pareto de WFG7 con 3 funciones objetivo.

WFGS

Este problema de prueba es no separable y unifrontal. Esta definido por
la siguiente expresion:

Dado @ = {Z1, .., Zm—1, Ty, T} ¥ 2 = {21, o 2k, Thtds - - s Zn )}
Minimizar
m—1
[i(@) =2 +2 H sen(x;m/2),

i=1

m—j
fj:2:m—1<?) = Tm + 2] <H sen(xm/2)> (COS(‘%‘m_j+17T/2)) s

i=1

Jm(Z) = 2., + 2mcos(z17/2),
donde:

Tictam—1 =r_sum ({Y—1)e/om-1)+1, - - - Yir/em—1) } - {1, - .-, 1})
T, =r_SUm{ Y1y Unf, {1, ., 1}),
Yie1:k =Y
Yiekr1:n =S_linear(y., 0.35),
Yim1 =%/ (21),
Vi g1 =b_param(z;/(2¢),r_sum({z1/2, ..., zi_1/(2(i — 1)},
{1,...,1}), 2% 0.02,50).

1 19.987

-~
[\
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Figura 6.15: Frente de Pareto de WFGS8 con 3 funciones objetivo.

WFG9

Este problema de prueba es no separable, multifrontal y deceptivo. Est4
definido por la siguiente expresion:

Dado @ = {Z1, .., Tm—1, Ty, Tn} ¥ 2 = {21, o 2k, Thtds - - -5 Zn )}
Minimizar
m—1
[(Z) =2, +2 H sen(x;m/2),

i=1

m—j
szg:m_1<i’)) = Tm + 2] (H sen(xm/2)> (COS(‘%‘m_j+17T/2)) s

i=1

Jm(Z) = 2., + 2mcos(z17/2),
donde:

Tiztm-1 =r_nonsep ({ya-1k/m-1)+1, - Yirjm-n |, K/ (m = 1)) ,
T, =r_nonsep({Yk+1s- - Ynt, 1),
Yi—1. =S_decept(y;,0.35,0.001, 0.05),
Yiekr1:n =S_multi(y;, 30,95,0.35),
Y11 =b_param(z;/(2i),r_sum({zi41/(2(i + 1)),...,2./(2n)},
{1,...,1}), 22 0.02, 50),

) 19.08"
Y, = z,/(2n).
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Figura 6.16: Frente de Pareto de WFG9 con 3 funciones objetivo.

6.1.3 I-DTLZ

La familia de problemas I-DTLZ es una modificacién de los problemas
DTLZ. La idea de proponer esta modificacion es generar formas distintas
del frente de Pareto de cada problema modificando su forma general como
sigue:

Minimizar {—f;(7), — fo(Z), ..., fm(Z)}.
sujeto a” € X

El resultado que se obtiene es un frente de Pareto invertido, aunque al-
gunas otras propiedades de los problemas originales pueden cambiar.

Como se sefiala en [#1], los AEMOs que utilizan vectores de pesos como
puntos de referencia tienen un deterioro en su desempefio al cambiar la for-
ma de los frentes de Pareto de los conjuntos DTLZ y WFG. Esto es evidencia
de que estos algoritmos funcionan mejor con frentes de Pareto regulares y
simétricos.

Figura 6.17: Frente de Pareto de IDTLZ1 con 3 funciones objetivo.
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.2
0200 07 ,
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12 10 08 o.sfw 02 00 -02
1

Figura 6.18: Frente de Pareto de IDTLZ2 con 3 funciones objetivo.

12 10 08 06,04 02 00 -0~

h

Figura 6.19: Frente de Pareto de IDTLZS3 con 3 funciones objetivo.

.2
02 00 02 4

10
2

: 0 -02
4f 06 08 10 4,1 12 10 08 o.efcm 02 00
2 1

Figura 6.20: Frente de Pareto de IDTLZ) con 3 funciones objetivo.




CAPITULO 6. VALIDACION EXPERIMENTAL

Figura 6.22: Frente de Pareto de IDTLZ6 con 3 funciones objetivo.

€
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Figura 6.23: Frente de Pareto de IDTLZ7 con 3 funciones objetivo.

6.2 ‘INDICADORES DE DESEMPENO

Un indicador de desempefio evalia la calidad de una aproximacién de
un frente de Pareto cuantificando aspectos como convergencia o diversidad
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de las soluciones obtenidas. Uno de los principales usos de los indicadores
de desemperio es el de comparar el comportamiento de distintos optimiza-
dores. No obstante, existe una tendencia en el drea a incorporar indicadores
en el proceso de buisqueda de estos algoritmos [32]. En este trabajo utiliza-
mos tres indicadores de desempefio para comparar la calidad de las solucio-
nes obtenidas con las distintas funciones de escalarizacién: hipervolumen,
energia-s y cobertura de conjuntos.

6.2.1 HIPERVOLUMEN

Elindicador de hipervolumen (HV'), también llamado métrica S fue pro-
puesto por Zitzler en [/6]. Este indicador determina el tamafio de la porcién
del espacio objetivo que es dominada por las soluciones de un conjunto da-
do, acotado por un punto de referencia zZ € R™.

Este indicador es estrictamente monétono con respecto a la dominancia
de Pareto. Esto implica que el frente de Pareto de un POM tiene el méximo
valor posible de hipervolumen en comparacién con cualquier aproximacién
de dicho frente, las cuales tendrdn un valor menor del indicador. Dado un
conjunto de aproximacién A y un punto de referencia 7z, el hipervolumen
se define formalmente como sigue

HV(A,Z) =L (Ugea{d'|d = < 7Z})

donde L(-) denota la medida de Lebesgue de un conjunto [5]. Para poder
realizar la comparacién entre dos conjuntos de aproximacién es necesario
que se realice el calculo del hipervolumen utilizando el mismo punto de
referencia 7. A su vez, dicho punto de referencia debe ser dominado por
todos los puntos del conjunto cuyo hipervolumen se calcula. Por lo tanto,
es comun construir el vector Z con los peores valores esperados en cada
funcién objetivo, o con los peores valores de cada funcién obtenidos en los
conjuntos a comparar.

6.2.2 ENERGIA-S

El indicador de energia-s ((£),) propuesto en [?8] permite cuantificar la
distribucion de las soluciones de un conjunto de aproximacién A mediante
la siguiente expresion

E(A) = llas —al| %,

i#]
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donde s > 0 es un pardmetro fijo. Este indicador se utiliza para discretizar
una variedad en distintas dimensiones, ya que su minimizacién conduce a
una distribucién uniforme de los puntos en A cuando s > m — 1.

6.2.3 COBERTURA DE CONJUNTOS

Este indicador fue propuesto por Zitzler en [77] y permite comparar dos
conjuntos utilizando como métrica el ntimero de soluciones dominadas en
cada uno de ellos. Dados dos conjuntos de aproximacion distintos A y B, el
indicador de cobertura C(A, B) calcula el porcentaje de soluciones en B que
son débilmente dominados por las soluciones de A. Formalmente, se define
como sigue

_{lbeBj3ac A:a=Xb}
B '

C(A, B)

El valor C(A, B) = 1 implica que todos los elementos de B son débil-
mente dominados por elementos de A, lo cual se puede interpretar como
que el conjunto de aproximacién B es “cubierto” por A. Por otro lado, el
valor C(A, B) = 0 implica que ninguno de los elementos de B es dominado
por elementos de A. En general, al utilizar este indicador de desempefio es
necesario calcular tanto C(A, B) como C(B, A), ya que las intersecciones de
ambos conjuntos pueden no ser vacias.

6.3 |RESULTADOS

La validacién de las funciones de escalarizacién generadas se llevo a ca-
bo resolviendo los 23 problemas de prueba previamente descritos (DTLZ1-
DTLZ7, WFG1-WFG9 y IDTLZ1-IDTLZ?). Cada uno de estos se resolvié pa-
ra 2, 3,4, 5, 6 y 10 funciones objetivo, generando un total de 138 problemas
resueltos. Esto con el fin de observar la escalabilidad de las funciones de es-
calarizacion. Para resolver cada problema se utiliz6 la heuristica MOMBI-II,
variando tnicamente la funcién de escalarizacién utilizada. Esto es debido
a que no se pretende comparar el comportamiento de dos o mds AEMOs,
sino tnicamente el impacto que tiene la funcién de escalarizacién en la cali-
dad de las soluciones obtenidas. Las pruebas que realizamos consideraron
tres funciones de escalarizacion: ASF, F4A y F4B. La funcién utilizada por
defecto en MOMBI-II es ASF, por lo que fue el punto de comparacién que
utilizamos para medir el desempefio de las otras dos funciones, las cuales
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fueron generadas mediante la implementacion descrita en el capitulo ante-
rior. Para cada uno de los problemas mencionados se realizaron 30 ejecu-
ciones de MOMBI-II para obtener 30 conjuntos de aproximacién del frente
de Pareto de cada problema. Para cada una de éstas realizamos el calculo
de los tres indicadores de desempefio previamente descritos y obtuvimos el
valor promedio y varianza de cada indicador. Adicionalmente, utilizamos
la prueba de suma de rangos de Wilcoxon para determinar si las distribu-
ciones de cada funcién probada son idénticas o distintas con un intervalo
de confianza de 95 %.

En esta secciéon presentamos los resultados obtenidos para cada uno de
estos indicadores en los problemas de prueba. Las tablas completas de cada
indicador en funcién del nimero de objetivos se muestran en el apéndice [,
mientras que las tablas con los valores-p de la prueba de suma de rangos de
Wilcoxon se encuentran en el apéndice E.

6.3.1 HIPERVOLUMEN

Para realizar el cdlculo del hipervolumen se utiliz6, para cada problema,
el punto de referencia generado por las peores coordenadas obtenidas de
la unién de todos los conjuntos de aproximacién obtenidos. En el apéndi-
ce 0 se muestran los puntos de referencia utilizados para cada problema.
En las figuras y BZ23 se muestra graficamente el nimero de problemas
mejorados por cada funcién en términos del nimero de objetivos y la fa-
milia de problemas de prueba. Decimos que una funcién de escalarizacién
mejora el desempefio de otra cuando mejora tanto el valor promedio de
hipervolumen como el valor dado por la prueba de suma de rangos de Wil-
coxon usando un nivel de significancia del 5 %. Por otro lado, los problemas
que se muestran con un comportamiento similar son aquellos en los que a
pesar de haber una funcién con un mejor desempefio en el promedio, di-
cho valor no es respaldado por la prueba de Wilcoxon. Considerando los
23 problemas de prueba en las 6 dimensiones que se probaron, la funcién
ASF mejor6 el desempefio de 29.71 % de los problemas con respecto a F4A.
De forma analoga, F4A mejor6 el desempefio de 36.23 % de los problemas
con respecto a ASF. E1 34.06 % restante son problemas en los que el compor-
tamiento de ambas funciones es similar. En el caso de la funcion F4B, ésta
mejord 55.07 % de los problemas con respecto a ASF. Andlogamente ASF
mejord 7.25 % de los problemas con respecto a F4B. Los problemas en los
que las funciones se comportaron de forma similar representan el 37.68 %.
A partir de estos datos podemos observar que el comportamiento de F'4A
en los problemas DTLZ y WFG es similar al de ASF, aunque logra mejo-
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rar considerablemente en los problemas IDTLZ. Por otro lado, la funcién
F4B logra mejorar el desempefio de ASF' en la mayoria de los problemas
utilizados. No obstante, en ambas comparaciones se puede observar que el
desempefio de las funciones se deteriora conforme aumenta el niimero de
objetivos en los problemas de prueba.

45

4
a5
3
w25
-
E 2
o
15
1
05
0
2 3 4 5 6 10
7
6 —_—
5
4
£
S 3
2
) k
0
2 3 4 5 6 10
8
7
6
5
i
'_
a 3
2
. L]
0
2 3 4 5 6 10

Numero de objetivos

BASF EF4A OComportamiento similar

Figura 6.24: Comparacion de problemas mejorados por las funciones F4A y
ASF en relacion a la familia de problemas de prueba y el nimero de objetivos
usando el indicador de hipervolumen.
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Figura 6.25: Comparacion de problemas mejorados por las funciones F4B vy
ASF en relacion a la familia de problemas de prueba y el nimero de objetivos
usando el indicador de hipervolumen.

6.3.2 ENERGIA-S

En las figuras y B2Z7 se muestra graficamente el namero de proble-
mas mejorados por cada funcién en términos del ntimero de objetivos y la
familia de problemas de prueba. El criterio para determinar si una funcién
de escalarizacion mejora el desempefio de otra es el mismo que el utilizado
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para el indicador de hipervolumen. La tinica diferencia al respecto es que
en este indicador se considera como una mejora al valor més pequefio, ya
que la minimizacién de este indicador implica una mejor distribucién de
los puntos en el espacio objetivo. Considerando los 23 problemas de prueba
en las 6 dimensiones que se probaron, la funcién ASF mejoré el desempe-
fio de 12.32 % problemas respecto a F4A. De forma andloga, F4A mejoré el
desempefio de 21.74 % problemas respecto a ASF. El 65.94 % restante son
problemas en los que el comportamiento de ambas funciones es similar. En
el caso de la funcion F4B, ésta mejor6 18.84 % de los problemas con respecto
a ASF. Analogamente, ASF mejor6 4.35 % de los problemas con respecto a
F4B. Los problemas en los que las funciones se comportaron de forma si-
milar representan el 76.81 %. Usando este indicador podemos observar que
las mejoras son menos significativas que usando el indicador de hipervolu-
men. Ademads, en este caso la funcién F'4A obtiene un porcentaje de mejora
mayor al de la funcién F'4B. Por otro lado, podemos observar la misma
tendencia a deteriorar su desemperfio conforme aumenta el ntimero de fun-
ciones objetivo.
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Figura 6.26: Comparacion de problemas mejorados por las funciones F4A y
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Figura 6.27: Comparacion de problemas mejorados por las funciones F/B y
ASF en relacion a la familia de problemas de prueba y el nimero de objetivos
usando el indicador de energia-s.

6.3.3 COBERTURA DE CONJUNTOS

En la figura se muestra el promedio de los porcentajes de mejora
obtenidos por cada funcién de escalarizacion. Como se puede observar, el
desemperio de las tres funciones es bastante similar, ya que aunque existe
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Figura 6.28: Comparacion de funciones F4A, F4B y ASF en funcion del ni-
mero de objetivos usando el indicador de cobertura de conjuntos.

una ligera mejora en el porcentaje de puntos de ASF dominados por F'4A
y F'4B, la fraccién de puntos dominados en el sentido contrario es bastante
similar. Por lo tanto, no es posible asegurar que la convergencia de alguna
de las funciones mejore de forma evidente al de las demds. Por otro lado,
una vez mas es claro que existe una tendencia al aumentar el ntiimero de
objetivos. Sin embargo, este comportamiento es esperable utilizando este
indicador, ya que, conforme se aumenta la dimensionalidad del espacio ob-
jetivo probabilisticamente se vuelve menos comtn que un punto domine a
otro.

6.4 |RESUMEN

En este capitulo se describieron los elementos necesarios para llevar a
cabo la validacién experimental de las nuevas funciones F'4A y F4B. Adi-
cionalmente, se describié la metodologia llevada a cabo para realizar dicha
validacién, asi como los resultados obtenidos al utilizar los indicadores de
hipervolumen, energia-s y cobertura de conjuntos para medir la calidad de
convergencia y distribucién de puntos logrados por las funciones evalua-
das. El andlisis de los datos muestran que la funcién F'4A tiene un desem-
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pefio cuantitativamente similar al de ASF' en la solucién de los problemas
de prueba utilizados, a pesar de la clara diferencia en su definicién. Por otro
lado, la funcién F'4B logra mejorar la mayoria de problemas de prueba con
respecto a ASF. Cabe hacer notar que ambas funciones logran una mayor
mejora en el indicador de hipervolumen que en el de energia-s o en el de
cobertura de conjuntos. Esto sugiere que la mejora de desempefio observa-
da se debe mds a una mejor convergencia en los frentes de Pareto obtenidos
que a una mejor distribucién de las soluciones (aunque ésta también se ve
mejorada ligeramente).
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CONCLUSIONES Y TRABAJO
FUTURO

En este trabajo utilizamos distintas técnicas para lograr la generacién
automatica de funciones de escalarizacion, utilizadas en la solucién de pro-
blemas de optimizacién objetivo.

Uno de los productos de este trabajo es la implementacién de softwa-
re que permite dicha generacién. Esta implementacion utiliza un algoritmo
de Programacion Genética (ELGP) para la creaciéon de nuevas funciones y
un algoritmo evolutivo multi-objetivo (MOMBI-II) para la validacién de las
funciones creadas. El resultado es un algoritmo que permite la generacién
de distintas funciones de escalarizacion de forma automatica. Una vez ob-
tenida la implementacién de dicho algoritmo realizamos distintos experi-
mentos para obtener funciones de escalarizaciéon que tuvieran un compor-
tamiento similar al de las funciones de escalarizaciéon comtnmente usadas
en la literatura. En estas ejecuciones se utilizaron distintos parametros para
observar el comportamiento de las funciones de escalarizaciéon obtenidas.
Algunos de los pardmetros probados mas relevantes fueron los siguientes:
caracteristicas del problema de optimizacién multi-objetivo de prueba re-
suelto por MOMBI-II (ntimero de objetivos y geometria del frente de Pareto
del problema de prueba) y el tipo de operadores permitidos en el proceso
de generacion de las funciones (aritméticos o trigonométricos). A partir de
las multiples pruebas realizadas obtuvimos distintas funciones de escala-
rizacién. Posteriormente comparamos su desempefio usando una serie de
problemas de prueba para observar si lograban generalizar el desempefio
obtenido durante el proceso de generacion a distintos problemas. De las
pruebas obtenidas observamos que el mejor desempefio se obtuvo con los
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pardmetros mostrados en el apéndice B. Ademds, observamos que la apli-
cacién del operador de valor absoluto a las funciones generadas es funda-
mental para mejorar su desempefio.

Un segundo resultado de este trabajo son las dos funciones de escalari-
zacion (F'4A y F4DB) obtenidas en una de las multiples ejecuciones realiza-
das, especificamente la ejecucion utilizando los parametros mencionados.
Dichas funciones fueron evaluadas experimentalmente para comparar su
comportamiento en un conjunto de problemas de optimizacién multi-obje-
tivo de prueba en comparacion con la funcién de escalarizaciéon ASF.

Uno de los comportamientos observados en dicha validacién es que el
desempefio de las funciones de escalarizacién se deteriora conforme au-
menta el nimero de objetivos en los problemas de optimizacién multi-obje-
tivo. Sin embargo, este comportamiento puede explicarse con el pardmetro
de nimero de evaluaciones utilizado para resolver los problemas, el cual
permanecio fijo en todos los problemas de prueba.

Con los datos obtenidos en la validacion experimental realizada pode-
mos observar que la funciéon F'4A logra un desempefio similar al de ASF,
mientras que F'4B logra mejorar el desempefio de ASF. A partir de esto,
podemos afirmar que la hipétesis inicial es correcta: es posible utilizar Pro-
gramacion Genética para la generaciéon automatica de funciones de escalari-
zacién que sean competitivas respecto a funciones comtinmente utilizadas
en la literatura.

Como trabajo futuro existen diversas posibilidades ya que, hasta donde
tenemos conocimiento y de acuerdo a la revisién de la literatura realizada,
no existen trabajos en el drea que hayan utilizado un enfoque similar para
la generacion de nuevas funciones de escalarizacion.

En primer lugar se pueden realizar ejecuciones de la implementaciéon
propuesta utilizando un mayor namero de iteraciones, ya que en los ex-
perimentos realizados se realizaron un maximo de 50 iteraciones. La razén
principal de esto es el alto costo computacional del programa, pero consi-
deramos probable que aumentando el niimero de iteraciones puedan obte-
nerse mejores funciones de escalarizacion.

Por otro lado, se puede explorar el uso de distintos operadores mate-
maticos para formar las funciones, ya que en los experimentos realizados
utilizamos principalmente operadores aritméticos. Adicionalmente, realiza-
mos un experimento con operadores trigonométricos. Sin embargo, debido
al mayor costo computacional de este tipo de operadores utilizamos un me-
nor nimero de iteraciones, y la aptitud de las funciones generadas result6
menor que la obtenida con operadores aritméticos.

Otra posibilidad es utilizar la solucién de un problema de optimizacién




multi-objetivo distinto en el proceso de validar las funciones generadas au-
toméaticamente. En la mayoria de los experimentos realizados utilizamos el
problema DTLZ4 con 3 objetivos para verificar la calidad de cada funcién.
También realizamos experimentos con el problema DTLZ7. Sin embargo,
observamos que las funciones obtenidas tenian una sobreespecificacion, por
lo que no generalizaban correctamente a problemas con frentes de Pareto
con distintas geometrias. No obstante, queda abierta la posibilidad de uti-
lizar un problema distinto o un niimero distinto de objetivos para intentar
mejorar el decremento de desempefio al aumentar el nimero de objetivos.

Finalmente, es posible modificar la implementacion para la generaciéon
de otros elementos utilizados por distintos algoritmos evolutivos multi-
objetivo. Por ejemplo, se podria utilizar para la busqueda de nuevos indi-
cadores de desempefio que permitan cuantificar la calidad de los frentes de
Pareto obtenidos.
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PARAMETROS DE CONFIGURACION

A.1 ‘PARAMETROS DE CONFIGURACION DE ELGP

Pardmetro

Valor

predeterminado

Descripcion

Pardmetros generales

g

100

Ntmero de generaciones

popsize

500

Tamafio de poblacion

limit_evals

0

Limite de evaluaciones en lugar de nu-
mero de generaciones

max_evals

0

Numero maximo de evaluaciones

Pardmetros de generacion

sel

1

Tipo de seleccién: (1) torneo, (2) crow-
ding deterministico, (3) Seleccién lexico-
gréfica 4: algoritmo de edad-aptitud

PS sel

Criterios para superviven-

cia: (1) edad+aptitud, (2)
edad+aptitud+generalidad, (3)
edad+aptitud+complejidad, (4) ap-
titudes de clases, (5) aptitudes de cla-
ses + edad

tourn_size

Ntmero de individuos por torneo

rt_rep

Porcentaje de reproduccion

rt_cross

0.8

Porcentaje de cruza
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rt_mut 0.2 Porcentaje de mutacion
Cross 3 Tipo de cruza: (1) ultra, (2) un punto,
(3) subarbol
mutate 2 Tipo de mutacién: (1) mutacién de un
punto, (2) mutacién de subérbol
cross_ar 0.025 Porcentaje de alternaciéon en cruza
(Gnicamente para ultra)
mut_ar 0.025 Porcentaje de alternacién de muta-
cion
align_dev 0 Agregar desviacion de alineacién
gaussiana a la cruza
elitism 0 Conservar al mejor individuo en cada
generacion
stop_condition 1 Terminar la ejecucién cuando aptitud
<le-6
init_validate_on 0 Validacién inicial de aptitud de la

poblacién inicial

Pardmetros de datos

train 0 Dividir conjunto de datos en subcon-
juntos de entrenamiento y validacion
train_pct 0.5 Porcentaje de datos usados para en-

trenamiento

shuffle_data 0 Barajar conjunto de datos antes de
seleccionar subconjuntos de entrena-
miento y validacion

pop_restart 0 Reiniciar ejecucion a partir de una

poblacién previa

pop_restart_path

“”sr

Ruta del archivo con la poblacién
usada para reiniciar ejecucion

Pardmetros de resultados

resultspath

‘“”rr

Ruta en la que se almacenan los resul-
tados

print_every_pop 0 Almacenar en un archivo la poblacion
de cada generacion
print_genome 0 Imprimir genoma para visualizacién
en paraview
print_novelty 0 Imprimir ntimero de vectores de sali-

da tnicos
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print_homology 0 Imprimir homologia genética en los
programas
num_log_pts 0 Ntmero de puntos de registro a im-

primir (0 imprime cada generacién)

Pardmetros de clasificacion

classification 0 Define un problema de clasificacion

en lugar de uno de regresion
class_bool 0 Interpreta etiquetas de clases como

la conversion bit-string de una pila
booleana

class_m3gp 0 Utiliza aptitud de clasificacién basada
en distancia mahalanobis

class_prune 0 Poda las dimensiones del mejor indi-

viduo en cada generacion

Informacion del problema

intvars none Variables en el archivo de datos a uti-
lizar en los programas
cvals none Semilla para la poblacién inicial con
determinados valores constantes
seeds none Semilla para soluciones parciales p.e.
(x+y)
AR 0 Incluir variables de salida auto-
regresivas
AR _n 1 Orden de auto-regresion
AR_lookahead 0 Predice tinicamente una salida ade-
lantada
ERC 1 Constantes aleatorias efimeras
ERCints 0 Hace que las variables de ERC sean
enteros en lugar de floats
maxERC 1
minERC -1
numERC 1
Pardmetros de aptitud
fit_type 1 Tipo de aptitud: (1) error absoluto
medio, (2) corr, (3) combo, (4) VAF
norm_error 0 Normalizar error considerando la

desviacién estandar de los datos obje-
tivo
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max_fit 1.00E+20 | Aptitud méxima posible
min_fit 1.00E-20 | Aptitud minima posible
estimate_fitness 0 Coevolucionar estimadores de apti-
tud
FE_pop_size 0 Tamafio de poblacién del estimador
de aptitud
FE_ind_size 0 Ntmero de casos de aptitud para el
estimador de aptitud
FE_train_size 0 Tamafio de la poblacién de entrena-
miento
FE_train_gens 0 Ntmero de generaciones entre selec-
ciones de entrenamiento
FE_rank 0 Usar rango para estimador de aptitud
en lugar de error
estimate_generality 0 Estimar qué tan bien generalizan las
soluciones utilizando la porcién de
validacién del estimador de aptitud
G_sel 0 Tipo de aptitud a utilizar en el test de
generalidad
G_shulffle 0 Barajar datos cada generaciéon
op_list nv +-*/ | Operadores disponibles:nv +-* /
sin cos log exp sqrt = ! «= »= if-then
if-then-else &
weight_ops_on 0 Ponderar operadores
op_weight empty | Ponderacién de cada operador espe-
cificado en op_list
min_len 3 Longitud minima del programa
max_len 20 Longitud méxima del programa
max_len_init max_len | Especificar una longitud méxima dis-
tinta para la poblacién inicial
init_trees 0 Inicializar genotipos como arboles
sintdcticamente validos en lugar de
pilas aleatorias
complex_measure 2 Medida de complejidad: (1) tamafio

de genotipo, (2) tamarfio simbélico, (3)
tamarfio efectivo de genotipo

Pardmetros de Hill-climbing
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pHC_on 0 Utilizar hill-climbing en cada genera-
cién
pHC _its 1 Ntmero de iteraciones
Pardmetros epigenéticos
eHC_on 0 Hill-climbing epigenético
eHC _its 1 Numero de iteraciones
eHC_prob 0.1 Probabilidad de cambiar un gene
eHC_init 0.5 Porcentaje de genes expresados en
genotipos iniciales
eHC_slim 0 Minimizar evaluaciones de punto
tanto como sea posible
eHC mut 0 Realizar mutacién en lugar de hill-

climbing

Pardmetros del archivo de Pareto

prto_arch_on 0
prto_arch_size 20
Modelo de islas
islands 0 Usar multiples poblaciones de islas,
una por nucleo
island_gens 100 Ntumero de generaciones antes de
revolver las poblaciones de las islas
Pardmetros de casos léxicos
lexpool 1 Fraccion de poblacion a usar en even-
tos de seleccién por casos 1éxicos
lex_class 0 Usar aptitudes de clases distintas co-
mo casos en un problema de clasifica-
cion
lex_metacases none Especificar casos adicionales para se-
leccién. Opciones: edad, complejidad
lex_eps_std 0 Utilizar casos léxicos épsilon con eps
= desviacion estandar del error
lex_eps_error 0 Utilizar casos léxicos épsilon con ép-
silons basados en error
lex_eps_target 0 Utilizar casos léxicos épsilon con ép-
silons basados en objetivo
lex_eps_target_mad 0 Utilizar casos léxicos épsilon con des-

viacion media absoluta (basados en
objetivo)
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lex_eps_error_mad 0 Utilizar casos léxicos épsilon con des-
viacion media absoluta (basados en
error)
lex_epsilon 0.1 Valor de épsilon (ignorado para ver-

siones mad y std)

A.2 |PARAMETROS DE CONFIGURACION DE MOMBI-II
Parametro | Descripcién

seed Ruta de archivo con semillas para el generador de ntimeros
nobj Ntuimero de funciones objetivo

nvar Ntuimero de variables de decision

nvar_wfg | Nimero de variables de decisién para funciones WFG

npos Numero de pardmetros relacionados a posiciéon

psize Tamafio de poblacién

pc Probabilidad de cruza
pm Probabilidad de mutacién
nc Indice de distribucién de cruza (cruza SBX)
nm Indice de distribucién de mutacién (mutacién real polino-
mial)

feval Ntmero méximo de evaluaciones de funcién

time Tiempo méximo de ejecucion

tithess | Aptitud méxima

output | Ruta de directorio de salida
plot Grafica para 2 y 3 objetivos: (0) deshabilitado, (1) iterativo,

(2) al final

debug | Habilitar depuracion

term Tipo de terminal en Gnuplot (wxt, x11, etc.)

wfile Ruta de archivo con vectores de pesos

utility Funcioén de escalarizaciéon para MOEA /D

A.3

# 105 3

EJEMPLO DE ARCHIVO DE PESOS PARA MOMBI-II

1.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

3 9.230769e-01 7.692308e-02 0.000000e+00
4+ 9.230769e-01 0.000000e+00 7.692308e-02
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WWWWwWwwWwwwwwwwwwwdbdr bbb PO ooooooro OO0 00O oo OO NN NN W o

.461538e-01
.461538e-01
.461538e-01
.692308e-01
.692308e-01
.692308e-01
.692308e-01
.923077e-01
.923077e-01
.923077e-01
.923077e-01
.923077e-01
.153846e-01
.153846e-01
.153846e-01
.153846e-01
.153846e-01
.153846e-01
.384615e-01
.384615e-01
.384615e-01
.384615e-01
.384615e-01
.384615e-01
.384615e-01
.615385e-01
.615385e-01
.615385e-01
.615385e-01
.615385e-01
.615385e-01
.615385e-01
.615385e-01
.846154e-01
.846154e-01
.846154e-01
.846154e-01
.846154e-01
.846154e-01
.846154e-01
.846154e-01
.846154e-01
.076923e-01
.076923e-01
.076923e-01
.076923e-01
.076923e-01
.076923e-01

W WL OO NP, NWWPLE OO NP, NWWLE OO NEFELNWWPLPONEPLNWWONEPL,LNWONRE,NO-SNHR

.538462e-01
.692308e-02
.000000e+00
.307692e-01
.538462e-01
.692308e-02
.000000e+00
.076923e-01
.307692e-01
.538462e-01
.692308e-02
.000000e+00
.846154e-01
.076923e-01
.307692e-01
.538462e-01
.692308e-02
.000000e+00
.615385e-01
.846154e-01
.076923e-01
.307692e-01
.538462e-01
.692308e-02
.000000e+00
.384615e-01
.615385e-01
.846154e-01
.076923e-01
.307692e-01
.538462e-01
.692308e-02
.000000e+00
.153846e-01
.384615e-01
.615385e-01
.846154e-01
.076923e-01
.307692e-01
.538462e-01
.692308e-02
.000000e+00
.923077e-01
.153846e-01
.384615e-01
.615385e-01
.846154e-01
.076923e-01

WWNFE, NOOU P WWNRE, NOO P WWNRE,NOPWWNRE, NOWWNE, NOWNRE,NONMRE NORFRNO

.000000e+00
.692308e-02
.538462e-01
.000000e+00
.692308e-02
.538462e-01
.307692e-01
.000000e+00
.692308e-02
.538462e-01
.307692e-01
.076923e-01
.000000e+00
.692308e-02
.538462e-01
.307692e-01
.076923e-01
.846154e-01
.000000e+00
.692308e-02
.538462e-01
.307692e-01
.076923e-01
.846154e-01
.615385e-01
.000000e+00
.692308e-02
.538462e-01
.307692e-01
.076923e-01
.846154e-01
.615385e-01
.384615e-01
.000000e+00
.692308e-02
.538462e-01
.307692e-01
.076923e-01
.846154e-01
.615385e-01
.384615e-01
.153846e-01
.000000e+00
.692308e-02
.538462e-01
.307692e-01
.076923e-01
.846154e-01
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0000000 ONNNNSNNSNSNSNSNSNSNNRARERRERREBERAERRERELDONOMODMOMONOODLDNDWOWW W

.076923e-01
.076923e-01
.076923e-01
.076923e-01
.307692e-01
.307692e-01
.307692e-01
.307692e-01
.307692e-01
.307692e-01
.307692e-01
.307692e-01
.307692e-01
.307692e-01
.307692e-01
.538462e-01
.538462e-01
.538462e-01
.538462e-01
.538462e-01
.538462e-01
.538462e-01
.538462e-01
.538462e-01
.538462e-01
.538462e-01
.538462e-01
.692308e-02
.692308e-02
.692308e-02
.692308e-02
.692308e-02
.692308e-02
.692308e-02
.692308e-02
.692308e-02
.692308e-02
.692308e-02
.692308e-02
.692308e-02
.000000e+00
.000000e+00
.000000e+00
.000000e+00
.000000e+00
.000000e+00
.000000e+00
.000000e+00

> 01T OO N0 O, O NFEFNWWHEOITOOOON00 WO NFREFNWWHOOTOOONOONEFRL,NWWHD OO NONF-N

.307692e-01
.538462e-01
.692308e-02
.000000e+00
.692308e-01
.923077e-01
.153846e-01
.384615e-01
.615385e-01
.846154e-01
.076923e-01
.307692e-01
.538462e-01
.692308e-02
.000000e+00
.461538e-01
.692308e-01
.923077e-01
.153846e-01
.384615e-01
.615385e-01
.846154e-01
.076923e-01
.307692e-01
.538462e-01
.692308e-02
.000000e+00
.230769e-01
.461538e-01
.692308e-01
.923077e-01
.153846e-01
.384615e-01
.615385e-01
.846154e-01
.076923e-01
.307692e-01
.538462e-01
.692308e-02
.000000e+00
.000000e+00
.230769e-01
.461538e-01
.692308e-01
.923077e-01
.153846e-01
.384615e-01
.615385e-01

O WWNEFE, NOOWW NSO WWNEFE, NOWNOODODOE WWNEFR, NONOODO O WWNERE,NOO O O

.615385e-01
.384615e-01
.153846e-01
.923077e-01
.000000e+00
.692308e-02
.538462e-01
.307692e-01
.076923e-01
.846154e-01
.615385e-01
.384615e-01
.153846e-01
.923077e-01
.692308e-01
.000000e+00
.692308e-02
.538462e-01
.307692e-01
.076923e-01
.846154e-01
.615385e-01
.384615e-01
.153846e-01
.923077e-01
.692308e-01
.461538e-01
.000000e+00
.692308e-02
.538462e-01
.307692e-01
.076923e-01
.846154e-01
.615385e-01
.384615e-01
.153846e-01
.923077e-01
.692308e-01
.461538e-01
.230769e-01
.000000e+00
.692308e-02
.538462e-01
.307692e-01
.076923e-01
.846154e-01
.615385e-01
.384615e-01
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.000000e+00
.000000e+00
.000000e+00
.000000e+00
.000000e+00
.000000e+00

Codigo A.1: Archivo de pesos para 3 dimensiones

N 2N W W

.846154e-01
.076923e-01
.307692e-01
.538462e-01
.692308e-02
.000000e+00

= O 00 N O O

.153846e-01
.923077e-01
.692308e-01
.461538e-01
.230769e-01
.000000e+00
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S LI O O R

B

A

PARAMETROS UTILIZADOS PARA LA
GENERACION DE NUEVAS
FUNCIONES DE ESCALARIZACION

B.1 ‘ARCHIVO DE CONFIGURACION DE ELGP

g 50 // number of generations
popsize 30 //population size
numits 1 // number of trials

// Generation Settings
sel 2 // 1: tournament 2: deterministic crowding 3:
lexicase selection 4: age-fitness pareto algorithm

7 tourn_size 5

g rt_rep 0.1

9 rt_cross 0.7

10 rt_mut 0.2

11 Cross 1 // 1: ultra 2: one point

12 cross_ar .15 //crossover alternation rate (ultra only)
13 mut_ar .1 //mutation alternation rate (ultra only)

11 stoperror 0.0001 // stop condition / convergence

18

19

condition

s init_validate_on 1 // initial fitness validation of starting

population

train 1 // split data into training and
validation sets
train_ratio 0.5 // amount of data to be used for training
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// Results
resultspath D:\Develep\Results

2 loud 1

// Problem information

5 intvars X W
; extvars
cons
cvals
seeds
ERC 0 // ephemeral random constants
ERCints 0
maxERC 10
minERC -10
numERC 0
fit_type 3 // 1: error, 2: corr, 3: combo
fit_method 1 //1: algebraic, 2: runge kutta
max_fit 100000000000000000000
min_fit 0.00000000000000000001
op_list nv+ - x/
op_weight 4 41111
weight_ops_on 1
min_len 10
; max_len 50
7 max_dev_len 128

complex_measure 2 // 1: genotype size 2: symbolic size 3:
effective genotype size

// generic line hill climber (Bongard)
lineHC_on 1
lineHC_its 1

// parameter Hill Climber
pHC_on 0

; pHC_delay_on
7 pHC_delay

pHC_its

1
1
pHC_size 1
1
pHC_gauss 1

// epigenetic Hill Climber

3 eHC_on 0
eHC_its 1

5 eHC_prob 0.1
eHC_size 1
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67 eHC_cluster 1
6s eHC_dev 1
6o eHC_best 1
70 eHC_init .75 //0: start with true epilines, 1: start

with a mix of on/off values
eHC_prob_scale 1
eHC_max_prob .75
eHC_min_prob 0.25

// Pareto settings

76 prto_arch_on 1
77 prto_arch_size 425
7s prto_sel_on 1

g0 // island model
s1 islands 0
g2 island_gens 82

Codigo B.1: Archivo de configuracion de ELGP
B.2 |ARCHIVO DE CONFIGURACION DE MOMBI-II

| HHAHAHHHBA BB HAHAHBHBAH AR AR AHBH B AR AR AR AR RS R AR AR B HBH RS R HAH B BH S

2 # Param_02D.cfg #
3 # #
4+ # Configuration file #

5 HAHHAHABHHAHHAHSHHABHBAHHAHAHHAHBABHAHAH BB HARABHAH AR B HHABH AR HHHRH

7 # File that contains the seeds of the random number generator
s seed = ./input/seed.dat

10 # Number of objective functions
11 nobj = 2

13 # Number of decision variables (0 default values)
14 nvar = 0

16 # Number of decision variables (WFG)
17 nvar_wfg = 24

19 # Number of position-related parameters (WFG test suite)
20 npos = 4

22 # Population size
23 psize = 100

25 # Crossover probability
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# Mutation probability (by default -1 is equivalent to Pm = 1/N

# Crossover distribution index (SBX)
nc = 20

# Mutation distribution index (Real polynomial mutation)
nm = 20

HA#AHHHHHHHHHAAAHA#H#H#H#HE Stopping condition #H#HHHHHHHAAFHAHHHAHAHA
# This section defines the stopping condition of the program,

# given by the number of function evaluations, execution

# time (in seconds), fitness achieved (hv, R2, IGD, etc.)

# or a combination of them.

feval = 15000
HH#HHHHAH S HAHH#HAS End of stopping condition ###H##HHHAHHAHHAHAHHS

# Output directory
output = ./output

# Plots for 2 or 3 objectives (0 disabled, 1 iterative, 2 end)
plot = 0

# Debug (0 disabled, 1 enabled)
debug = 0

# Terminal type in Gnuplot (wxt, x11, etc.)
term = x11

# Weight vector file (NSGA-III, MOMBI2, R2-IBEA, MOEA/D)
wfile = ./input/weight/weight_02D_95.s1d

# Utility function (MOEA/D)
utility = tchebycheff
niche = 20

# MOMBI2 parameters
max_hist = 5

epsilon = le-3
alpha = 0.5

# IBEA parameters
rho = 1.1
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3 # original

kappa = 0.05

5 # R2

kappa_r2 = 0.005
#HyPE
samples
bound =
#MOVAP
xrs = 3
#BIGDA

= 10000
2

; rfile = axis_02D. txt

Codigo B.2: Archivo de configuracion de MOMBI-IT

10(7
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PUNTOS DE REFERENCIA

En este apéndice se muestran las coordenadas de los puntos de referen-
cia utilizados para calcular el indicador de hipervolumen en cada uno de
los problemas de prueba utilizados durante la validacién experimental. Es-
tos puntos estan compuestos con las peores coordenadas obtenidas en cada
funcién objetivo en todas las ejecuciones realizadas para cada problema de
prueba. Esto es con el fin de garantizar que, para cada problema, todos los
puntos de los conjuntos de aproximacién dominen al punto de referencia.

Problema Punto de referencia
DTLZ1 2D {0.50,0.50}
DTLZ2 2D {1.01,1.01}
DTLZ3 2D {1.01,1.01}
DTLZ4 2D {1.01,1.01}
DTLZ5 2D {1.01,1.01}
DTLZ6 2D {1.20,1.20}
DTLZ7 2D {0.85,4.04}
WFG1 2D {2.62,3.91}
WFG2_2D {2.01,4.03}
WFG3 2D {2.01,4.02}
WFG4 2D {2.05,4.06}
WFG5 2D {2.07,4.08}
WFG6 2D {2.09,4.12}
WFGT7_ 2D {2.04,4.06}
WFG8 2D {2.31,4.26}
WFGY9 2D {2.12,4.14}
IDTLZ1:IDTLZ7 2D {0,0}

Tabla C.1: Puntos de referencia utilizados para problemas de prueba en 2
dimensiones.
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Tabla C.2: Puntos de referencia utilizados para problemas de prueba en 3

dimensiones.

Tabla C.3: Puntos de referencia utilizados para problemas de prueba en 4

dimensiones.

Problema Punto de referencia
DTLZ1 3D {0.50,0.50,0.50}
DTLZ2 3D {1.02,1.02,1.03}
DTLZ3 3D {1.01,1.01,1.02}
DTLZ4 3D {1.01,1.02,1.03}
DTLZ5 3D {0.72,0.72,1.02}
DTLZ6 3D {0.94,0.94,1.19}
DTLZ7 3D {0.89,0.91,6.06}
WFG_3D {2.52,4.69,5.61}
WFG_3D {1.77,3.58,6.07}
WFG_3D {3.00,2.11,6.09}
WFG_3D {2.10,4.10,6.12}
WFG_3D {2.10,4.13,6.14}
WFG_3D {2.12,4.15,6.18}
WFG_3D {2.05,4.08,6.12}
WFG_3D {2.28,4.17,6.28}
WFG_3D {2.13,4.14,6.16}

IDTLZ1-IDTLZ7 3D

{0,0,0}

Problema

Punto de referencia

DTLZ1_4D
DTLZ2 4D
DTLZ3 4D
DTLZ4_ 4D
DTLZ5 4D
DTLZ6_4D
DTLZ7 4D

{2.06,0.99,0.50,0.57}
{1.04,1.02,1.06,1.03}
{1.02,7.34,1.02,2.89}
{1.02,1.02,1.02,1.04}
{0.77,0.77,3.44,1.01}
{3.55,3.22,10.56,2.96}
{0.91,0.93,0.92, 8.33}

WFG1_4D
WFG2_4D
WFG3_ 4D
WFG4_4D
WFG5_4D
WFG6_ 4D
WFG7_4D
WFG8_4D
WFG9_ 4D

{2.53,4.45,4.22,6.90}
{1.86,3.47,5.31,8.08}
{2.93,4.65,5.69,8.13}
{2.10,4.12,6.13,8.16}
{2.12,4.13,6.15,8.16}
{2.13,4.16,6.16,8.21}
{2.07,4.10,6.11,8.15}
{2.80,4.26,6.21,8.18}
{2.15,4.15,6.17,8.19}

IDTLZ1-IDTLZ7 4D

{0,0,0,0}




Problema

Punto de referencia

DTLZ1_ 5D
DTLZ2 5D
DTLZ3_5D
DTLZ4 5D
DTLZ5 5D
DTLZ6_ 5D
DTLZ7 5D

{2.51,0.50,1.02,1.31,0.86}
{1.04,1.04,1.03,1.04, 1.09}
{1.04,1.39,1.03,1.19,1.24}
{1.05,1.04,1.03,1.02, 1.04}
{0.77,0.76, 3.36, 3.45, 1.02}
{1.97,2.64, 8.65,8.92, 3.99}
{0.91,0.91,0.91,0.92, 10.16}

WFG1_5D
WFG2_5D
WFG3_ 5D
WFG4_ 5D
WFG5_ 5D
WFG6 5D
WFG7_5D
WFG8_ 5D
WFG9 5D

{2.48,1.34,1.77,2.23,8.17}
{1.97,3.51,5.33,7.01,10.10}
{2.97,4.70,6.76,8.21,10.11}
{2.10,4.10, 6.13,8.16, 10.19}
{2.12,4.13,6.15,8.19, 10.19}
{2.17,4.14,6.17,8.20,10.24}
{2.07,4.08,6.11,8.13,10.17}
{3.02,4.58,6.15,8.18,10.22}
{2.18,4.17,6.20, 8.22,10.25}

IDTLZ1-IDTLZ7 5D

{0,0,0,0,0}

Tabla C.4: Puntos de referencia utilizados para problemas de prueba en 5

dimensiones.

Problema

Punto de referencia

DTLZ1_6D
DTLZ2_6D
DTLZ3 6D
DTLZ4_6D
DTLZ5 6D
DTLZ6 6D
DTLZ7 6D

{0.50,0.74,1.38,0.50,0.50, 0.51}
{1.02,1.08,1.04,1.03,1.04, 1.03}
{1.03,2.31,1.15,5.23,1.32,1.07}
{1.03,1.05,1.03,1.04,1.05, 1.03}
{0.87,0.77,3.19, 3.34,3.45, 1.77}
{5.04,7.49,6.73,7.35,8.63, 4.32}
{0.91,0.92,0.91,0.92,0.91, 12.43}

WFG1_6D
WFG2 6D
WFG3_6D
WFG4_6D
WFG5 6D
WFG6_ 6D
WFG7_6D
WFG8 6D
WFG9_ 6D

{2.43,2.58,3.01, 2.04, 2.58, 5.58}
{1.89,3.41,4.81,6.61,7.68,12.12}
{2.98,4.58,6.77,8.93,10.51,12.25}
{2.10,4.10, 6.13,8.16,10.19, 12.22}
{2.12,4.12,6.15,8.18, 10.20, 12.23}
{2.15,4.15,6.18, 8.20, 10.26, 12.26}
{2.08,4.09,6.12,8.13,10.18,12.19}
{3.03,4.98,6.40,8.18,10.19, 12.28}
{2.22,4.22,6.22,8.24,10.26,12.27}

IDTLZ1-IDTLZ7 6D

{0,0,0,0,0,0}

Tabla C.5: Puntos de referencia utilizados para problemas

dimensiones.

de prueba en 6
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Problema Punto de referencia
DTLZ1 10D {0.50,0.49,0.49, 0.50, 0.50, 0.58,0.51, 0.50, 0.50, 0.53}
DTLZ2 10D {1.04,1.04,1.03,1.08,1.03,1.05,1.03,1.03,1.02,1.06}
DTLZ3 10D {1.03,1.03,1.04,1.08,1.03,1.04,1.04,1.16,1.12,1.97}
DTLZ4 10D {1.02,1.04,1.03,1.05,1.03,1.07,1.02,1.08,1.03,1.04}
DTLZ5 10D {1.61,0.68,0.79,0.76,0.81,0.95,1.13, 3.35, 3.45,2.01}
DTLZ6 10D {5.77,4.49,5.73,6.24,6.72,6.67,6.20, 5.56, 8.04, 4.32}
DTLZ7 10D {1.00,0.99,0.98,1.00, 0.98, 1.00, 1.00, 0.99, 0.99, 20.98}
WFG1_ 10D {2.57,2.77,1.10,1.42,1.83,2.05,2.62,2.74, 3.83, 13.64}
WFG2_ 10D {1.61,3.00,4.22,4.68,6.55, 7.05, 8.60, 7.92,9.52, 20.20}
WFG3 10D {3.00,4.95,6.98,8.99,11.00, 12.98, 15.06, 17.09, 19.06, 20.34 }
WFG4 10D {1.91,3.99,6.02,8.10,10.14,12.16, 14.18, 16.28, 18.25, 20.24}
WFG5_ 10D {2.10,4.10,6.14,8.16,10.16, 12.22, 14.24, 16.28, 18.26, 20.31}
WFG6_ 10D {2.21,4.22,6.24,8.26,10.28, 12.30, 14.35, 16.35, 18.42, 20.39}
WFGT7_10D {1.75,4.04,6.06,8.11,10.15,12.18, 14.20, 16.22, 18.25, 20.28}
WFG8 10D {2.67,4.91,7.04,9.09,11.10, 12.19, 14.25, 16.25, 18.26, 20.27}
WFG9_ 10D {2.15,4.12,6.21,8.08,10.14, 12.24, 14.20, 16.19, 18.22, 20.23}
IDTLZ1-IDTLZ7 10D {0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}

Tabla C.6: Puntos de referencia utilizados para problemas de prueba en 10
dimensiones.
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RESULTADOS NUMERICOS

En este apéndice se presenta un resumen de los resultados obtenidos al
calcular los indicadores de desempefio de las pruebas realizadas para eva-
luar el desempefio de las nuevas funciones de escalarizacién F4A y F4B en
comparacion con la funcién ASE. Los datos se muestran en tablas clasifica-
das por indicador y ntimero de objetivos de cada problema de optimizacién
multi-objetivo resuelto. A continuacién se describe brevemente la informa-
cién almacenada en cada tabla.

= Hipervolumen. En cada tabla se muestra la comparacion entre las
funciones F4A y F4B contra ASFE. Se incluye la media aritmética y la
varianza de las 30 ejecuciones realizadas para cada problema. Los va-
lores en negritas indican el mejor valor obtenido; en este caso corres-
ponde al mayor hipervolumen. Adicionalmente, se muestran en cel-
das grises los problemas en los que la mejora observada se encuentra
dentro del intervalo de confianza de 95 % obtenido al realizar el test
de suma de rangos de Wilcoxon. Las filas que no tienen celdas gri-
ses indican que no pasaron dicho test, por lo que concluimos que, con
la muestra de datos obtenidos, el desempefio de ambas funciones es
similar.

= Energia-s. La informacién se muestra organizada de la misma forma
que las tablas correspondientes al hipervolumen, por lo que su inter-
pretacion se realiza de la misma forma. La tnica diferencia es que el
mejor valor corresponde al menor valor obtenido del indicador.

= Cobertura de conjuntos. En cada tabla se muestra la cobertura de con-
juntos de los frentes de Pareto obtenidos mediante F4A y F4B contra
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APENDICE D. RESULTADOS NUMERICOS

ASF. Debido a la naturaleza del indicador de desempefio (binario) se
incluye el célculo del indicador en ambos sentidos para cada funcién.
En este caso los valores del indicador se muestran en forma de por-
centaje, y la forma de leer cada valor es como sigue. El valor (A, B)
corresponde a la fraccién de soluciones obtenidas mediante A que son
dominadas por soluciones obtenidas mediante B.

D.1 ‘ HIPERVOLUMEN

Problema ASF Faa Problema ASF F4B
MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR
DTLZ1 0.94021 2.905E-03 0.27743 4.418E-03 DTLZ1 0.94021 2.905E-03 0.95971 6.988E-04
DTLZ2 0.57260 1.184E-02 0.98881 1.708E-03 DTLZ2 0.57260 1.184E-02 0.74690 5.437E-06
DTLZ3 0.64588 1.387E-02 0.81145 3.729E-02 DTLZ3 0.64588 1.387E-02 0.62899 2.484E-02
DTLZ4 0.96411 3.205E-02 0.96656 3.222E-02 DTLZ4 0.96411 3.205E-02 0.99829 5.436E-10
DTLZ5 0.57260 1.184E-02 0.98881 1.708E-03 DTLZ5 0.57260 1.184E-02 0.74690 5.437E-06
DTLZ6 0.53421 4.167E-02 0.60970 3.468E-02 DTLZ6 0.53421 4.167E-02 0.50781 3.422E-02
DTLZ7 0.95753 9.337E-04 0.21037 5.762E-03 DTLZ7 0.95753 9.337E-04 0.97201 5.284E-04
WFG1 0.57355 4.481E-02 0.16113 9.116E-03 WFG1 0.57355 4.481E-02 0.51501 4.153E-02
WFG2 0.42430 1.256E-02 0.11345 2.825E-03 WFG2 0.42430 1.256E-02 0.43835 3.925E-03
WFG3 0.65929 2.709E-02 0.32225 3.110E-02 WFG3 0.65929 2.709E-02 0.68387 2.577E-02
WFG4 0.31754 2.167E-02 0.52158 6.793E-02 WFG4 0.31754 2.167E-02 0.56102 2.610E-02
WFG5 0.15006 1.374E-02 0.51551 2.846E-02 WFG5 0.15006 1.374E-02 0.49791 2.151E-02
WFG6 0.43905 3.317E-02 0.39697 2.146E-02 WFG6 0.43905 3.317E-02 0.40587 4.639E-02
WFGT7 0.27839 2.000E-02 0.63681 4.110E-02 WFGT7 0.27839 2.000E-02 0.59735 1.587E-02
WFGS8 0.65718 1.391E-02 0.26518 1.808E-02 WFGS8 0.65718 1.391E-02 0.67604 2.244E-02
WFG9 0.47164 2.219E-01 0.45408 2.012E-01 WFG9 0.47164 2.219E-01 0.51543 2.290E-01
IDTLZ1 0.93325 6.221E-02 0.93085 6.189E-02 IDTLZ1 0.93325 6.221E-02 0.93326 6.221E-02
IDTLZ2 0.89975 8.995E-02 0.89422 8.884E-02 IDTLZ2 0.89975 8.995E-02 0.89998 9.000E-02
IDTLZ3 0.95714 2.519E-06 0.02772 6.265E-05 IDTLZ3 0.95714 2.519E-06 0.99624 1.741E-06
IDTLZ4 0.93309 6.219E-02 0.92736 6.143E-02 IDTLZ4 0.93309 6.219E-02 0.93333 6.222E-02
IDTLZ5 0.89975 8.995E-02 0.89422 8.884E-02 IDTLZ5 0.89975 8.995E-02 0.89998 9.000E-02
IDTLZ6 0.96640 3.220E-02 0.96046 3.181E-02 IDTLZ6 0.96640 3.220E-02 0.96666 3.222E-02
IDTLZ7 0.96648 3.221E-02 0.96654 3.150E-02 IDTLZ7 0.96648 3.221E-02 0.97006 2.393E-02

Tabla D.1: Comparacion de indicador de hipervolumen en problemas con 2
funciones objetivo.




D.1. HIPERVOLUMEN

Problema ASF Faa Problema ASF F4B
MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR
DTLZ1 0.78115 4.451E-03 0.20439 1.854E-02 DTLZ1 0.78115 4.451E-03 0.79505 4.375E-03
DTLZ2 0.36573 7.296E-03 0.51208 2.341E-02 DTLZ2 0.36573 7.296E-03 0.52165 2.479E-02
DTLZ3 0.45864 2.128E-02 0.57649 2.555E-02 DTLZ3 0.45864 2.128E-02 0.57568 2.860E-02
DTLZ4 0.94960 2.760E-02 0.92533 5.717E-02 DTLZ4 0.94960 2.760E-02 0.98814 9.041E-06
DTLZ5 0.10259 5.151E-03 0.82681 1.584E-03 DTLZ5 0.10259 5.151E-03 0.57040 1.541E-02
DTLZ6 0.49945 4.155E-02 0.50294 4.076E-02 DTLZ6 0.49945 4.155E-02 0.51185 6.151E-02
DTLZ7 0.51209 3.735E-03 0.16349 1.652E-02 DTLZ7 0.51209 3.735E-03 0.79868 6.968E-03
WFG1 0.72011 7.633E-02 0.61325 7.563E-02 WFG1 0.72011 7.633E-02 0.63706 8.738E-02
WFG2 0.66584 1.759E-01 0.71352 1.191E-01 WFG2 0.66584 1.759E-01 0.67507 1.778E-01
WFG3 0.60044 3.081E-02 0.35630 2.009E-02 WFG3 0.60044 3.081E-02 0.65851 4.467E-02
WFG4 0.31721 2.426E-02 0.45204 3.449E-02 WFG4 0.31721 2.426E-02 0.46655 2.627E-02
WFG5 0.48179 3.249E-02 0.46342 2.629E-02 WFG5 0.48179 3.249E-02 0.59633 3.369E-02
WFG6 0.46938 3.983E-02 0.46405 2.727E-02 WFG6 0.46938 3.983E-02 0.47637 3.640E-02
WFGT7 0.37713 1.257E-02 0.42341 3.178E-02 WFGT7 0.37713 1.257E-02 0.54767 1.850E-02
WFGS8 0.50481 7.497E-03 0.64052 4.167E-02 WFGS8 0.50481 7.497E-03 0.63066 1.164E-02
WFG9 0.40139 1.827E-01 0.54778 1.669E-01 WFG9 0.40139 1.827E-01 0.58829 1.787E-01
IDTLZ1 0.83644 4.997E-02 0.93314 6.220E-02 IDTLZ1 0.83644 4.997E-02 0.90195 5.811E-02
IDTLZ2 0.92708 6.139E-02 0.93223 6.208E-02 IDTLZ2 0.92708 6.139E-02 0.93242 6.210E-02
IDTLZ3 0.89394 8.879E-02 0.89884 8.977E-02 IDTLZ3 0.89394 8.879E-02 0.89892 8.978E-02
IDTLZ4 0.96078 3.183E-02 0.96613 3.219E-02 IDTLZ4 0.96078 3.183E-02 0.96635 3.220E-02
IDTLZ5 0.93026 6.164E-02 0.93283 6.215E-02 IDTLZ5 0.93026 6.164E-02 0.93365 6.111E-02
IDTLZ6 0.86290 1.145E-01 0.86650 1.155E-01 IDTLZ6 0.86290 1.145E-01 0.86641 1.155E-01
IDTLZ7 0.89981 8.987E-02 0.89971 8.994E-02 IDTLZ7 0.89981 8.987E-02 0.88463 8.675E-02

Tabla D.2: Comparacion de indicador de hipervolumen en problemas con 3
funciones objetivo.

Problema ASE Faa Problema ASE F4B
MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR
DTLZ1 0.79463 7.609E-03 0.42196 2.536E-02 DTLZ1 0.79463 7.609E-03 0.79315 7.542E-03
DTLZ2 0.40867 2.609E-02 0.71332 1.889E-02 DTLZ2 0.40867 2.609E-02 0.66507 1.640E-02
DTLZ3 0.82567 2.259E-03 0.44948 2.827E-02 DTLZ3 0.82567 2.259E-03 0.80508 4.370E-03
DTLZ4 0.27359 1.613E-02 0.75469 1.977E-02 DTLZ4 0.27359 1.613E-02 0.52208 1.354E-02
DTLZ5 0.49497 8.163E-04 0.89203 2.113E-03 DTLZ5 0.49497 8.163E-04 0.75741 7.284E-04
DTLZ6 0.60878 7.215E-03 0.25492 1.378E-02 DTLZ6 0.60878 7.215E-03 0.59730 9.713E-03
DTLZ7 0.36283 1.436E-02 0.18684 1.594E-02 DTLZ7 0.36283 1.436E-02 0.75108 1.080E-02
WFG1 0.41544 8.635E-02 0.41699 6.774E-02 WFG1 0.41544 8.635E-02 0.40384 5.813E-02
WFG2 0.85445 9.264E-02 0.69125 1.550E-01 WFG2 0.85445 9.264E-02 0.92206 5.064E-02
WFG3 0.61315 1.045E-02 0.44094 2.478E-02 WFG3 0.61315 1.045E-02 0.59961 1.314E-02
WFG4 0.50368 3.429E-02 0.50028 4.138E-02 WFG4 0.50368 3.429E-02 0.59369 3.362E-02
WFGS5 0.50659 3.402E-02 0.59780 2.086E-02 WFGS5 0.50659 3.402E-02 0.67177 2.476E-02
WFG6 0.49412 2.730E-02 0.54457 4.690E-02 WFG6 0.49412 2.730E-02 0.48852 4.881E-02
WFGT 0.33741 1.888E-02 0.33588 2.287E-02 WFGT 0.33741 1.888E-02 0.44829 2.663E-02
WFGS8 0.37295 2.251E-02 0.66888 5.226E-02 WFGS8 0.37295 2.251E-02 0.75818 2.857E-02
WFG9 0.11596 4.320E-02 0.39254 1.357E-01 WFG9 0.11596 4.320E-02 0.16571 5.126E-02
IDTLZ1 0.65308 1.500E-02 0.70751 2.482E-02 IDTLZ1 0.65308 1.500E-02 0.68065 1.764E-02
IDTLZ2 0.88085 2.682E-02 0.94438 3.081E-02 IDTLZ2 0.88085 2.682E-02 0.96325 1.178E-04
IDTLZ3 0.88272 2.697E-02 0.91043 5.928E-02 IDTLZ3 0.88272 2.697E-02 0.89657 5.747E-02
IDTLZ4 0.85240 5.198E-02 0.91060 5.928E-02 IDTLZ4 0.85240 5.198E-02 0.90002 5.800E-02
IDTLZ5 0.92851 2.975E-02 0.98888 2.105E-05 IDTLZ5 0.92851 2.975E-02 0.95289 3.129E-02
IDTLZ6 0.77558 1.203E-01 0.82205 1.352E-01 IDTLZ6 0.77558 1.203E-01 0.90936 5.911E-02
IDTLZ7 0.86633 1.155E-01 0.86660 1.155E-01 IDTLZ7 0.86633 1.155E-01 0.84093 1.091E-01

Tabla D.3: Comparaciéon de indicador de hipervolumen en problemas con 4
funciones objetivo.
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Problema ASF Faa Problema ASF FaB
MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR
DTLZ1 0.86779 2.972E-03 0.46538 3.184E-02 DTLZ1 0.86779 2.972E-03 0.84491 7.041E-03
DTLZ2 0.44663 2.414E-02 0.76285 2.227E-02 DTLZ2 0.44663 2.414E-02 0.76262 1.163E-02
DTLZ3 0.47940 1.391E-02 0.39361 3.101E-02 DTLZ3 0.47940 1.391E-02 0.54441 2.319E-02
DTLZ4 0.90638 1.671E-04 0.98160 1.700E-04 DTLZ4 0.90638 1.671E-04 0.90696 2.846E-02
DTLZ5 0.53888 9.415E-02 0.43925 1.104E-01 DTLZ5 0.53888 9.415E-02 0.78200 5.722E-02
DTLZ6 0.78701 1.122E-02 0.55330 4.481E-02 DTLZ6 0.78701 1.122E-02 0.81507 9.215E-03
DTLZ7 0.15800 5.840E-03 0.40469 1.291E-02 DTLZ7 0.15800 5.840E-03 0.85507 5.447E-03
WFG1 0.45271 3.028E-02 0.28200 2.966E-02 WFG1 0.45271 3.028E-02 0.52692 4.216E-02
WFG2 0.94906 2.659E-02 0.81943 9.651E-02 WFG2 0.94906 2.659E-02 0.95750 2.736E-02
WFG3 0.46443 4.307E-02 0.42610 3.323E-02 WFG3 0.46443 4.307E-02 0.51382 4.173E-02
WFG4 0.73234 1.422E-02 0.42630 2.580E-02 WFG4 0.73234 1.422E-02 0.67221 1.709E-02
WFG5 0.55916 4.649E-02 0.60429 3.735E-02 WFG5 0.55916 4.649E-02 0.63777 2.809E-02
WFG6 0.50864 4.868E-02 0.51723 2.532E-02 WFG6 0.50864 4.868E-02 0.58072 3.023E-02
WFGT7 0.39129 2.451E-02 0.21911 2.127E-02 WFGT7 0.39129 2.451E-02 0.46373 2.818E-02
WFGS8 0.48954 2.249E-02 0.43107 1.518E-02 WFGS8 0.48954 2.249E-02 0.52675 2.394E-02
WFG9 0.46108 2.221E-02 0.84287 1.294E-02 WFG9 0.46108 2.221E-02 0.61813 2.034E-02
IDTLZ1 0.07390 3.146E-02 0.03128 1.101E-03 IDTLZ1 0.07390 3.146E-02 0.04525 2.338E-03
IDTLZ2 0.58141 3.776E-02 0.78339 1.534E-01 IDTLZ2 0.58141 3.776E-02 0.69048 1.452E-01
IDTLZ3 0.56714 4.973E-02 0.84305 1.095E-01 IDTLZ3 0.56714 4.973E-02 0.77850 9.330E-02
IDTLZ4 0.57595 3.695E-02 0.94902 3.113E-02 IDTLZ4 0.57595 3.695E-02 0.81559 7.397E-02
IDTLZ5 0.81135 4.693E-02 0.75983 1.757E-01 IDTLZ5 0.81135 4.693E-02 0.89972 5.784E-02
IDTLZ6 0.63062 6.120E-02 0.95735 3.162E-02 IDTLZ6 0.63062 6.120E-02 0.80709 1.002E-01
IDTLZ7 0.89739 8.951E-02 0.89966 8.993E-02 IDTLZ7 0.89739 8.951E-02 0.83150 1.050E-01

Tabla D.4: Comparacion de indicador de hipervolumen en problemas con 5
funciones objetivo.

Problema ASF FaA Problema ASF F4B
MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR
DTLZ1 0.77527 1.018E-02 0.22056 1.290E-02 DTLZ1 0.77527 1.018E-02 0.73828 1.096E-02
DTLZ2 0.34124 2.169E-02 0.75911 1.516E-02 DTLZ2 0.34124 2.169E-02 0.66103 1.192E-02
DTLZ3 0.69014 1.016E-02 0.33642 2.831E-02 DTLZ3 0.69014 1.016E-02 0.70567 6.821E-03
DTLZ4 0.29561 1.181E-02 0.89387 5.109E-03 DTLZ4 0.29561 1.181E-02 0.61672 8.676E-03
DTLZ5 0.38145 4.105E-02 0.27310 4.340E-02 DTLZ5 0.38145 4.105E-02 0.66591 3.344E-02
DTLZ6 0.70644 1.207E-02 0.67136 5.097E-02 DTLZ6 0.70644 1.207E-02 0.77577 1.058E-02
DTLZ7 0.63776 9.404E-03 0.26638 1.208E-02 DTLZ7 0.63776 9.404E-03 0.53999 9.003E-03
WFG1 0.52651 4.487E-02 0.47232 6.290E-02 WFG1 0.52651 4.487E-02 0.53469 4.619E-02
WFG2 0.92164 5.404E-02 0.85487 7.826E-02 WFG2 0.92164 5.404E-02 0.92320 5.297E-02
WFG3 0.48992 6.284E-02 0.49084 4.306E-02 WFG3 0.48992 6.284E-02 0.47490 6.429E-02
WFG4 0.67214 3.051E-02 0.52001 4.453E-02 WFG4 0.67214 3.051E-02 0.69414 4.477E-02
WFGS5 0.42035 4.363E-02 0.50445 5.120E-02 WFGS5 0.42035 4.363E-02 0.60843 2.731E-02
WFG6 0.47871 6.570E-02 0.51014 6.945E-02 WFG6 0.47871 6.570E-02 0.54992 4.755E-02
WFGT 0.77093 2.168E-02 0.61142 5.807E-02 WFGT 0.77093 2.168E-02 0.77884 2.737E-02
WFGS8 0.42047 3.922E-02 0.65890 3.186E-02 WFGS8 0.42047 3.922E-02 0.61073 3.562E-02
WFG9 0.44598 2.034E-02 0.70867 2.889E-02 WFG9 0.44598 2.034E-02 0.66831 1.776E-02
IDTLZ1 0.92238 2.958E-02 0.92276 2.959E-02 IDTLZ1 0.92238 2.958E-02 0.92356 2.965E-02
IDTLZ2 0.65039 3.066E-02 0.66423 3.196E-02 IDTLZ2 0.65039 3.066E-02 0.69323 1.981E-02
IDTLZ3 0.78181 4.481E-02 0.79616 4.744E-02 IDTLZ3 0.78181 4.481E-02 0.80746 4.771E-02
IDTLZ4 0.89270 2.814E-02 0.82396 7.558E-02 IDTLZ4 0.89270 2.814E-02 0.89220 2.796E-02
IDTLZ5 0.90936 5.913E-02 0.91405 5.976E-02 IDTLZ5 0.90936 5.913E-02 0.91376 5.972E-02
IDTLZ6 0.91392 2.899E-02 0.92086 2.882E-02 IDTLZ6 0.91392 2.899E-02 0.92140 2.868E-02
IDTLZ7 0.82823 1.368E-01 0.83264 1.387E-01 IDTLZ7 0.82823 1.368E-01 0.79901 1.262E-01

Tabla D.5: Comparaciéon de indicador de hipervolumen en problemas con 6
funciones objetivo.
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D.1. HIPERVOLUMEN

Problema ASF Faa Problema ASF F4B
MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR
DTLZ1 0.81294 1.221E-02 0.58344 1.783E-02 DTLZ1 0.81294 1.221E-02 0.76191 2.656E-02
DTLZ2 0.65066 1.990E-02 0.65001 2.341E-02 DTLZ2 0.65066 1.990E-02 0.75830 1.047E-02
DTLZ3 0.66770 7.145E-03 0.43772 2.475E-02 DTLZ3 0.66770 7.145E-03 0.70229 1.864E-02
DTLZ4 0.65936 5.525E-03 0.84957 1.962E-02 DTLZ4 0.65936 5.525E-03 0.70648 4.212E-02
DTLZ5 0.30730 4.751E-02 0.25256 7.504E-02 DTLZ5 0.30730 4.751E-02 0.36810 6.742E-02
DTLZ6 0.44166 5.897E-02 0.57816 5.579E-02 DTLZ6 0.44166 5.897E-02 0.43486 4.642E-02
DTLZ7 0.56313 1.261E-02 0.29824 1.843E-02 DTLZ7 0.56313 1.261E-02 0.46371 2.737E-02
WFG1 0.54699 3.918E-02 0.52031 4.859E-02 WFG1 0.54699 3.918E-02 0.50190 3.429E-02
WFG2 0.93733 2.865E-02 0.92103 2.999E-02 WFG2 0.93733 2.865E-02 0.94825 2.956E-02
WFG3 0.91771 2.943E-02 0.95130 5.904E-04 WFG3 0.91771 2.943E-02 0.95036 3.130E-04
WFG4 0.59836 3.641E-02 0.61382 4.116E-02 WFG4 0.59836 3.641E-02 0.67055 2.838E-02
WFG5 0.59335 3.429E-02 0.56807 3.829E-02 WFG5 0.59335 3.429E-02 0.54048 3.426E-02
WFG6 0.59188 3.190E-02 0.51932 3.045E-02 WFG6 0.59188 3.190E-02 0.61110 4.798E-02
WFGT7 0.56534 1.667E-02 0.55873 2.632E-02 WFGT7 0.56534 1.667E-02 0.58656 1.310E-02
WFGS8 0.71276 2.050E-02 0.73562 3.265E-02 WFGS8 0.71276 2.050E-02 0.72063 4.241E-02
WFG9 0.46988 3.007E-02 0.62335 3.273E-02 WFG9 0.46988 3.007E-02 0.57258 2.498E-02
IDTLZ1 0.60202 5.145E-02 0.57452 4.498E-02 IDTLZ1 0.60202 5.145E-02 0.54422 5.607E-02
IDTLZ2 0.63038 4.277E-02 0.65898 4.269E-02 IDTLZ2 0.63038 4.277E-02 0.61508 4.142E-02
IDTLZ3 0.70399 3.470E-02 0.69497 3.150E-02 IDTLZ3 0.70399 3.470E-02 0.72820 3.483E-02
IDTLZ4 0.52129 7.325E-02 0.63378 5.688E-02 IDTLZ4 0.52129 7.325E-02 0.52129 7.325E-02
IDTLZ5 0.86257 5.367E-02 0.86257 5.367E-02 IDTLZ5 0.86257 5.367E-02 0.84874 5.255E-02
IDTLZ6 0.78459 4.725E-02 0.77397 4.679E-02 IDTLZ6 0.78459 4.725E-02 0.78410 4.779E-02
IDTLZ7 0.71568 1.863E-01 0.61684 2.203E-01 IDTLZ7 0.71568 1.863E-01 0.71295 1.848E-01

Tabla D.6: Comparacion de indicador de hipervolumen en problemas con 10
funciones objetivo.




APENDICE D. RESULTADOS NUMERICOS

D.2 ‘ENERGiA-S

Problema ASF FaA Problema ASF F4B
MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR
DTLZ1 0.03396 2.855E-03 0.04773 3.969E-03 DTLZ1 0.03396 2.855E-03 0.02294 1.697E-03
DTLZ2 0.04250 3.239E-02 0.00436 2.088E-05 DTLZ2 0.04250 3.239E-02 0.02872 1.721E-02
DTLZ3 0.10072 4.946E-02 0.09638 3.119E-02 DTLZ3 0.10072 4.946E-02 0.04910 2.380E-03
DTLZ4 1.38E-05 3.400E-09 1.19E-05 3.343E-09 DTLZ4 0.00001 3.400E-09 2.45E-06 4.965E-11
DTLZ5 0.04250 3.239E-02 0.00436 2.088E-05 DTLZ5 0.04250 3.239E-02 0.02872 1.721E-02
DTLZ6 0.08795 3.459E-02 0.07449 2.418E-02 DTLZ6 0.08795 3.459E-02 0.06997 4.973E-03
DTLZ7 0.00444 4.224E-05 0.03115 1.222E-03 DTLZ7 0.00444 4.224E-05 0.02013 6.036E-03
WFG1 0.07402 1.355E-02 0.05840 3.148E-03 WFG1 0.07402 1.355E-02 0.06070 5.986E-03
WFG2 0.16328 3.526E-02 0.11361 2.740E-02 WFG2 0.16328 3.526E-02 0.13370 2.293E-02
WFG3 0.05228 3.141E-03 0.06130 3.364E-03 WFG3 0.05228 3.141E-03 0.08831 1.750E-02
WFG4 0.07741 2.333E-02 0.02509 1.699E-03 WFG4 0.07741 2.333E-02 0.10605 4.254E-02
WFG5 0.13371 1.279E-02 0.10734 1.256E-02 WFG5 0.13371 1.279E-02 0.18122 2.818E-02
WFG6 0.07397 2.287E-02 0.01898 3.229E-04 WFG6 0.07397 2.287E-02 0.02855 1.501E-03
WFGT7 0.04333 3.722E-03 0.01828 3.455E-04 WFGT7 0.04333 3.722E-03 0.02975 6.190E-04
WFGS8 0.00512 2.194E-04 0.03646 3.204E-02 WFGS8 0.00512 2.194E-04 0.00295 4.610E-06
WFG9 0.14668 2.236E-02 0.09273 2.563E-03 WFG9 0.14668 2.236E-02 0.15609 2.756E-02
IDTLZ1 0.03470 3.215E-02 0.00231 9.716E-05 IDTLZ1 0.03470 3.215E-02 0.01802 9.152E-03
IDTLZ2 0.00010 2.932E-08 0.05152 4.050E-02 IDTLZ2 0.00010 2.932E-08 0.01968 3.583E-03
IDTLZ3 0.00004 1.614E-08 0.00005 3.568E-08 IDTLZ3 0.00004 1.614E-08 0.00020 8.999E-07
IDTLZ4 0.00016 6.857E-09 0.00026 6.342E-09 IDTLZ4 0.00016 6.857E-09 0.03446 3.217E-02
IDTLZ5 0.00010 2.932E-08 0.05152 4.050E-02 IDTLZ5 0.00010 2.932E-08 0.01968 3.583E-03
IDTLZ6 0.00001 1.251E-09 0.03335 3.222E-02 IDTLZ6 0.00001 1.251E-09 0.00042 4.463E-06
IDTLZ7 0.02281 2.308E-04 0.09989 4.796E-02 IDTLZ7 0.02281 2.308E-04 0.03939 8.619E-03

Tabla D.7: Comparacion de indicador de energia-s en problemas con 2 funcio-
nes objetivo.
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D.2. ENERGIA-S

Problema ASF Faa Problema ASF FaB
MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR
DTLZ1 0.02023 1.187E-02 0.03334 3.222E-02 DTLZ1 0.02023 1.187E-02 1.96E-06 8.707E-12
DTLZ2 0.01456 4.624E-04 0.05342 3.302E-02 DTLZ2 0.01456 4.624E-04 8.00E-03 2.563E-05
DTLZ3 6.50E-07 4.157E-12 0.00174 8.779E-05 DTLZ3 6.50E-07 4.157E-12 1.51E-07 1.931E-14
DTLZ4 0.01702 8.316E-03 0.00198 5.259E-05 DTLZ4 0.01702 8.316E-03 0.00047 5.533E-06
DTLZ5 0.13761 3.320E-02 0.12105 3.035E-02 DTLZ5 0.13761 3.320E-02 0.24996 6.269E-02
DTLZ6 0.30194 7.029E-02 0.10278 2.483E-02 DTLZ6 0.30194 7.029E-02 0.10464 3.529E-02
DTLZ7 0.22586 9.812E-02 0.21113 8.756E-02 DTLZ7 0.22586 9.812E-02 0.26026 9.895E-02
WFG1 0.03947 2.396E-02 0.00124 1.547E-05 WFG1 0.03947 2.396E-02 0.02587 1.230E-02
WFG2 0.05319 4.040E-02 0.00678 2.260E-04 WFG2 0.05319 4.040E-02 0.00968 9.969E-04
WFG3 0.11941 6.147E-02 0.04173 1.769E-02 WFG3 0.11941 6.147E-02 0.05415 3.203E-02
WFG4 0.00771 1.861E-05 0.00630 9.973E-07 WFG4 0.00771 1.861E-05 0.00670 1.659E-06
WFG5 2.06E-06 1.180E-11 0.03333 3.222E-02 WFGS5 2.06E-06 1.180E-11 1.66E-06 1.396E-11
WFG6 0.09337 2.859E-02 0.05733 1.920E-04 WFG6 0.09337 2.859E-02 0.05543 6.978E-05
WFGT7 0.00103 6.202E-08 0.00137 3.294E-06 WFGT7 0.00103 6.202E-08 0.03520 3.212E-02
WFGS8 0.06543 4.200E-02 0.04181 3.241E-02 WFGS8 0.06543 4.200E-02 0.00137 5.948E-06
WFG9 0.03334 3.222E-02 2.04E-06 3.278E-11 WFG9 0.03334 3.222E-02 1.31E-06 1.305E-11
IDTLZ1 0.23695 9.253E-02 0.05408 2.033E-02 IDTLZ1 0.23695 9.253E-02 0.00233 2.541E-05
IDTLZ2 0.04852 1.865E-02 0.02185 1.377E-02 IDTLZ2 0.04852 1.865E-02 0.00023 1.299E-06
IDTLZ3 0.10140 8.970E-02 0.00520 7.764E-04 IDTLZ3 0.10140 8.970E-02 0.00004 3.520E-09
IDTLZ4 0.07753 4.055E-02 0.07705 4.787E-02 IDTLZ4 0.07753 4.055E-02 0.01100 3.266E-03
IDTLZ5 0.06258 3.891E-02 0.00042 5.039E-06 IDTLZ5 0.06258 3.891E-02 0.02224 2.589E-03
IDTLZ6 0.04757 2.575E-02 0.03524 2.284E-02 IDTLZ6 0.04757 2.575E-02 0.06766 4.561E-02
IDTLZ7 0.04302 3.243E-02 0.00234 7.625E-06 IDTLZ7 0.04302 3.243E-02 0.01335 3.101E-03

Tabla D.8: Comparacion de indicador de energia-s en problemas con 3 funcio-
nes objetivo.

Problema ASF FaA Problema ASF F48
MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR
DTLZ1 0.01848 2.038E-03 0.08178 5.045E-02 DTLZ1 0.01848 2.038E-03 0.02254 6.962E-03
DTLZ2 0.00002 3.890E-09 0.00031 1.049E-06 DTLZ2 0.00002 3.890E-09 0.00007 5.709E-08
DTLZ3 0.00901 2.347E-03 0.00155 6.589E-05 DTLZ3 0.00901 2.347E-03 0.03406 2.102E-02
DTLZ4 0.00289 9.293E-05 0.00679 1.247E-03 DTLZ4 0.00289 9.293E-05 0.00185 3.168E-05
DTLZ5 0.30118 5.379E-02 0.29328 5.494E-02 DTLZ5 0.30118 5.379E-02 0.24575 3.009E-02
DTLZ6 0.26745 1.922E-02 0.23423 2.270E-02 DTLZ6 0.26745 1.922E-02 0.25200 2.134E-02
DTLZ7 0.06111 6.251E-03 0.10539 1.537E-02 DTLZ7 0.06111 6.251E-03 0.06099 5.265E-03
WFG1 0.15004 5.379E-02 0.10807 5.025E-02 WFG1 0.15004 5.379E-02 0.17604 6.652E-02
WFG2 0.00208 7.709E-05 0.07611 5.984E-02 WFG2 0.00208 7.709E-05 0.00072 7.490E-06
WFG3 0.35852 3.771E-02 0.22826 3.025E-02 WFG3 0.35852 3.771E-02 0.35003 4.154E-02
WFG4 1.72E-06 3.009E-11 1.44E-07 1.137E-13 WFG4 1.72E-06 3.009E-11 0.00001 6.365E-10
WFGS5 0.00145 6.093E-05 0.03484 3.216E-02 WFGS5 0.00145 6.093E-05 1.52E-06 2.049E-11
WFG6 0.03196 5.994E-03 0.03058 5.011E-03 WFG6 0.03196 5.994E-03 0.05567 3.752E-02
WFGT 0.00061 1.857E-06 0.00350 1.345E-04 WFGT 0.00061 1.857E-06 0.03797 1.689E-02
WFGS8 0.09748 4.218E-02 0.01868 3.280E-03 WFGS8 0.09748 4.218E-02 0.02312 4.662E-03
WFG9 7.11E-06 1.373E-09 0.03355 3.221E-02 WFG9 7.11E-06 1.373E-09 1.25E-05 3.680E-09
IDTLZ1 0.20303 2.623E-02 0.20585 1.337E-02 IDTLZ1 0.20303 2.623E-02 0.19638 1.577E-02
IDTLZ2 0.22802 5.741E-02 0.20800 2.774E-02 IDTLZ2 0.22802 5.741E-02 0.16250 2.458E-02
IDTLZ3 0.20221 4.006E-02 0.21904 2.769E-02 IDTLZ3 0.20221 4.006E-02 0.21936 4.274E-02
IDTLZ4 0.04939 3.926E-03 0.04081 2.339E-03 IDTLZ4 0.04939 3.926E-03 0.04817 2.231E-03
IDTLZ5 0.03609 3.204E-02 0.00245 4.667E-06 IDTLZ5 0.03609 3.204E-02 0.00498 1.907E-04
IDTLZ6 0.06322 4.396E-02 0.05788 3.946E-02 IDTLZ6 0.06322 4.396E-02 0.01442 4.661E-03
IDTLZ7 0.00485 1.490E-04 0.03573 3.207E-02 IDTLZ7 0.00485 1.490E-04 0.00308 5.157E-05

Tabla D.9: Comparacion de indicador de energia-s en problemas con 4 funcio-
nes objetivo.




APENDICE D. RESULTADOS NUMERICOS

Problema ASF Faa Problema ASF FaB
MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR
DTLZ1 0.09211 9.902E-03 0.11242 2.303E-02 DTLZ1 0.09211 9.902E-03 0.09653 1.751E-02
DTLZ2 0.02271 2.335E-03 0.03855 1.941E-02 DTLZ2 0.02271 2.335E-03 0.02979 4.602E-03
DTLZ3 0.04598 3.193E-02 0.01271 5.740E-04 DTLZ3 0.04598 3.193E-02 0.06622 2.275E-02
DTLZ4 0.02071 7.190E-03 0.11250 7.878E-02 DTLZ4 0.02071 7.190E-03 0.05334 1.342E-02
DTLZ5 0.47548 1.238E-02 0.58109 2.690E-02 DTLZ5 0.47548 1.238E-02 0.48196 1.967E-02
DTLZ6 0.35530 4.570E-02 0.46193 3.783E-02 DTLZ6 0.35530 4.570E-02 0.39761 3.615E-02
DTLZ7 0.35466 3.804E-02 0.36159 4.281E-02 DTLZ7 0.35466 3.804E-02 0.22952 2.095E-02
WFG1 0.23667 3.490E-02 0.14168 1.328E-02 WFG1 0.23667 3.490E-02 0.21233 6.776E-02
WFG2 0.02767 4.748E-03 0.18631 4.781E-02 WFG2 0.02767 4.748E-03 0.01192 6.305E-04
WFG3 0.45411 4.221E-02 0.33911 2.377E-02 WFG3 0.45411 4.221E-02 0.46662 3.206E-02
WFG4 0.03362 3.220E-02 0.00001 1.078E-09 WFG4 0.03362 3.220E-02 0.00024 7.166E-07
WFG5 0.00493 3.863E-04 0.01050 3.101E-03 WFG5 0.00493 3.863E-04 0.04316 3.422E-02
WFG6 0.00718 9.048E-04 0.01238 4.096E-03 WFG6 0.00718 9.048E-04 0.00305 8.130E-05
WFGT7 0.00969 1.360E-03 0.01125 3.375E-03 WFGT7 0.00969 1.360E-03 0.04716 3.449E-02
WFGS8 0.00264 1.457E-04 0.00435 2.367E-04 WFGS8 0.00264 1.457E-04 0.02136 2.848E-03
WFG9 0.00004 6.103E-09 0.00044 4.150E-06 WFG9 0.00004 6.103E-09 0.03835 3.216E-02
IDTLZ1 0.42105 5.134E-02 0.36516 1.817E-02 IDTLZ1 0.42105 5.134E-02 0.37583 3.491E-02
IDTLZ2 0.42158 3.106E-02 0.39433 2.724E-02 IDTLZ2 0.42158 3.106E-02 0.44151 3.454E-02
IDTLZ3 0.00420 5.483E-05 0.00271 4.031E-06 IDTLZ3 0.00420 5.483E-05 0.00340 4.728E-06
IDTLZ4 0.39638 2.255E-02 0.41305 2.003E-02 IDTLZ4 0.39638 2.255E-02 0.42975 4.702E-02
IDTLZ5 0.00404 1.741E-06 0.08645 6.231E-02 IDTLZ5 0.00404 1.741E-06 0.00388 2.038E-06
IDTLZ6 0.00106 2.424E-07 0.03432 3.216E-02 IDTLZ6 0.00106 2.424E-07 0.00319 1.517E-04
IDTLZ7 0.00634 1.260E-05 0.00541 7.914E-05 IDTLZ7 0.00634 1.260E-05 0.06161 3.606E-02

Tabla D.10: Comparacion de indicador de energia-s en problemas con 5 fun-
ciones objetivo.

Problema ASF FaA Problema ASF F4B
MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR
DTLZ1 0.21791 1.745E-02 0.18048 7.306E-03 DTLZ1 0.21791 1.745E-02 0.20438 1.424E-02
DTLZ2 0.23022 4.898E-02 0.20171 5.378E-02 DTLZ2 0.23022 4.898E-02 0.17225 3.427E-02
DTLZ3 0.14514 3.102E-02 0.15298 4.863E-02 DTLZ3 0.14514 3.102E-02 0.10612 3.714E-02
DTLZ4 0.08846 2.946E-02 0.06157 9.497E-03 DTLZ4 0.08846 2.946E-02 0.05743 1.697E-02
DTLZ5 0.32194 2.434E-02 0.25564 3.442E-02 DTLZ5 0.32194 2.434E-02 0.21800 9.175E-03
DTLZ6 0.39549 3.456E-02 0.49549 4.301E-02 DTLZ6 0.39549 3.456E-02 0.41407 2.007E-02
DTLZ7 0.24238 2.378E-02 0.29417 1.783E-02 DTLZ7 0.24238 2.378E-02 0.28490 4.295E-02
WFG1 0.23283 2.568E-02 0.30558 5.544E-02 WFG1 0.23283 2.568E-02 0.24275 2.160E-02
WFG2 0.06166 1.236E-02 0.26726 6.510E-02 WFG2 0.06166 1.236E-02 0.06107 7.896E-03
WFG3 0.40026 1.897E-02 0.46579 4.077E-02 WFG3 0.40026 1.897E-02 0.41310 1.842E-02
WFG4 0.03638 1.560E-02 0.00205 2.513E-05 WFG4 0.03638 1.560E-02 0.02977 8.869E-03
WFGS5 0.00806 4.363E-04 0.03415 1.434E-02 WFGS5 0.00806 4.363E-04 0.06099 3.598E-02
WFG6 0.05204 3.567E-02 0.00049 1.101E-06 WFG6 0.05204 3.567E-02 0.02432 1.645E-02
WFGT 0.06101 3.822E-02 0.07192 3.774E-02 WFGT 0.06101 3.822E-02 0.06444 3.903E-02
WFGS8 0.42120 2.449E-02 0.30553 2.361E-02 WFGS8 0.42120 2.449E-02 0.40457 3.835E-02
WFG9 0.05270 1.418E-02 0.08660 5.974E-02 WFG9 0.05270 1.418E-02 0.10652 4.337E-02
IDTLZ1 0.27139 1.549E-02 0.30806 1.982E-02 IDTLZ1 0.27139 1.549E-02 0.31907 3.649E-02
IDTLZ2 0.28669 2.533E-02 0.25054 6.265E-03 IDTLZ2 0.28669 2.533E-02 0.25578 1.346E-02
IDTLZ3 0.00005 3.925E-08 0.00009 1.113E-07 IDTLZ3 0.00005 3.925E-08 0.00006 4.545E-08
IDTLZ4 0.53030 3.554E-02 0.46159 1.998E-02 IDTLZ4 0.53030 3.554E-02 0.51955 5.613E-02
IDTLZ5 0.06674 1.305E-02 0.08063 2.948E-02 IDTLZ5 0.06674 1.305E-02 0.06600 9.308E-03
IDTLZ6 0.41202 3.280E-02 0.41163 2.642E-02 IDTLZ6 0.41202 3.280E-02 0.42941 4.209E-02
IDTLZ7 0.01611 3.026E-03 0.00762 7.567E-04 IDTLZ7 0.01611 3.026E-03 0.18035 5.764E-02

Tabla D.11: Comparacion de indicador de energia-s en problemas con 6 fun-
ciones objetivo.
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D.2. ENERGIA-S

Problema ASEF Faa Problema ASF F4B
MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR
DTLZ1 0.33773 2.974E-02 0.53746 3.199E-02 DTLZ1 0.33773 2.974E-02 0.36237 2.449E-02
DTLZ2 0.44721 3.873E-02 0.35538 2.229E-02 DTLZ2 0.44721 3.873E-02 0.37708 3.357E-02
DTLZ3 0.39859 3.869E-02 0.34639 2.121E-02 DTLZ3 0.39859 3.869E-02 0.45988 5.006E-02
DTLZ4 0.16349 2.289E-02 0.19282 1.608E-02 DTLZ4 0.16349 2.289E-02 0.24254 6.227E-02
DTLZ5 0.18951 2.728E-02 0.22913 6.571E-03 DTLZ5 0.18951 2.728E-02 0.21848 1.019E-02
DTLZ6 0.23592 1.061E-02 0.25320 1.025E-02 DTLZ6 0.23592 1.061E-02 0.57038 5.652E-02
DTLZ7 0.11122 1.139E-02 0.18736 3.806E-02 DTLZ7 0.11122 1.139E-02 0.13158 1.637E-02
WFG1 0.05130 4.034E-04 0.05535 6.204E-04 WFG1 0.05130 4.034E-04 0.05754 1.369E-03
WFG2 0.26651 2.512E-02 0.39618 4.663E-02 WFG2 0.26651 2.512E-02 0.28387 2.348E-02
WFG3 0.18477 3.717E-02 0.20172 1.797E-02 WFG3 0.18477 3.717E-02 0.12599 3.219E-03
WFG4 0.10415 3.468E-02 0.08143 7.362E-03 WFG4 0.10415 3.468E-02 0.08544 9.626E-03
WFG5 0.10478 2.563E-02 0.08112 3.148E-02 WFGS5 0.10478 2.563E-02 0.11690 4.710E-02
WFG6 0.21392 7.896E-02 0.08966 2.990E-02 WFG6 0.21392 7.896E-02 0.15141 5.258E-02
WFGT7 0.14863 3.085E-02 0.14944 4.005E-02 WFGT7 0.14863 3.085E-02 0.12281 4.305E-02
WFGS8 0.31137 3.879E-02 0.23653 3.178E-02 WFGS8 0.31137 3.879E-02 0.21146 4.911E-02
WFG9 0.21529 5.355E-02 0.12855 4.029E-02 WFG9 0.21529 5.355E-02 0.14267 2.023E-02
IDTLZ1 2.23E-07 1.447E-12 4.29E-10 5.282E-18 IDTLZ1 2.23E-07 1.447E-12 3.33E-07 1.675E-12
IDTLZ2 0.15901 2.318E-02 0.11532 1.747E-02 IDTLZ2 0.15901 2.318E-02 0.18295 4.306E-02
IDTLZ3 2.53E-23 1.855E-44 1.30E-16 4.873E-31 IDTLZ3 2.53E-23 1.855E-44 2.86E-17 2.366E-32
IDTLZ4 0.15096 6.290E-02 0.13664 4.395E-02 IDTLZ4 0.15096 6.290E-02 0.14840 5.898E-02
IDTLZ5 0.03375 3.219E-02 0.01551 3.185E-03 IDTLZ5 0.03375 3.219E-02 0.01226 3.946E-03
IDTLZ6 0.00493 6.738E-04 0.03346 3.221E-02 IDTLZ6 0.00493 6.738E-04 0.00011 4.174E-08
IDTLZ7 0.00088 1.771E-05 0.05170 4.037E-02 IDTLZ7 0.00088 1.771E-05 0.00364 1.844E-04

Tabla D.12: Comparacion de indicador de energia-s en problemas con 10 fun-
ciones objetivo.
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APENDICE D. RESULTADOS NUMERICOS

D.3 ‘COBERTURA DE CONJUNTOS

F4A F4B

Problema C(ASF,F4A) C(F4A,ASF) C(ASF,F4B) C(F4B,ASF)

MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR

DTLZ1 0.742 % 2.320E-04 0.710 % 2.335E-04 0.677% | 1.638E-04 | 1.871% 1.024E-03
DTLZ2 0.032% 3.122E-06 0.194% 4.142E-05 0.129% | 1.124E-05 | 0.355% 6.805E-05
DTLZ3 4.903% 3.906E-03 1.097 % 4.216E-04 | 10.677% | 1.016E-02 | 2.742% 3.393E-03
DTLZ4 0.032% 3.122E-06 1.710 % 8.434E-03 0.355% | 3.580E-05 | 0.226% 2.393E-05
DTLZ5 0.032% 3.122E-06 0.194 % 4.142E-05 0.129% | 1.124E-05 | 0.355% 6.805E-05
DTLZ6 35.613% | 2.097E-01 | 53.935% | 2.115E-01 | 48.226% | 2.481E-01 | 47.290% | 2.416E-01
DTLZ7 2.000 % 2.452E-04 0.677 % 7.347E-05 0.839% | 7.159E-05 | 0.742% 5.786E-05
WFG1 34.161% | 1.808E-01 | 23.419% | 7.756E-02 | 38.484% | 1.536E-01 | 26.710% | 1.361E-01
WFG2 15.774% | 3.979E-02 | 14.226% | 3.780E-02 | 14.000% | 5.019E-02 | 22.065% | 5.918E-02
WFG3 1.194% 9.188E-04 6.806 % 5.751E-03 3.548% | 4.870E-03 | 6.000% 1.603E-02
WFG4 3.452 % 2.044E-03 1.419% 4.050E-04 2.613% | 1.617E-03 | 3.290 % 1.195E-03
WFG5 0.129 % 1.124E-05 0% 0.000E4+00 | 0.097% | 1.519E-05 | 0.032% 3.122E-06
WFG6 25.452% | 6.907E-02 | 16.968% | 7.452E-02 | 28.290% | 7.500E-02 | 13.968% | 4.437E-02
WFG7 2.129 % 5.145E-04 0.677 % 1.767E-04 1.194% | 4.092E-04 | 1.806% 7.446E-04
WFG8 39.710% | 1.806E-02 | 11.548% | 1.244E-03 | 22.903% | 2.631E-02 | 22.774% | 2.557E-02
WFG9 19.774% | 1.102E-01 | 15.065% | 9.998E-02 | 13.323% | 1.089E-01 | 24.645% | 1.453E-01
IDTLZ1 3.226 % 3.122E-02 0.774 % 1.650E-03 0.774% | 1.650E-03 0% 0.000E+00
IDTLZ2 0% 0.000E+00 | 6.452% 6.035E-02 6.484% | 6.032E-02 | 0.032% 3.122E-06
IDTLZ3 0% 0.000E+00 | 0.032% 3.122E-06 0.032% | 3.122E-06 0% 0.000E+00
IDTLZA4 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 | 0.161% | 1.998E-05 | 0.032% 3.122E-06
IDTLZ5 0% 0.000E+00 | 6.452% 6.035E-02 6.484% | 6.032E-02 | 0.032% 3.122E-06
IDTLZ6 0% 0.000E+00 | 3.258% 3.120E-02 3.226% | 3.122E-02 | 0.032% 3.122E-06
IDTLZ7 1.452 % 2.506E-04 1.258 % 2.450E-04 2.677% | 1.551E-03 | 1.258% 1.611E-04
MED 8.252 % 2.90E-02 7.255 % 2.92E-02 8.927 % 3.63E-02 7.663 % 2.93E-02

Tabla D.13: Comparacion de indicador de cobertura de conjuntos en problemas
con 2 funciones objetivo.




D.3. COBERTURA DE CONJUNTOS

F4A F4B

Problema C(ASF,F4A) C(F4A,ASF) C(ASF,F4B) C(FAB,ASF)

MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR

DTLZ1 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 | 0.301% 1.400E-04 0.043 % 5.550E-06
DTLZ2 0.022% 1.387E-06 0% 0.000E+00 | 0.280 % 2.516E-05 0.086 % 4.995E-06
DTLZ3 0.925 % 1.654E-04 0.151 % 1.637E-05 1.871% 4.772E-04 0.710 % 9.444E-05
DTLZ4 0.043 % 2.682E-06 0.065 % 3.885E-06 0.172% 1.138E-05 0.022% 1.387E-06
DTLZ5 0.280 % 3.376E-05 0.194 % 1.202E-05 0.516 % 3.931E-05 0.151% 1.350E-05
DTLZ6 42.086% | 1.906E-01 | 28.645% | 1.159E-01 | 44.323% | 2.006E-01 | 37.011% | 1.760E-O1
DTLZ7 0.452 % 3.839E-05 0.516 % 3.931E-05 0.516 % 3.071E-05 0.516 % 3.644E-05
WFG1 1.269 % 5.171E-04 4.946 % 3.672E-03 1.226 % 2.755E-04 2.882 % 1.836E-03
WFG2 0.301 % 4.255E-05 0.151% 1.064E-05 1.290 % 3.898E-04 1.075 % 3.518E-04
WFG3 4.108 % 1.904E-03 2.108 % 9.494E-04 6.925 % 6.628E-03 2.559 % 1.709E-03
WFG4 1.656 % 1.344E-04 0.280 % 1.369E-05 1.677 % 1.745E-04 1.054 % 7.677E-05
WFG5 0.344 % 4.264E-05 0.022 % 1.387E-06 0.710 % 4.569E-05 0.151 % 7.770E-06
WFG6 2.108 % 9.637E-04 0.581 % 9.962E-05 4.043 % 5.287E-03 1.527 % 8.866E-04
WFG7 0.688 % 4.440E-05 0.086 % 7.862E-06 0.903 % 7.612E-05 0.559 % 2.608E-05
WFG8 2.774 % 1.551E-04 0.645 % 4.440E-05 4.710% 4.672E-04 2.129% 2.048E-04
WFG9 2.774 % 1.084E-02 | 13.290% | 7.176E-02 6.495 % 4.455E-02 | 21.419% | 1.242E-01
IDTLZ1 3.226 % 3.122E-02 0% 0.000E+00 | 5.763% 4.890E-02 0% 0.000E+00
IDTLZ2 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00
IDTLZ3 3.892 % 2.285E-02 9.613 % 8.625E-02 2.516 % 1.866E-02 5.742 % 4.841E-02
IDTLZA4 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 | 0.022% 1.387E-06 0% 0.000E+00
IDTLZ5 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 | 0.323% 3.122E-04 0% 0.000E+00
IDTLZ6 10.344% | 7.743E-02 | 11.226% | 8.586B-02 | 12.538% | 1.063B-01 | 10.817% | 7.971E-02
IDTLZ7 1.806 % 1.783E-04 6.624 % 2.987E-02 3.871% 1.406E-02 8.258 % 5.037E-02
MED 3.439 % 1.47E-02 3.441% 1.72E-02 4.391% 1.95E-02 4.205 % 2.10E-02

Tabla D.14: Comparacion de indicador de cobertura de conjuntos en problemas
con 3 funciones objetivo.

F4A F4B
Problema C(ASF,F4A) C(F4A,ASF) C(ASF,F4B) C(F4B,ASF)
MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR
DTLZ1 0.022 % 1.387E-06 0% 0.000E-+00 0.022 % 1.387E-06 0% 0.000E-+00
DTLZ2 0.151 % 1.064E-05 0.022 % 1.387E-06 0.129 % 6.937E-06 0.151 % 1.064E-05
DTLZ3 0.710 % 1.403E-04 0.043 % 2.682E-06 0.495 % 6.872E-05 0.258 % 1.915E-05
DTLZ4 0.086 % 4.995E-06 0.108 % 6.012E-06 0.237 % 1.591E-05 0.129 % 9.805E-06
DTLZ5 0% 0.000E+00 0.022 % 1.387E-06 0.086 % 7.862E-06 0.086 % 7.862E-06
DTLZ6 12.151 % 2.424E-02 12.796 % 1.470E-02 15.226 % 3.133E-02 19.075 % 3.488E-02
DTLZ7 0.258 % 1.341E-05 0.215 % 1.258E-05 0.172 % 1.424E-05 0.172 % 1.424E-05
WFG1 0.602 % 2.189E-04 2.215% 2.737E-03 1.269 % 6.949E-04 3.892 % 3.404E-03
WFG2 0.280 % 2.229E-05 0.280 % 2.516E-05 0.516 % 3.644E-05 0.516 % 3.358E-05
WFG3 1.935 % 3.394E-04 1.161 % 3.899E-04 2.043 % 1.021E-03 3.097 % 1.782E-03
WFG4 1.785 % 1.703E-04 0.108 % 6.012E-06 1.419 % 1.226E-04 0.602 % 4.116E-05
WFG5 0.323 % 1.683E-05 0% 0.000E-+00 0.538 % 4.421E-05 0.258 % 1.341E-05
WFG6 1.742 % 3.604E-04 0.151 % 1.637E-05 2.860 % 9.439E-04 0.753 % 2.028E-04
WFGT 1.183% 8.232E-05 0.086 % 4.995E-06 0.946 % 4.810E-05 0.452 % 3.839E-05
WFGS8 3.226 % 3.243E-04 0.409 % 5.356E-05 2.860 % 3.360E-04 1.355 % 2.107E-04
WFG9 0.366 % 5.975E-05 5.398 % 8.153E-03 3.161 % 1.209E-02 3.441 % 9.110E-03
IDTLZ1 3.118% 2.754E-02 0% 0.000E-+00 3.398 % 3.112E-02 0% 0.000E+00
IDTLZ2 0.129 % 9.805E-06 0.215 % 1.258E-05 0.043 % 2.682E-06 0.323 % 2.257E-05
IDTLZ3 6.538 % 5.855E-02 0.301 % 2.248E-05 3.355 % 3.072E-02 0.323 % 2.830E-05
IDTLZ4 0.280 % 3.089E-05 0.065 % 6.752E-06 0.151 % 1.350E-05 0.129 % 9.805E-06
IDTLZ5 0.065 % 3.885E-06 0.129 % 6.937E-06 0.581 % 6.702E-04 1.871 % 7.319E-03
IDTLZ6 12.000 % 8.379E-02 11.720 % 7.915E-02 2.925 % 2.238E-02 4.968 % 3.595E-02
IDTLZ7 2.258 % 4.292E-04 6.774 % 3.007E-02 4.258 % 3.106E-02 1.183 % 1.339E-04
MED 2.139% 8.54E-03 1.835% 5.89E-03 2.030 % 7.08E-03 1.871 % 4.05E-03

Tabla D.15: Comparacion de indicador de cobertura de conjuntos en problemas
con 4 funciones objetivo.
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APENDICE D. RESULTADOS NUMERICOS

F4A F4B

Problema C(ASF,F4A) C(F4A,ASF) C(ASF,F4B) C(FAB,ASF)

MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR

DTLZ1 0.013% | 4.995E-07 0% 0.000E+00 | 0.013% 4.995E-07 | 0.013% | 4.995E-07
DTLZ2 0.245% | 8.957E-06 0% 0.000E+00 | 0.181% 4.995E-06 | 0.090% | 3.829E-06
DTLZ3 0.594% | 4.219E-05 0% 0.000E+00 | 0.632% 4.932E-05 | 0.090% | 5.894E-06
DTLZ4 0.090% | 2.797E-06 0.026 % 9.657E-07 | 0.181% 1.016B-05 | 0.013% | 4.995B-07
DTLZ5 0.426% | 5.671B-05 0.077 % 1.562E-06 0.684% 7.143E-05 | 0.374% | 5.671E-05
DTLZ6 2.103% | 5.966E-04 | 11.045% | 3.147BE-03 | 33.419% | 3.652E-02 | 6.477% | 3.563E-03
DTLZ7 0.232% | 1.215B-05 0.181% 6.027E-06 0.181% 8.092E-06 | 0.142% | 1.089E-05
WFG1 1.084% | 5.246E-04 1.794% 1.056E-03 1.161% 5.929E-04 | 3.110% | 2.087BE-03
WFG2 0.103% | 1.029E-05 0.090 % 2.797E-06 0.284% 1.775B-05 | 0.181% | 1.119E-05
WFG3 3.110% | 7.925E-04 1.806 % 4.252E-04 | 3.265% 2.314E-03 | 3.587% | 2.278E-03
WFG4 1.574% | 9.077E-05 0.013 % 4.995E-07 1.071 % 5.821E-05 | 0.245% | 1.309E-05
WFG5 0.271% | 1.175E-05 0.013% 4.995E-07 | 0.400% 2.994E-05 | 0.065% | 3.197E-06
WFG6 1.123% | 7.269E-05 0.052 % 2.830E-06 1.084 % 2.634E-04 | 0.916% | 2.314E-04
WFG7 0.994% | 5.251BE-05 0.052 % 1.798E-06 0.671% 2.827E-05 | 0.348% | 1.935E-05
WFGS 2.787% | 2.162E-04 | 0.568% 3.590E-05 1.729 % 2.502E-04 | 0.903% | 3.300E-05
WFG9 0.103% | 3.063E-06 0.103 % 7.193E-06 0.168 % 6.993E-06 | 0.142% | 1.089E-05
IDTLZ1 | 2.323% | 1.618E-02 3.226 % 3.122E-02 2.710% 2.160E-02 | 3.226% | 3.122E-02
IDTLZ2 | 0.103% | 1.855E-05 0.039 % 2.431E-06 0.013% 4.995E-07 | 0.065% | 4.229E-06
IDTLZ3 | 6.503% | 6.029E-02 4.929% 3.790E-02 5.961 % 5.125E-02 | 3.884% | 3.171E-02
IDTLZ4 | 0.013% | 4.995E-07 | 0.103% 1.132E-05 0.013% 4.995E-07 | 0.052% | 4.895E-06
IDTLZ5 | 0.013% | 4.995E-07 0% 0.000E+00 | 0.026% 9.657E-07 | 0.026% | 1.998E-06
IDTLZ6 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00
IDTLZ7 | 5.316% | 3.009E-02 0.671% 6.543E-05 5.884% 5.070E-02 | 1.123% | 9.850BE-05
MED 1.266 % 4.74E-03 1.078 % 3.21E-03 2.597 % 7.12E-03 1.090 % 3.10E-03

Tabla D.16: Comparacion de indicador de cobertura de conjuntos en problemas
con 5 funciones objetivo.

F4A F4B
Problema C(ASF,F4A) C(F4A,ASF) C(ASF,F4B) C(F4B,ASF)
MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR
DTLZ1 0% 0.000E+00 0% 0.000E-+00 0% 0.000E-+00 0% 0.000E+00
DTLZ2 0.086 % 2.844E-06 0.022 % 6.706E-07 0.140 % 3.422E-06 0.022 % 6.706E-07
DTLZ3 0.398 % 2.969E-05 0.032 % 1.688E-06 0.237 % 1.878E-05 0.151 % 5.619E-06
DTLZ4 0.151 % 1.422E-05 0.011 % 3.469E-07 0.097 % 2.289E-06 0.065 % 2.451E-06
DTLZ5 1.247 % 2.100E-04 0.473 % 3.425E-05 8.731 % 8.429E-03 0.548 % 5.201E-05
DTLZé6 1.935 % 4.792E-04 7.280 % 1.968E-03 26.280 % 1.520E-02 6.280 % 2.314E-03
DTLZ7 0.194 % 6.290E-06 0.226 % 9.596E-06 0.280 % 1.154E-05 0.129 % 4.070E-06
WFG1 0.538 % 1.740E-04 1.473 % 9.081E-04 0.409 % 6.646E-05 1.828 % 2.509E-03
WFG2 0.043 % 1.249E-06 0.075 % 2.659E-06 0.108 % 7.446E-06 0.043 % 1.249E-06
WFG3 1.527 % 5.790E-04 1.699 % 2.304E-04 1.602 % 2.447E-04 2.505 % 5.748E-04
WFG4 1.032 % 3.466E-05 0.022 % 6.706E-07 0.484 % 3.859E-05 0.097 % 2.289E-06
WFG5 0.290 % 1.272E-05 0.043 % 1.966E-06 0.247 % 1.001E-05 0.043 % 1.249E-06
WFG6 0.882 % 7.208E-05 0.043 % 1.249E-06 0.817 % 1.275E-04 0.484 % 3.573E-05
WFGT7 1.333 % 5.376E-05 0.022 % 6.706E-07 0.710 % 4.426E-05 0.269 % 8.186E-06
WFGS8 1.495 % 1.117E-04 0.796 % 6.213E-05 1.301 % 1.142E-04 1.215% 8.426E-05
WFG9 0.151 % 6.336E-06 0.086 % 7.145E-06 0.140 % 4.139E-06 0.129 % 6.220E-06
IDTLZ1 0% 0.000E+00 0.011 % 3.469E-07 0% 0.000E-+00 0.043 % 5.550E-06
IDTLZ2 0.097 % 1.304E-05 0.022 % 6.706E-07 0.054 % 4.370E-06 0.065 % 6.035E-06
IDTLZ3 5.871 % 4.699E-02 5.860 % 4.699E-02 6.731 % 6.002E-02 4.925 % 3.387E-02
IDTLZ4 0.172% 2.285E-05 0.140 % 1.489E-05 0.194 % 6.292E-05 0.118 % 2.190E-05
IDTLZ5 0.366 % 2.124E-04 0.968 % 1.361E-03 0.215 % 1.387E-04 1.097 % 1.989E-03
IDTLZ6 0% 0.000E+00 0.011 % 3.469E-07 0% 0.000E-+00 0% 0.000E+00
IDTLZ7 4.839 % 3.044E-02 3.796 % 3.094E-02 7.667 % 6.322E-02 0.323 % 5.698E-05
MED 0.985 % 3.45E-03 1.005 % 3.59E-03 2.454 % 6.42E-03 0.886 % 1.81E-03

Tabla D.17: Comparaciéon de indicador de cobertura de conjuntos en problemas
con 6 funciones objetivo.
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D.3. COBERTURA DE CONJUNTOS

F4A F4B

Problema C(ASF,F4A) C(F4A,ASF) C(ASF,F4B) C(FAB,ASF)

MED VAR MED VAR MED VAR MED VAR

DTLZ1 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00
DTLZ2 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00
DTLZ3 0.411% | 4.979E-05 0% 0.000E+00 | 0.073% 4.128E-06 0% 0.000E+00
DTLZ4 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00
DTLZ5 0.469% | 6.196E-05 | 0.235% | 2.915BE-05 2.214 % 2.090E-03 | 0.528% | 4.678E-05
DTLZ6 0.543% | 4.855E-05 | 3.314% | 8.360E-04 | 16.232% | 4.943E-03 | 3.372% | 7.475E-04
DTLZ7 0.103% | 4.945E-06 | 0.088% | 3.225BE-06 0% 0.000E+00 | 0.015% | 6.450E-07
WFG1 1.642% | 1.831E-03 | 1.496% | 2.812E-03 0.982 % 3.960E-04 | 1.144% | 1.100E-03
WFG2 0% 0.000E+00 | 0.015% | 6.450E-07 0.044 % 1.806E-06 | 0.015% | 6.450E-07
WFG3 0.733% | 1.475E-04 | 0.484% | 8.123E-05 0.880 % 1.265E-04 | 0.674% | 1.211E-04
WFG4 0.029% | 1.247E-06 0% 0.000E+00 | 0.015% 6.450E-07 | 0.029% | 2.580E-06
WFGb5 0.059% | 3.655E-06 | 0.015% | 6.450E-07 0.073 % 6.794E-06 0% 0.000E+00
WFG6 2.478% | 1.683E-03 | 0.059% | 6.321E-06 1.290 % 7.826E-04 | 0.777% | 2.055E-04
WFG7 0.059% | 2.322E-06 | 0.015% | 6.450E-07 0.088 % 5.891E-06 | 0.059% | 2.322E-06
WFGS8 1.085% | 1.462E-04 | 0.235% | 3.449E-05 1.085 % 1.382E-04 | 0.337% | 3.728E-05
WFG9 0.015% | 6.450E-07 0% 0.000E+00 | 0.088% 4.558E-06 | 0.029% | 1.247E-06
IDTLZ1 0% 0.000E+00 | 0.015% | 6.450E-07 0% 0.000E+00 | 0.015% | 6.450E-07
IDTLZ2 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00
IDTLZ3 3.226% | 3.122E-02 0% 0.000E+00 | 3.240% 3.121E-02 0% 0.000E+00
IDTLZA4 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00
IDTLZ5 2.361% | 8.177E-03 | 2.771% | 1.668E-02 2.801 % 1.477E-02 | 4.194% | 3.185BE-02
IDTLZ6 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00 0% 0.000E+00
IDTLZ7 0.044% | 5.805E-06 | 0.073% | 8.127E-06 | 13.519% | 1.020E-01 | 0.103% | 1.028E-05
MED 0.576 % 1.89E-03 0.383 % 8.91E-04 1.853 % 6.80E-03 0.491 % 1.48E-03

Tabla D.18: Comparacion de indicador de cobertura de conjuntos en problemas
con 10 funciones objetivo.
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APENDICE D. RESULTADOS NUMERICOS
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A

PRUEBA DE SUMA DE RANGOS DE
WILCOXON

En este apéndice se muestran los resultados obtenidos al aplicar la prue-
ba de suma de rangos de Wilcoxon a los resultados numéricos obtenidos
al calcular los indicadores de hipervolumen y energia-s en los problemas
de prueba utilizados. Los datos mostrados en cada tabla corresponden a
los valores-p calculados mediante la funcién wilcox.test() del lenguaje
de programacion R. Un valor mayor a 0.05 indica que no existe suficiente
evidencia de que una funcién de escalarizaciéon se comporte mejor que otra
en el problema en cuestioén.
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APENDICE E. PRUEBA DE SUMA DE RANGOS DE WILCOXON

126



E.1. HIPERVOLUMEN

E.1 ‘ HIPERVOLUMEN

Problema Funcién ASF F4A F4B

ASF - 1.5080e-11 8.9956e-01

DTLZ1 2D F4A 1.0000e+00 - 1.0000e1 00
B F4B 1.0307e-01 1.5071e-11 B

ASF - 1.0000e 100 | 1.0000e} 00

DTLZ2 2D F4A 1.4790e-11 B 1.4386e-11
- F4B 1.42T5e-11 1.0000e+00 -

ASF - 1.0000e+00 4.5585e-01

DTLZ3 2D F4A 2.05566-07 B 3.7982e-07
- F4B 5.5000e-01 1.0000e 100 B

ASF - 1.0000e+00 | 1.0000e+00

DTLZ4 2D F4A 2.5049¢-10 B 2.6071e-10
- F4B 1.3515e-11 1.0000e 100 B

ASF - 1.0000e 100 | 1.0000e {00

DTLZ5 2D F4A 1.4790e-11 B 1.4386e-11
- F4B 1.4215e-11 1.0000e 1 00 -

ASF - 8.9149¢-01 2.6007e-01

DTLZ6 2D F4A 1.1129e-01 - 2.9714e-02
B F4B 7.4470e-01 9.7127e-01 -

ASF B 1.5099e-11 9.9971e-01

DTLZ7 2D F4A 1.0000e+00 - 1.0000e 100
B F4B 3.0170e-04 1.5090e-11 B

ASF - 3.3478e-11 1.5209e-01

WFG1 2D F4A 1.0000e+00 - 1.0000e+00
B F4B 8.5136e-01 6.6443e-11 B

ASF - 1.5099e-11 9.3327e-01

WFG2 2D F4A 1.0000e 1 00 B 1.0000e 00
B F4B 6.8661e-02 1.5099e-11 B

ASF - 1.6760e-08 6.4141e-01

WFG3 2D F4A 1.0000e 1 00 B 1.0000e 1+ 00
B F4B 3.6413e-01 3.8844e-09 B

ASF - 2.1792e-02 1.0000e+ 00

WFG4 2D F4A 9.7897e-01 B 1.0000e+ 00
B F4B 4.0973e-07 6.9193e-07 -

ASF - 1.0000e+00 | 1.0000e+00

WFG5 2D F4A 2.5348e-10 - 2.1019e-01
B F4B 8.0661e-11 7.9405e-01 -

ASF - 1.5209e-01 1.8554e-01

WFG6 2D F4A 8.5136e-01 - 5.7331e-01
B F4B 8.1839¢-01 4.3250e-01 -

ASF - 1.3442¢-03 1.0000e+00

WFG7 2D F4A 9.9872e-01 - 1.0000e+00
B F4B 9.2500e-09 1.5794e-10 -

ASF - 3.3478e-11 7.2534e-01

WFG8 2D F4A 1.0000e 1 00 B 1.0000e 1+ 00
B F4B 2.7962e-01 6.0283e-11 B

ASF - 7.4470e-01 9.9308e-01

WFG9 2D F4A 2.6007¢-01 B 6.2471e-01
B F4B 7.2061e-03 3.8091e-01 B

ASF - 3.2917e-09 9.9827e-01

IDTLZ1 2D F4A 1.0000e 100 B 1.0000e 1+ 00
- F4B 1.8140e-03 3.35896-09 -

ASF - 4.3414¢-08 1.0000e+00

IDTLZ2 2D F4A 1.0000e+ 00 - 1.0000e+ 00
B F4B 3.8300e-08 4.5186e-08 -

ASF - 1.5052e-11 1.0000e+00

IDTLZ3 2D F4A 1.0000e+00 - 1.0000e 100
B F4B 1.5014e-11 1.5043e-11 -

ASF - 3.4884e-09 1.0000e+00

IDTLZ4 2D F4A 1.0000e+00 - 1.0000e+00
B F4B 2.9010e-09 2.9123e-09 -

ASF - 4.3414e-08 1.0000e 00

IDTLZ5 2D F4A 1.0000e 100 B 1.0000e 1 00
B F4B 3.8300e-08 4.5186e-08 B

ASF - 2.7711e-10 1.0000e+ 00

IDTLZ6 2D F4A T.0000e 1 00 B 1.0000e 1+ 00
B F4B 2.7741e-10 2.7711e-10 B

ASF - 1.0134e-07 1.7390e-01

IDTLZ7 2D F4A 1.0000e 100 B 1.0000e 1+ 00
- F4B 8.2987¢-01 3.48426-06 -

Tabla E.1: Prueba de suma de rangos de Wilcoxon aplicada al indicador de
hipervolumen en problemas de prueba con 2 funciones objetivo.




APENDICE E.

PRUEBA DE SUMA DE RANGOS DE WILCOXON

Problema Funcién ASF F4A F4B

ASF - 1.5099e-11 7.5874e-01

DTLZ1_ 3D T4A 1.0000e+00 - 1.0000e+00
F4B 2.4589e-01 1.5099e-11 -

ASF - 9.9996¢-01 1.0000e+00

DTLZ2 3D F4A 4.6056e-05 B 7.5411e-01
B F4B 4.1460e-06 2.5057e-01 -

ASF B 9.9974e-01 9.9363e-01

DTLZ3 3D F4A 2.7806e-04 - 4.3250e-01
- F4B 6.6359¢-03 5.7331e-01 B

ASF N 1.0000¢+00 | 1.0000e+00

DTLZ4 3D F4A 4.4414e-06 B 5.3828¢-01
B F4B 4.0507e-10 4.6760e-01 -

ASF R 1.0000e+00 | 1.0000e-+00

DTLZ5 3D F4A 1.5099e-11 - 2.0913e-09
B F4B 2.7863e-10 1.0000e+00 B

ASF N 4.5585¢-01 6.2471e-01

DTLZ6_ 3D F4A 5.5000e-01 B 6.0208¢-01
F4B 3.8091e-01 4.0364¢-01 B

ASF R 6.0283e-11 1.0000e+00

DTLZ7 3D F4A 1.0000e+00 , 1.0000e+00
B F4B 1.5099e-11 1.5099¢e-11 B

ASF - 6.0283¢-11 1.0000e+00

WFG1_3D F4A 1.0000e+00 B 1.0000e+00
F4B 1.5099¢-11 1.5099e-11 B

ASF R 9.7634e-04 9.8243e-01

WFG2 3D F4A 9.9907e-01 B 9.9907¢-01
B F4B 1.8219e-02 9.7634e-04 B

ASF - 1.7600e-07 9.1194e-01

WFG3_ 3D T4A 1.0000e+00 B 1.0000e+00
F4B 9.0447¢-02 2.0556e-07 B

ASF - 9.6136e-01 9.9944e-01

WFG4 3D F4A 3.9891e-02 B 8.5136¢-01
B F4B 5.8688¢-04 1.5209¢-01 B

ASF B 1.8952e-01 9.9484e-01

WFG5_ 3D F4A 8.1446e-01 - 9.9986e-01
F4B 5.3813e-03 1.5029e-04 B

ASF N 3.9223e-01 6.4141e-01

WFG6 3D F4A 6.1344e-01 B 7.9404¢-01
- F4B 3.6413e-01 2.1019e-01 B

ASF - 5.2652e-01 1.0000e+00

WFG7 3D F4A 4.7937e-01 - 9.9983e-01
B F4B 2.2102¢-06 1.7819e-04 B

ASF B 9.6716e-01 9.9986¢-01

WFG8 3D F4A 3.3934¢-02 B 9.2734¢-01
B F4B 1.5029¢-04 7.4724¢-02 B

ASF R 9.7970e-01 9.9887e-01

WFG9 3D F4A 2.1033e-02 , 7.6786e-01
B F4B 1.1900e-03 2.3667e-01 B

ASF B 1.0000e+00 | 1.0000e+00

IDTLZ1_ 3D F4A 3.5542¢-09 B 3.5576e-09
F4B 4.2384e-09 1.0000e+00 B

ASF - 1.0000e+00 | 1.0000e-+00

IDTLZ2 3D F4A 3.5593e-09 B 9.8337¢-01
B F4B 3.5593e-09 1.7249¢-02 B

ASF - 1.0000e+00 | 1.0000e+00

IDTLZ3 3D F4A 3.0052¢-08 - 5.9063e-01
F4B 3.8475¢-08 4.1513e-01 B

ASF - 1.0000e+00 | 1.0000e+00

IDTLZ4 3D F4A 2.5362¢-10 B 9.9998¢-01
B F4B 2.5348e-10 1.7957¢-05 B

ASF - 1.0000e+00 | 1.0000e+00

IDTLZ5 3D F4A 4.2384e-09 - 1.0000e+00
F4B 3.2544e-09 3.8844¢-09 B

ASF N 1.0000e+00 | 1.0000e+00

IDTLZ6 3D F4A 2.7989e-07 B 1.8550e-02
B F4B 4.4205e-07 9.8211e-01 B

ASF B 3.1150e-03 1.3086e-04

IDTLZ7 3D F4A 9.9702e-01 - 2.6183e-02
B F4B 9.9988e-01 9.7470e-01 B

Tabla E.2: Prueba de suma de rangos de Wilcoxon aplicada
hipervolumen en problemas de prueba con 3 funciones objetivo.

al indicador de




E.1. HIPERVOLUMEN

Problema Funcién ASF F4A F4B

ASF - 3.0329e-11 3.2602e-01

DTLZ1_4D T4A 1.0000e+00 - 1.0000e+00
F4B 6.7929e-01 2.0386e-11 -

ASF - 1.0000e+00 | 1.0000e+00

DTLZ2 4D F4A 1.0076e-08 B 3.8091e-01
B F4B 7.7904¢-09 6.2471e-01 B

ASF B 1.6692e-11 1.6276e-01

DTLZ3 4D F4A 1.0000e+00 - 1.0000e+00
- F4B 8.4085e-01 1.8449e-11 B

ASF N 1.0000¢+00 | 1.0000e+00

DTLZ4 4D F4A 4.0764e-11 B 2.0564¢-07
- F4B 4.6301¢-09 1.0000e 00 B

ASF R 1.0000e+00 | 1.0000e-+00

DTLZ5 4D F4A 1.5099e-11 - 6.0283e-11
B F4B 1.5099e-11 1.0000e+00 B

ASF N 8.0661e-11 3.0500e-01

DTLZ6_ 4D F4A 1.0000e+00 B 1.0000e+00
F4B 7.0016e-01 2.5362¢-10 B

ASF R 5.4683e-11 1.0000e+00

DTLZ7 4D F4A 1.0000e+00 7 1.0000e+00
B F4B 6.1423e-10 1.5099¢e-11 B

ASF B 4.6760e-01 4.4415e-01

WFG1_4D F4A 5.3828¢-01 B 4.9115e-01
F4B 5.6168¢-01 5.1474e-01 B

ASF R 4.5316e-08 9.9848¢-01

WFG2 4D F4A 1.0000e+00 . 1.0000e+00
B F4B 1.5915¢-03 1.0169e-09 B

ASF - 1.0141e-07 6.0777e-01

WFG3_4D T4A 1.0000e+00 B 1.0000e+00
F4B 3.9792e-01 8.0311e-07 B

ASF - 2.1448e-01 9.4884e-01

WFG4 4D F4A 7.8981e-01 B 9.9308¢-01
B F4B 5.2735e-02 7.2061e-03 B

ASF B 9.0712e-01 9.9990e-01

WFG5_4D F4A 9.5365e-02 - 9.9218e-01
F4B 1.0632e-04 8.1424¢-03 B

ASF B 8.3357¢-01 4.0937¢-01

WFG6 4D F4A 1.7014e-01 B 1.62766-01
B F4B 5.9636e-01 8.4085¢-01 B

ASF - 6.8661e-02 9.8882e-01

WFG7 4D F4A 9.3327e-01 - 9.9957e-01
B F4B 1.1622e-02 4.5153¢-04 B

ASF B 9.9999¢-01 1.0000e+00

WFG8_ 4D F4A 5.4534¢-06 B 9.4059¢-01
F4B 5.5117e-09 6.1176¢-02 B

ASF R 1.0000e+00 9.9950e-01

WFG9 4D F4A 7.7904e-09 7 3.6104¢-06
B F4B 5.2878e-04 1.0000e+00 B

ASF B 1.0000e+00 | 1.0000e+00

IDTLZ1 4D F4A 8.6470e-08 B 3.3137e-01
B F4B 2.0564¢-07 6.7398e-01 -

ASF - 1.0000e+00 | 1.0000e-+00

IDTLZ2 4D F4A 2.5362¢-10 . 4.1460e-06
B F4B 1.5099e-11 1.0000e+00 B

ASF - 1.0000e4+00 | 1.0000e+00

IDTLZ3 4D F4A 4.2424¢-09 - 1.7854e-06
F4B 4.2424¢-09 1.0000e+00 B

ASF - 1.0000e+00 | 1.0000e+00

IDTLZ4 4D F4A 3.2591e-09 - 1.3403¢-04
B F4B 3.8863e-09 9.9987e-01 B

ASF - 1.0000e+00 | 1.0000e+00

IDTLZ5 4D F4A 1.5099e-11 - 1.8354e-03
F4B 2.5362e-10 9.9825e-01 B

ASF N 1.0000e+00 | 1.0000e+00

IDTLZ6 4D F4A 2.3722¢-06 - 3.1013¢-04
B F4B 2.4990e-09 9.9971e-01 -

ASF B 1.0000e+00 2.6425¢-03

IDTLZ7 4D F4A 2.0533e-07 - 2.4227e-07
B F4B 9.9748e-01 1.0000e+00 B

Tabla E.3: Prueba de suma de rangos de Wilcoxon aplicada al indicador de
hipervolumen en problemas de prueba con 4 funciones objetivo.

12




APENDICE E.

PRUEBA DE SUMA DE RANGOS DE WILCOXON

Problema Funcién ASF F4A F4B

ASF - 1.8449e-11 1.2441e-01

DTLZ1_ 5D T4A 1.0000e+00 - 1.0000e+00
F4B 8.7859e-01 6.0283e-11 -

ASF - 1.0000e+00 | 1.0000e+00

DTLZ2 5D F4A 6.5555e-09 B 5.5000e-01
B F4B 8.4736e-10 4.5585e-01 -

ASF B 1.1180e-02 9.7316e-01

DTLZ3 5D F4A 9.8925e-01 - 9.9974e-01
- F4B 2.7773e-02 2.7806e-04 B

ASF N 1.0000¢+00 | 1.0000e+00

DTLZ4 5D F4A 1.5099e-11 B 5.4683¢-11
- F4B 2.2863¢-09 1.0000e 00 B

ASF R 5.9636e-01 1.0000e+00

DTLZ5 5D F4A 4.0937e-01 - 1.0000e+00
B F4B 3.2639¢-08 1.5405¢-08 B

ASF N 2.3722e-06 8.4264¢-01

DTLZ6_ 5D F4A 1.0000e+00 - 1.0000e+00
F4B 1.6095¢-01 5.1387¢-07 B

ASF R 1.0000e+00 | 1.0000e-+00

DTLZ7 5D F4A 2.4005e-07 , 1.0000e+00
B F4B 1.5099e-11 1.5099¢e-11 B

ASF - 8.3988e-04 8.5476e-01

WFG1_5D F4A 9.9920e-01 - 9.9998e-01
F4B 1.4864e-01 1.9153¢-05 B

ASF R 6.4352e-10 9.9862¢-01

WFG2 5D F4A 1.0000e+00 . 1.0000e+00
B F4B 1.4457¢-03 2.0998e-10 -

ASF - 2.2321e-01 8.2986e-01

WFG3_ 5D T4A 7.8118e-01 B 9.5333e-01
F4B 1.7391e-01 4.8131e-02 B

ASF - 2.0913e-09 4.2500e-02

WFG4 5D F4A 1.0000e+00 B 1.0000e+00
B F4B 9.5882¢-01 6.2704e-08 B

ASF B 7.1035e-01 8.8008e-01

WFG5_ 5D F4A 2.9473e-01 - 7.5874e-01
F4B 1.2291e-01 2.4589e-01 B

ASF N 5.0295¢-01 8.4085¢-01

WFG6 5D F4A 5.02956-01 B 8.6625¢-01
B F4B 1.6276¢-01 1.3696¢-01 B

ASF - 3.3825e-05 9.4727e-01

WFG7 5D F4A 9.9997e-01 - 1.0000e+00
B F4B 5.4345e-02 4.7666¢-07 B

ASF B 5.7681e-02 8.4085¢-01

WFG8 5D F4A 9.4401¢-01 B 9.9981e-01
B F4B 1.6276¢-01 1.9941¢-04 B

ASF R 1.0000e+00 9.9950e-01

WFG9 5D F4A 1.5794e-10 , 3.0230e-07
B F4B 5.2878e-04 1.0000e+00 B

ASF N 1.3216e-01 6.1344e-01

IDTLZ1_5D F4A 8.7097e-01 B 9.0463¢-01
F4B 3.9223e-01 9.7895¢-02 B

ASF - 9.9999e-01 9.9992¢-01

IDTLZ2 5D F4A 1.2164e-05 . 4.1460e-06
B F4B 8.9178e-05 1.0000e+00 B

ASF - 1.0000e+00 | 1.0000e+00

IDTLZ3 5D F4A 2.5928¢-07 - 2.8000e-07
F4B 3.0230e-07 1.0000e+00 B

ASF - 1.0000e+00 | 1.0000e+00

IDTLZ4 5D F4A 2.5362¢-10 - 2.5362¢-10
- F4B 4.1760e-08 1.0000e+00 B

ASF - 9.9984e-01 1.0000e+00

IDTLZ5 5D F4A 1.6840e-04 - 1.5029e-04
F4B 3.5593e-09 9.9986e-01 B

ASF N 1.0000e+00 | 1.0000e+00

IDTLZ6 5D F4A 2.7863e-10 - 2.7863¢-10
- F4B 3.0230e-07 1.0000e+00 B

ASF B 9.8815e-01 1.5273e-08

IDTLZ7 5D F4A 1.2312e-02 - 1.9764¢-08
B F4B 1.0000e+00 | 1.0000e+00 B

Tabla E.4: Prueba de suma de rangos de Wilcoxon aplicada
hipervolumen en problemas de prueba con 5 funciones objetivo.

al indicador de




E.1. HIPERVOLUMEN

Problema Funcién ASF F4A F4B

ASF - 1.5099e-11 9.7895e-02

DTLZ1_ 6D T4A 1.0000e+00 - 1.0000e+00
F4B 9.0463e-01 1.5099e-11 -

ASF - 1.0000e+00 | 1.0000e+00

DTLZ2 6D F4A 2.7470e-11 B 1.7506¢-03
B F4B 3.0605¢-10 9.9833¢-01 B

ASF B 4.4431e-10 6.5239¢-01

DTLZ3 6D F4A 1.0000e+00 - 1.0000e+00
- F4B 3.5308e-01 9.7839e-11 B

ASF N 1.0000¢+00 | 1.0000e+00

DTLZ4 6D F4A 1.5099e-11 B 2.2522e-11
B F4B 3.3478e-11 1.0000e 00 -

ASF R 6.9158¢-03 1.0000e+00

DTLZ5 6D F4A 9.9336e-01 - 1.0000e+00
B F4B 3.8693¢-06 2.7664¢-08 B

ASF B 5.0885¢-01 9.9566¢-01

DTLZ6_6D F4A 4.9705e-01 B 9.6716e-01
F4B 4.5344e-03 3.3934¢-02 B

ASF R 1.5099e-11 1.2653e-04

DTLZ7 6D F4A 1.0000e+00 , 1.0000e+00
B F4B 9.9988e-01 1.6692e-11 B

ASF - 1.9355e-01 2.0596e-01

WFG1_6D F4A 8.1048¢-01 - 5.0885e-01
F4B 7.9823¢-01 4.9705¢-01 B

ASF R 4.2424e-09 5.6750e-01

WFG2 6D F4A 1.0000e+00 . 1.0000e+00
- F4B 4.3832e-01 2.9822¢-09 B

ASF - 4.3832e-01 3.8091e-01

WFG3_ 6D T4A 5.6750e-01 B 4.5585e-01
F4B 6.2471e-01 5.5000e-01 B

ASF B 6.5083¢-04 7.9404¢-01

WFG4 6D F4A 9.9938e-01 B 9.9974¢-01
B F4B 2.1019e-01 2.7806e-04 B

ASF B 9.2734e-01 9.9964e-01

WFG5_6D F4A 7.4724e-02 - 9.6011e-01
F4B 3.8486e-04 4.1179e-02 B

ASF B 6.3587¢-01 8.4441e-01

WFG6 6D F4A 3.6970e-01 B 6.8456¢-01
B F4B 1.5915¢-01 3.2071e-01 B

ASF - 3.3825e-05 8.1839e-01

WFG7 6D F4A 9.9997e-01 - 1.0000e+00
B F4B 1.8554e-01 2.2102¢-06 B

ASF B 9.9998¢-01 9.9965¢-01

WFG8_ 6D F4A 2.3195¢-05 B 1.5559¢-01
F4B 3.6476e-04 8.4791e-01 B

ASF R 1.0000e+00 | 1.0000e-+00

WFG9 6D F4A 3.5215e-07 , 5.2735e-02
B F4B 2.5928e-07 9.4884e-01 B

ASF B 5.9063¢-01 5.7331e-01

IDTLZ1 6D F4A 4.1513e-01 - 4.9115¢-01
B F4B 4.3250e-01 5.14746-01 B

ASF - 9.8042e-01 9.6716e-01

IDTLZ2 6D F4A 2.0298¢-02 . 4.0364e-01
B F4B 3.3934e-02 6.0208e-01 B

ASF - 8.3357e-01 9.9218e-01

IDTLZ3_6D F4A 1.7014e-01 - 9.1427e-01
F4B 8.1424¢-03 8.8064¢-02 B

ASF - 2.9473e-01 5.7331e-01

IDTLZ4 6D F4A 7.1035e-01 - 8.7097¢-01
B F4B 4.3250e-01 1.3216e-01 B

ASF - 9.6259e-01 9.2101e-01

IDTLZ5_ 6D F4A 3.8636e-02 - 3.9792e-01
F4B 8.1188e-02 6.0777e-01 B

ASF N 9.6259¢-01 9.2528¢-01

IDTLZ6 6D F4A 3.8636e-02 B 3.8091e-01
B F4B 7.6834¢-02 6.2471e-01 B

ASF B 9.6136e-01 2.1961e-06

IDTLZ7 6D F4A 3.9891e-02 - 2.2028¢-06
B F4B 1.0000e+00 | 1.0000e+00 B

Tabla E.5: Prueba de suma de rangos de Wilcoxon aplicada al indicador de
hipervolumen en problemas de prueba con 6 funciones objetivo.
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APENDICE E. PRUEBA DE SUMA DE RANGOS DE WILCOXON

Problema Funcién ASF F4A F4B

ASF - 3.8475e-08 6.4835e-02

DTLZ1_ 10D F4A 1.0000e+00 B 1.0000e+00
F4B 9.3701e-01 1.9773e-07 -

ASF - 4.2090e-01 1.0000e+00

DTLZ2 10D F4A 5.8487e-01 B 9.9999e-01
- F4B 4.4414e-06 7.6458¢-06 -

ASF - 1.3008e-08 9.7821e-01

DTLZ3 10D F4A 1.0000e+00 B 1.0000e+00
B F4B 2.2573e-02 9.3655e-08 B

ASF - 1.0000e+00 9.9992e-01

DTLZ4 10D F4A 1.5405e-08 B 9.3408¢-06
B F4B 8.4066¢-05 9.9999e-01 B

ASF - 8.4774e-03 9.1427e-01

DTLZ5 10D F4A 9.9186e-01 B 9.9816e-01
B F4B 8.8064¢-02 1.9240e-03 B

ASF B 9.8306e-01 4.5000e-01

DTLZ6_ 10D F4A 1.7568e-02 B 9.1840e-03
F4B 5.5585¢-01 9.9118e-01 -

ASF - 2.4990e-09 5.6139e-03

DTLZ7 10D F4A 1.0000e+00 B 9.9988e-01
B F4B 9.9462¢-01 1.2653¢-04 B

ASF - 3.5859e-01 1.6276e-01

WFG1_10D F4A 6.4691e-01 B 1.7774e-01
F4B 8.4085¢-01 8.2609e-01 -

ASF - 1.7568e-02 9.9044e-01

WFG2 10D F4A 9.8306e-01 B 9.9993e-01
B F4B 9.9415¢-03 7.0334e-05 B

ASF - 6.5784e-01 5.5585e-01

WFG3_ 10D F4A 3.4761e-01 - 4.9115e-01
F4B 4.5000e-01 5.1474e-01 B

ASF - 6.6325¢-01 9.6823¢-01

WFG4 10D F4A 3.4216e-01 B 8.6465¢-01
- F4B 3.28366¢-02 1.3859¢-01 B

ASF - 3.8091e-01 1.0851e-01

WFG5 10D F4A 6.2471e-01 B 2.2321e-01
F4B 8.9422e-01 7.8118e-01 B

ASF - 3.1766¢-02 6.1344¢-01

WFG6 10D F4A 9.6927e-01 B 9.5037e-01
B F4B 3.9223e-01 5.1163e-02 B

ASF - 6.1909e-01 8.3724e-01

WFG7 10D F4A 3.8656e-01 B 7.3511e-01
- F4B 1.6643e-01 2.6976e-01 B

ASF - 8.4085¢-01 8.2986e-01

WFGS8_ 10D F4A 1.6276e-01 B 4.9705¢-01
F4B 1.7391e-01 5.0885e-01 B

ASF - 9.9722e-01 9.7743e-01

WFG9 10D F4A 2.9141e-03 B 1.4189¢-01
B F4B 2.3378¢-02 8.6141e-01 B

ASF - 3.0500e-01 1.6643e-01

IDTLZ1 10D F4A 7.0016e-01 B 2.9727e-01
B F4B 8.37246-01 7.0783e-01 -

ASF - 7.0527e-01 3.3137¢-01

IDTLZ2 10D F4A 2.9984e-01 B 2.2321e-01
B F4B 6.7398e-01 7.8118e-01 B

ASF - 3.8373e-01 7.0782e-01

IDTLZ3 10D F4A 6.2190e-01 B 8.4965e-01
F4B 2.9728e-01 1.5383e-01 B

ASF - 9.7897¢-01 5.0295e-01

IDTLZ4 10D F4A 2.1792e-02 B 2.1033e-02
B F4B 5.0295e-01 9.7970e-01 B

ASF - 5.0295e-01 7.2660e-02

IDTLZ5 10D F4A 5.0295e-01 B 6.8661e-02
F4B 9.2936e-01 9.3327e-01 B

ASF - 2.9984e-01 5.2064e-01

IDTLZ6 10D F4A 7.0527e-01 E 6.7929¢-01
- F4B 4.85256-01 3.2602e-01 B

ASF - 1.4719e-01 2.2429e-01

IDTLZ7 10D F4A 8.5658e-01 B 6.7723e-01
B F4B 7.8096e-01 3.2902e-01 B

Tabla E.6: Prueba de suma de rangos de Wilcoxon aplicada al indicador de
hipervolumen en problemas de prueba con 10 funciones objetivo.
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APENDICE E. PRUEBA DE SUMA DE RANGOS DE WILCOXON

E.2 ‘ENERGiA-S

Problema Funcién ASF F4A F4B

ASF - 1.8161e-01 7.7235e-01

DTLZ1 2D F4A 8.2226e-01 - 9.4059¢-01
B F4B 2.3214e-01 6.1176e-02 -

ASF - 6.6325¢-01 9.9118e-01

DTLZ2 2D F4A 3.4216e-01 B 9.9152¢-01
B F4B 9.1840e-03 8.8245e-03 -

ASF - 1.2291e-01 5.0295e-01

DTLZ3 2D F4A 8.8008e-01 B 9.2101e-01
B F4B 5.0295e-01 8.1188e-02 -

ASF - 2.5601e-04 9.9964e-01

DTLZ4 2D F4A 9.99766-01 B 9.9998e-01
B F4B 3.8486e-04 1.6841e-05 -

ASF - 6.6325e-01 9.9118e-01

DTLZ5 2D F4A 3.4216e-01 B 9.9152e-01
B F4B 9.1840e-03 8.8245e-03 -

ASF N 1.3535e-01 6.0777e-01

DTLZ6 2D F4A 8.6784e-01 - 7.7235e-01
- F4B 3.9792e-01 2.3214e-01 -

ASF N 1.2987¢-05 3.3675e-01

DTLZ7 2D F4A 9.9999e-01 - 9.9993e-01
B F4B 6.6863¢-01 7.0334e-05 -

ASF - 3.6223e-02 2.4589e-01

WFG1 2D F4A 9.6494e-01 B 7.9404e-01
- F4B 7.5874e-01 2.1019e-01 -

ASF - 9.4232e-01 6.7929¢-01

WFG2 2D F4A 5.9409e-02 B 1.0047¢-01
- F4B 3.2602e-01 9.0210e-01 -

ASF - 1.7391e-01 3.8656e-01

WFG3 2D F4A 8.2986e-01 B 6.6325e-01
- F4B 6.1909e-01 3.4216e-01 -

ASF - 9.9972e-01 5.4415e-01

WFG4 2D F4A 2.9369e-04 B 6.8517e-04
- F4B 4.6172e-01 9.9935e-01 -

ASF Z 9.2101e-01 2.3214e-01

WFG5 2D F4A 8.1188e-02 - 1.8891e-02
- F4B 7.7235e-01 9.8178e-01 -

ASF - 9.9279e-01 9.2528e-01

WFG6 2D F4A 7.5071e-03 - 1.0047¢-01
- F4B 7.6834¢-02 9.0210e-01 -

ASF - 9.9789e-01 5.6168e-01

WFG7 2D F4A 2.2136e-03 B 4.5344¢-03
- F4B 4.4415e-01 9.9566e-01 -

ASF - 1.9355e-01 7.8988e-02

WFG8 2D F4A 8.1048e-01 B 2.7962e-01
- F4B 9.2317e-01 7.2534e-01 -

ASF - 8.4441e-01 5.6750e-01

WFG9 2D F4A 1.5915e-01 B 2.6489¢-01
- F4B 4.3832e-01 7.3993e-01 -

ASF - 3.6136e-01 3.9223e-01

IDTLZ1 2D F4A 6.4417¢-01 B 5.5000e-01
- F4B 6.1344e-01 4.5585e-01 -

ASF B 8.9394e-07 9.9768e-01

IDTLZ2 2D F4A 1.0000e+00 - 1.0000e 100
- F4B 2.4268¢-03 2.8000e-07 -

ASF - 3.5215e-07 9.9985¢e-01

IDTLZ3 2D F4A 1.0000e+00 - 1.0000e+00
- F4B 1.5910e-04 2.5456e-06 -

ASF - 3.0121e-07 9.9998e-01

IDTLZ4 2D F4A 1.0000e+00 - 1.0000e+00
- F4B 1.7957¢-05 3.6094¢-06 -

ASF - 8.9394e-07 9.9768e-01

IDTLZ5 2D F4A 1.0000e+ 00 B 1.0000e 100
- F4B 2.4268e-03 2.8000e-07 -

ASF - 2.7309e-09 1.0000e 100

IDTLZ6 2D F4A 1.0000e 1 00 B 1.0000e 100
- F4B 3.0230e-07 3.5593e-09 -

ASF - 6.8661e-02 8.0848e-01

IDTLZ7 2D F4A 9.3327¢-01 B 9.8367e-01
- F4B 1.9558¢-01 1.6937¢-02 -

Tabla E.7: Prueba de suma de rangos de Wilcoxon aplicada
energia-s en problemas de prueba con 2 funciones objetivo.

al indicador de
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Problema Funcién ASF F4A F4B

ASF - 4.4414e-06 9.6011e-01

DTLZ1_ 3D T4A 1.0000e+00 - 1.0000e+00
F4B 4.1179e-02 1.9124e-09 -

ASF - 4.9705¢-01 7.2038¢-01

DTLZ2 3D F4A 5.0885e-01 B 7.5874¢-01
B F4B 2.8461e-01 2.4589¢-01 B

ASF B 3.1544e-01 7.0527e-01

DTLZ3 3D F4A 6.8980e-01 - 7.4943e-01
- F4B 2.9984e-01 2.5530e-01 B

ASF B 8.6784¢-01 9.8306¢-01

DTLZ4 3D F4A 1.3535e-01 B 8.6465¢-01
B F4B 1.7568¢-02 1.3859¢-01 -

ASF R 4.2669e-01 1.7568e-02

DTLZ5 3D F4A 5.7910e-01 - 2.3378e-02
B F4B 9.8306e-01 9.7743e-01 B

ASF B 9.9992¢-01 9.9996¢-01

DTLZ6_ 3D F4A 8.9178¢-05 B 6.6863¢-01
F4B 3.8294¢-05 3.3675¢-01 B

ASF R 5.9063e-01 3.8656e-01

DTLZ7 3D F4A 4.1513e-01 , 3.2071e-01
B F4B 6.1909e-01 6.8456e-01 B

ASF - 9.8966e-01 5.2652e-01

WFG1_3D F4A 1.0753¢-02 - 8.8245¢-03
F4B 4.7937¢-01 9.9152¢-01 B

ASF R 6.4835e-02 7.8552¢-01

WFG2 3D F4A 9.3701e-01 . 9.8966¢-01
B F4B 2.1882e-01 1.0753e-02 B

ASF - 9.9875e-01 9.9722e-01

WFG3_ 3D T4A 1.3121e-03 B 5.9063e-01
F4B 2.9141e-03 4.1513e-01 B

ASF - 1.0000e+00 9.9959¢-01

WFG4 3D F4A 2.5928e-07 B 3.5063¢-02
- F4B 4.2821e-04 9.6607¢-01 B

ASF B 9.9944e-01 9.9798e-01

WFG5_ 3D F4A 5.8688e-04 - 2.3667e-01
F4B 2.1130e-03 7.6786e-01 B

ASF B 9.9848¢-01 9.9920e-01

WFG6 3D F4A 1.5915e-03 B 2.4589¢-01
B F4B 8.3988¢-04 7.5874¢-01 B

ASF - 7.7235e-01 8.5811e-01

WFG7 3D F4A 2.3214e-01 - 5.9636e-01
B F4B 1.4524e-01 4.0937e-01 B

ASF B 9.7662¢-01 6.9500e-01

WFG8 3D F4A 2.4207e-02 B 7.4724e-02
B F4B 3.1020e-01 9.2734e-01 -

ASF R 9.9218e-01 9.9875e-01

WFG9 3D F4A 8.1424¢-03 , 6.3587¢-01
B F4B 1.3121e-03 3.6970e-01 B

ASF B 9.9991e-01 9.9999¢-01

IDTLZ1 3D F4A 9.4581e-05 B 6.0208¢-01
B F4B 1.3863¢-05 4.0364¢-01 B

ASF - 9.9999¢-01 9.9998e-01

IDTLZ2 3D F4A 7.6458¢-06 . 8.4085e-01
B F4B 2.4713e-05 1.6276e-01 B

ASF - 9.9988e-01 9.9975e-01

IDTLZ3 3D F4A 1.2653¢-04 - 3.1544e-01
F4B 2.6320e-04 6.8980e-01 B

ASF - 9.7970e-01 9.9999¢-01

IDTLZ4 3D F4A 2.1033e-02 B 9.9993¢-01
B F4B 6.6834¢-06 7.9230e-05 -

ASF - 1.0000e+00 6.0777e-01

IDTLZ5 3D F4A 5.3328e-08 - 2.7664¢-08
F4B 3.9792e-01 1.0000e+00 B

ASF N 9.9984¢-01 9.9833¢-01

IDTLZ6 3D F4A 1.6840e-04 - 5.7331e-01
B F4B 1.7506¢-03 4.3250e-01 B

ASF B 9.9979e-01 9.9778e-01

IDTLZ7 3D F4A 2.2296e-04 - 8.6824e-01
B F4B 2.3251e-03 1.3495e-01 B

Tabla E.8: Prueba de suma de rangos de Wilcoxon aplicada
energia-s en problemas de prueba con 3 funciones objetivo.

al indicador de
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APENDICE E. PRUEBA DE SUMA DE RANGOS DE WILCOXON

Problema Funcién ASF F4A F4B

ASF - 2.1882e-01 2.3214e-01

DTLZ1_4D F4A 7.8552¢-01 - 6.0777e-01
F4B 7.7235e-01 3.9792e-01 N

ASF - 5.7681e-02 6.4141e-01

DTLZ2 4D F4A 9.4401e-01 B 9.8111e-01
B F4B 3.6413e-01 1.9584¢-02 B

ASF - 2.3667e-01 5.0295e-01

DTLZ3 4D F4A 7.6786e-01 - 7.8981e-01
- F4B 5.0295e-01 2.1448e-01 N

ASF B 8.5136¢-01 9.8646¢-01

DTLZ4 4D F4A 1.5209e-01 B 9.4059¢-01
B F4B 1.4064¢-02 6.11766-02 -

ASF - 6.8980e-01 8.4085e-01

DTLZ5 4D F4A 3.1544e-01 - 5.7331e-01
B F4B 1.6276e-01 4.3250e-01 B

ASF B 8.0645¢-01 7.3993¢-01

DTLZ6 4D F4A 1.9763e-01 - 3.1544e-01
B F4B 2.6489¢-01 6.8980e-01 -

ASF - 8.5725e-02 5.5585e-01

DTLZ7 4D F4A 9.1657¢-01 , 9.2101e-01
B F4B 4.5000e-01 8.1188¢-02 N

ASF B 8.3357¢-01 2.7466¢-01

WFG1_4D F4A 1.7014e-01 B 6.1176e-02
F4B 7.3024¢-01 9.4059¢-01 -

ASF - 7.5890e-04 | 6.9500e-01

WFG2 4D F4A 9.9928e-01 B 9.9989¢-01
B F4B 3.1020e-01 1.1942¢-04 N

ASF - 9.9584e-01 5.3240e-01

WFG3_4D F4A 4.3422¢-03 B 1.0753e-02
F4B 4.7348e-01 9.8966e-01 N

ASF - 9.9484e-01 6.1909¢-01

WFG4 4D F4A 5.3813e-03 B 2.8730e-02
B F4B 3.8656e-01 9.7223e-01 B

ASF - 8.4441e-01 9.9336e-01

WFG5_ 4D F4A 1.5915e-01 - 9.0712e-01
F4B 6.9158¢-03 9.5365e-02 N

ASF - 7.3024¢-01 9.3516e-01

WFG6 4D F4A 2.7466e-01 B 7.6786¢-01
B F4B 6.6727¢-02 2.3667¢-01 -

ASF - 7.4724e-02 2.1019e-01

WFG7 4D F4A 9.2734e-01 - 5.9063e-01
B F4B 7.9404e-01 4.1513e-01 B

ASF B 1.0000e+00 | 9.9985¢-01

WFGS8_ 4D F4A 2.9293¢-06 B 2.2573¢-02
F4B 1.5910e-04 | 9.7821e-01 -

ASF - 4.6172e-01 9.6927e-01

WFG9 4D F4A 5.4415e-01 , 9.3701e-01
B F4B 3.1766e-02 6.4835¢-02 B

ASF - 2.3667¢-01 3.2071e-01

IDTLZ1 4D F4A 7.67866-01 - 6.2471e-01
B F4B 6.8456¢-01 3.8091e-01 N

ASF - 4.3250e-01 8.2226e-01

IDTLZ2 4D F4A 5.7331e-01 . 8.8588e-01
B F4B 1.8161e-01 1.1699¢-01 N

ASF - 1.5915e-01 3.1020e-01

IDTLZ3 4D F4A 8.4441e-01 B 6.1344e-01
F4B 6.9500e-01 3.9223¢-01 B

ASF - 5.0295e-01 2.2321e-01

IDTLZ4 4D F4A 5.02956-01 - 1.4524¢-01
B F4B 7.8118¢-01 8.5811e-01 B

ASF - 8.4791e-01 7.6333e-01

IDTLZ5 4D F4A 1.5559e-01 - 5.0295e-01
F4B 2.4126e-01 5.0295e-01 N

ASF - 1.6276e-01 5.3828¢-01

IDTLZ6 4D F4A 8.4085e-01 - 9.2936¢-01
B F4B 4.6760e-01 7.2660e-02 B

ASF - 8.7406e-01 9.9951e-01

IDTLZ7 4D F4A 1.2903e-01 - 9.9924e-01
- F4B 5.1389¢-04 8.0281e-04 N

Tabla E.9: Prueba de suma de rangos de Wilcoxon aplicada al indicador de
energia-s en problemas de prueba con 4 funciones objetivo.
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Problema Funcién ASF F4A F4B

ASF - 5.2652e-01 7.8118e-01

DTLZ1_ 5D F4A 4.7937e-01 B 7.7679e-01
F4B 2.2321e-01 | 2.2765e-01 -

ASF - 7.4943¢-01 6.9500e-01

DTLZ2 5D F4A 2.5530e-01 B 4.8526¢-01
B F4B 3.1020e-01 | 5.2063e-01 B

ASF - 4.5000e-01 2.6489¢-01

DTLZ3 5D F4A 5.5585e-01 B 2.9984e-01
- F4B 7.3993e-01 | 7.0527e-01 B

ASF - 8.1188¢-02 1.5159¢-02

DTLZ4 5D F4A 9.2101e-01 N 4.2669¢-01
B F4B 9.8540e-01 | 5.7910e-01 -

ASF - 3.6442¢-03 5.2063e-01

DTLZ5 5D F4A 9.9651e-01 B 9.8792e-01
B F4B 4.8526e-01 | 1.2551e-02 B

ASF - 1.3543¢-02 1.6643¢-01

DTLZ6_ 5D F4A 9.8696¢-01 B 9.1881e-01
F4B 8.3724¢-01 | 8.3433¢-02 Z

ASF - 5.6750e-01 9.9389e-01

DTLZ7 5D F4A 4.3832e-01 B 9.9336e-01
B F4B 6.3661c-03 | 6.9158¢-03 B

ASF B 9.8925e-01 9.5614e-01

WFG1_5D F4A 1.1180e-02 B 5.2063e-01
F4B 4.5245¢-02 | 4.8526e-01 B

ASF - 1.5786¢-05 9.0210e-01

WFG2 5D F4A 9.9999e-01 B 1.0000e+00
B F4B 1.0047e-01 | 9.3042e-07 B

ASF - 9.8966e-01 4.0364e-01

WFG3_ 5D F4A 1.0753¢-02 B 4.5344¢-03
F4B 6.0208¢-01 | 9.9566e-01 B

ASF - 9.8966¢-01 6.9500e-01

WFG4 5D F4A 1.0753e-02 B 4.2500e-02
B F4B 3.1020e-01 | 9.5882e-01 B

ASF - 9.8178e-01 9.3327e-01

WFG5_5D F4A 1.8891e-02 B 3.4216e-01
F4B 6.8661e-02 | 6.6325e-01 E

ASF B 8.7709¢-01 7.4470e-01

WFG6 5D F4A 1.2594e-01 N 2.6976¢-01
B F4B 2.6007e-01 | 7.3511e-01 B

ASF - 8.4791e-01 4.5000e-01

WFG7 5D F4A 1.5559e-01 B 1.1699e-01
B F4B 5.5585e-01 | 8.8588e-01 B

ASF - 8.7406¢-01 4.3250e-01

WFGS8_ 5D F4A 1.2903e-01 B 1.0851e-01
F4B 5.7331e-01 | 8.9422¢-01 B

ASF - 5.4415e-01 5.4415e-01

WFG9 5D F4A 4.6172e-01 B 4.7937e-01
B F4B 4.6172e-01 | 5.2652e-01 B

ASF - 6.8980e-01 7.8118¢-01

IDTLZ1 5D F4A 3.1544e-01 B 6.0208¢-01
B F4B 2.2321e-01 | 4.0364e-01 B

ASF - 7.8981e-01 2.3667¢-01

IDTLZ2 5D F4A 2.1448e-01 B 1.0578e-01
B F4B 7.6786e-01 | 8.9690e-01 B

ASF - 6.5239e-01 1.6643e-01

IDTLZ3 5D F4A 3.5309¢-01 B 1.1992e-01
F4B 8.3724¢-01 | 8.8301e-01 B

ASF - 2.6007e-01 2.6007¢-01

IDTLZ4 5D F4A 7.4470e-01 B 4.1513e-01
B F4B 7.4470e-01 | 5.9063e-01 B

ASF - 2.2321e-01 6.0208e-01

IDTLZ5 5D F4A 7.8118e-01 B 8.3357e-01
F4B 4.0364e-01 | 1.7014e-01 E

ASF - 4.5000e-01 7.2534¢-01

IDTLZ6 5D F4A 5.55856-01 B 7.2534¢-01
B F4B 2.7962e-01 | 2.7962e-01 B

ASF - 9.9955e-01 9.9923e-01

IDTLZ7 5D F4A 4.7596¢-04 B 9.9822e-01
- F4B 8.1440e-04 | 1.8710e-03 B

Tabla E.10: Prueba de suma de rangos de Wilcoxon aplicada al indicador de
energia-s en problemas de prueba con 5 funciones objetivo.
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Problema Funcién ASF F4A F4B

ASF - 6.8980e-01 | 6.1909e-01

DTLZ1_6D F4A 3.1544e-01 - 3.9223e-01
F4B 3.8656e-01 | 6.1344e-01 -

ASF B 9.9955¢-01 | 9.9923e-01

DTLZ2 6D F4A 4.7596e-04 B 9.9822¢-01
B F4B 8.1440e-04 | 1.8710e-03 B

ASF R 5.3240e-01 | 8.9149e-01

DTLZ3 6D F4A 4.7348e-01 - 8.4791e-01
B F4B 1.1129¢-01 | 1.5559e-01 B

ASF B 8.3357¢-01 | 9.6607¢-01

DTLZ4 6D F4A 1.7014e-01 B 7.2038¢-01
B F4B 3.5063e-02 | 2.8461e-01 B

ASF R 9.6378e¢-01 | 9.9484e-01

DTLZ5 6D F4A 3.7414e-02 - 6.4691e-01
B F4B 5.3813e-03 | 3.5859e-01 B

ASF N 2.3378¢-02 | 2.27656-01

DTLZ6 6D F4A 9.7743e-01 B 9.0712e-01
B F4B 7.7679¢-01 | 9.5365¢-02 Z

ASF R 7.2660e-02 | 2.8965e-01

DTLZ7 6D F4A 9.2936e-01 , 7.9404e-01
B F4B 7.1539e-01 | 2.1019e-01 B

ASF - 1.5209¢-01 | 3.0500e-01

WFG1_6D F4A 8.5136e-01 - 7.6333e-01
F4B 7.0016e-01 | 2.4126e-01 B

ASF R 2.8036¢-05 | 4.2090e-01

WFG2 6D F4A 9.9997e-01 B 9.9997¢-01
B F4B 5.8487¢-01 | 3.1780e-05 B

ASF - 8.8064e-02 | 3.1544e-01

WFG3_ 6D F4A 9.1427e-01 B 8.1446e-01
F4B 6.8980e-01 | 1.8952e-01 B

ASF - 6.6325¢-01 | 7.6786e-01

WFG4 6D F4A 3.4216e-01 B 4.0364e-01
- F4B 2.3667¢-01 | 6.0208¢-01 B

ASF B 5.6750e-01 | 9.0955e-01

WFG5_ 6D F4A 4.3832e-01 - 8.9149e-01
F4B 9.2883e-02 | 1.1129e-01 E

ASF B 8.8588¢-01 | 8.0237¢-01

WFG6 6D F4A 1.1699e-01 B 3.0500e-01
B F4B 2.0177¢-01 | 7.0016e-01 B

ASF B 6.8980e-01 | 2.1882e-01

WFG7 6D F4A 3.1544e-01 - 9.7895e-02
- F4B 7.8552e-01 | 9.0463e-01 B

ASF B 9.9825e-01 | 6.4141e-01

WFG8_ 6D F4A 1.8354¢-03 B 3.0726¢-02
F4B 3.6413¢-01 | 9.7029¢-01 B

ASF R 3.6413e-01 | 7.0527e-01

WFG9 6D F4A 6.4141e-01 , 8.3724e-01
B F4B 2.9984e-01 | 1.6643e-01 B

ASF N 1.9763e-01 | 2.4126e-01

IDTLZ1 6D F4A 8.0645e-01 - 4.6172¢-01
B F4B 7.6333¢-01 | 5.4415e-01 B

ASF R 7.0016e-01 | 9.2101e-01

IDTLZ2 6D F4A 3.0500e-01 . 7.6786e-01
B F4B 8.1188¢-02 | 2.3667e-01 B

ASF - 7.3511e-01 | 7.0527e-01

IDTLZ3_6D F4A 2.6976e-01 - 4.6172e-01
F4B 2.9984¢-01 | 5.4415e-01 B

ASF - 9.2528e-01 | 5.7331e-01

IDTLZ4 6D F4A 7.6834e-02 - 1.4864¢-01
B F4B 4.3250e-01 | 8.5476e-01 B

ASF - 1.1699e-01 | 5.6750e-01

IDTLZ5 6D F4A 8.8588e-01 - 9.1427e-01
F4B 4.3832e-01 | 8.8064e-02 E

ASF N 4.2669¢-01 | 4.5000e-01

IDTLZ6 6D F4A 5.7910e-01 B 5.0885¢-01
- F4B 5.5585e-01 | 4.9705e-01 B

ASF R 9.3707e-01 | 7.2418e-03

IDTLZ7 6D F4A 6.4782¢-02 - 3.9275e-03
B F4B 9.9306e-01 | 9.9624e-01 B

Tabla E.11: Prueba de suma de rangos de Wilcoxon aplicada al indicador de
energia-s en problemas de prueba con 6 funciones objetivo.
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E.2. ENERGIA-S

Problema Funcién ASF F4A F4B

ASF - 4.8959¢-05 1.8554e-01

DTLZ1_10D T4A 9.9995e-01 N 9.9993e-01
F4B 8.1839e-01 7.9230e-05 -

ASF - 9.6927¢-01 9.5187¢-01

DTLZ2 10D F4A 3.1766e-02 N 4.6172e-01
B F4B 4.9629¢-02 5.4415e-01 B

ASF B 8.2609e-01 1.5209e-01

DTLZ3 10D F4A 1.7774e-01 N 3.7414e-02
- F4B 8.5136e-01 9.6378e-01 B

ASF B 1.3859¢-01 1.2903¢-01

DTLZ4 10D F4A 8.6465e-01 N 4.9115e-01
B F4B 8.7406e-01 5.1474e-01 B

ASF R 6.1809¢-04 2.3378e-02

DTLZ5 10D F4A 9.9941e-01 N 8.1446e-01
- F4B 9.7743e-01 1.8952e-01 B

ASF N 2.9473¢-01 7.1471e-09

DTLZ6_ 10D F4A 7.1035¢-01 B 7.9820e-08
F4B 1.0000e+00 | 1.0000e+00 -

ASF - 4.8131e-02 2.6976e-01

DTLZ7 10D F4A 9.5333e-01 N 8.4791e-01
B F4B 7.3511e-01 1.5559¢-01 B

ASF - 3.4216e-01 4.3832e-01

WFG1_10D F4A 6.6325¢-01 N 6.0777e-01
F4B 5.6750e-01 3.9792e-01 -

ASF - 6.9158¢-03 2.9473¢-01

WFG2 10D F4A 9.9336e-01 - 9.8306¢-01
B F4B 7.1035e-01 1.7568e-02 N

ASF - 9.2883e-02 7.7235e-01

WFG3_ 10D T4A 9.09556-01 N 9.9279e-01
F4B 2.3214e-01 7.5071e-03 B

ASF - 5.0295¢-01 5.0885¢-01

WFG4 10D F4A 5.0295e-01 N 4.9115e-01
B F4B 4.9705e-01 5.1474e-01 B

ASF B 8.8008e-01 5.5585e-01

WFG5_ 10D F4A 1.2291e-01 N 1.7391e-01
F4B 4.5000e-01 8.2986e-01 B

ASF B 9.9308¢-01 7.0016¢-01

WFG6 10D F4A 7.2061e-03 N 2.2573¢-02
B F4B 3.0500e-01 9.7821e-01 B

ASF - 8.1048e-01 8.8871e-01

WFG7 10D F4A 1.9355e-01 N 6.4691e-01
- F4B 1.1412e-01 3.5859e-01 B

ASF N 9.4727¢-01 9.9118e-01

WFGS8 10D F4A 5.4345¢-02 - 8.8588¢-01
F4B 9.1840e-03 1.1699¢-01 B

ASF R 9.7821e-01 8.3724e-01

WFG9 10D F4A 2.2573e-02 N 1.3535e-01
B F4B 1.6643e-01 8.6784e-01 B

ASF N 1.4524e-01 2.3214e-01

IDTLZ1 10D F4A 8.5811e-01 N 6.8194¢-01
- F4B 7.7235¢-01 3.2336¢-01 -

ASF R 8.9422e-01 5.0885e-01

IDTLZ2 10D F4A 1.0851e-01 N 8.8064¢-02
B F4B 4.9705e-01 9.1427e-01 B

ASF - 7.6333e-01 7.3511e-01

IDTLZ3 10D F4A 2.4126e-01 N 4.9705e-01
F4B 2.6976¢-01 5.0885¢-01 B

ASF - 7.8552e-01 5.0295¢-01

IDTLZ4 10D F4A 2.1882e-01 N 2.1882e-01
B F4B 5.0295e-01 7.8552¢-01 B

ASF - 3.4210e-01 3.6970e-01

IDTLZ5 10D F4A 6.6331e-01 N 5.3240e-01
F4B 6.3587e-01 4.7348e-01 B

ASF B 4.2090e-01 7.6793¢-01

IDTLZ6 10D F4A 5.8487¢-01 N 7.8118¢-01
- F4B 2.3661e-01 2.2321e-01 B

ASF B 8.4260e-01 9.2118e-01

IDTLZ7 10D F4A 1.6255e-01 N 6.69165e-01
- F4B 8.2087¢-02 3.4052e-01 B

Tabla E.12: Prueba de suma de rangos de Wilcoxon aplicada al indicador de
energia-s en problemas de prueba con 10 funciones objetivo.
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