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Resumen

Los problemas de optimización que se componen de dos o más funciones objetivo (nor-
malmente en conflicto entre śı) son denominados multiobjetivo (POM) y aparecen en
distintas áreas de de las ciencias e ingenieŕıas, por lo que su solución tiene una gran re-
levancia para las aplicaciones del mundo real. Solucionar un POM consiste en encontrar
un conjunto de soluciones que representen los mejores compromisos posibles entre sus
funciones objetivo.

De entre las muchas técnicas disponibles para resolver POMs, una alternativa son los
sistemas inmunes artificiales para optimización multi-objetive (SIAMs), Este tipo de me-
taheuŕıstica emula procesos inmunes con recursos computacionales, con el objetivo de
resolver POMs. Los SIAMs cuentan con mecanismos que los convierten en poderosas he-
rramientas de búsqueda, tales como el principio de selección clonal, la selección positiva
y la selección negativa.

El uso de los SIAMs puros (es decir, utilizando únicamente componentes inspirados en
conceptos inmunes) e h́ıbridos (es decir, que adoptan operadores y procesos de otro tipo de
metaheŕısticas como los algoritmos evolutivos) ha sido bastante limitado, particularmente
para problemas con muchas (es decir, más de tres) funciones objetivo. Esto se debe a que
un número importante de los SIAMs actuales tienen esquemas de selección basados en la
optimalidad de Pareto. En años recientes se han propuesto SIAMs que adoptan esquemas
de selección más adecuados para lidiar con muchas funciones objetivo, destacando el uso
de descomposición.

En esta tesis se propone un nuevo SIAM denominado “Sistema Inmune Artificial Multi-
objetivo basado en Descomposición” (SIAMD) y una variante del mismo que incorpora
recombinación (SIAMDX). El desempeño de ambos algoritmos se compara con respecto
al NSGA-II y MOEA/D, además de cuatro SIAMs propuestos recientemente.

Los resultados obtenidos de este estudio comparativo muestran que SIAMDX supera el
desemepeño del NSGA-II y obtiene resultados similares a los de MOEA/D en la mayoŕıa
de las instancias utilizadas. Aśı mismo, SIAMDX obtiene un desempeño superior al de los
otros SIAMs adoptados, sobre todo al aumentar el número de funciones objetivo, lo que
lo hace apto para resolver problemas de optimización multiobjetivo con muchos objetivos.
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Abstract

Optimization problems that consist of two or more (often conflicting) objective fun-
ctions are called multiobjective optimization problems (MOPs) and they appear in dif-
ferent scientific and engineering areas. Therefore, their solution has a great relevance for
real-world applications. Solving a MOP consists in finding a set of solutions that represent
the best possible trade-offs among their objective functions.

From among the many techniques currently available to solve MOPs, an alternative is
the use of multiobjective artificial immune systems (MOAISs). This sort of metaheuristic
emulates immune processes with computational resources, with the aim of solving MOPs.
MOAISs have mechanisms that make them powerful search tools, such as the clonal
selection principle, positive selection and negative selection.

The use of pure (i.e., adopting only components inspired on immune concepts) and
hybrid (i.e., adopting operators and processes from other types of metaheuristics such
as evolutionary algorithms) MOAISs has been fairly limited, particularly when dealing
with MOPs having many objectives (i.e., more than three). The reason for this is that an
important number of MOAIs in current use have selection mechanisms based on Pareto
optimality. In recent years, there have been proposals of MOAISs that adopt selection
schemes that are more appropriate to deal with many-objective problems, from which
decomposition has been a popular choice.

In this thesis, we propose a new MOAIs called “Multiobjective Artificial Immune Sys-
tem based on Decomposition” (MOAISD) as well as a variant of it that incorporates
recombination (MOAISDX). The performance of both algorithms is compared with res-
pect to that of NSGA-II and MOEA/D, as well as with respect to four MOAIs that were
recently proposed.

The results obtained from this comparative study show that MOAISDX outperforms
NSGA-II and obtaines results similar to those of MOEA/D in most of the test instances
adopted. Furthermore, MOAISDX has a better performance than that of the other MOAIS
adopted, particularly as we increase the number of objectives, which indicates that it is
a good choice for solving many-objective optimization problems.
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Índice de tablas xiv

5.8. Resultados de la comparación de los valores de espaciado de SIAMD y
SIAMDX en el conjunto de problemas WFG según la prueba de suma de
rangos de Wilcoxon con un 95 % de confianza. El mejor valor de espaciado
se indica en negritas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

A.1. Funciones de forma del conjunto de problemas WFG. . . . . . . . . . . . . 90
A.2. Funciones de transformación para el conjunto de problemas WFG. . . . . . 91
A.3. Funciones de transformación para el conjunto de problemas WFG (conti-

nuación). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

B.1. Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimi-
zadores para el problema DTLZ1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

B.2. Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimi-
zadores para el problema DTLZ2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

B.3. Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimi-
zadores para el problema DTLZ3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

B.4. Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimi-
zadores para el problema DTLZ4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

B.5. Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimi-
zadores para el problema DTLZ5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

B.6. Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimi-
zadores para el problema DTLZ6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

B.7. Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimi-
zadores para el problema DTLZ7. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

B.8. Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimi-
zadores para el problema WFG1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

B.9. Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimi-
zadores para el problema WFG2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

B.10.Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimi-
zadores para el problema WFG3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

B.11.Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimi-
zadores para el problema WFG4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

B.12.Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimi-
zadores para el problema WFG5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

B.13.Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimi-
zadores para el problema WFG6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

B.14.Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimi-
zadores para el problema WFG7. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

B.15.Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimi-
zadores para el problema WFG8. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

B.16.Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimi-
zadores para el problema WFG9. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los problemas de optimización que se componen de más de dos o más funciones objetivo
(posiblemente en conflicto entre śı) que deseamos optimizar simultáneamente (denomina-
das multi-objetivo) surgen en distintas áreas de las ciencias e ingenieŕıa y su solución
(minimización o maximización) tiene una gran relevancia en la vida real. Un problema
de este tipo se puede solucionar utilizando una amplia variedad de técnicas, entre las que
se encuentran los sistemas inmunes artificiales multi-objetivo cuyas caracteŕısticas inhe-
rentes los hacen una excelente opción. En este trabajo se desarrolla un sistema inmune
artificial multi-objetivo haciendo uso del paradigma de descomposición.

1.1. Antecedentes y motivación para el proyecto

Los problemas de optimización con muchos objetivos aparecen de forma recurrente en el
mundo real. Estos problemas no cuentan con una solución única, sino que cuentan con un
conjunto de ellas que representan los mejores compromisos posibles entre los objetivos.
Proporcionar estas soluciones (las cuales conforman el llamado conjunto de óptimos de
Pareto) al usuario es de suma importancia para que éste pueda tomar la decisión que
más le resulte conveniente. Estas soluciones, en el espacio de las funciones objetivo, se
denominan frente de Pareto. Como parte del proceso de optimización se busca que las
soluciones generadas proporcionen una buena aproximación del frente de Pareto real, y
que además cuenten con una buena distribución (p.ej., uniforme) en el espacio de las
funciones objetivo.

Los problemas de optimización multi-objetivo están compuestos de diversos objetivos
que suelen estar en conflicto entre śı. Un enfoque común para lidiar con estos problemas
ha sido sumar los valores de los objetivos, a fin de transformar un problema vectorial en
uno escalar [2], al cual se le puede aplicar una técnica de optimización mono-objetivo.
Uno de los inconvenientes con este tipo de enfoque es que se obtiene sólo una solución por
ejecución, lo que da pie a la necesidad de realizar diversas ejecuciones (usando pesos para
ponderar la importancia de los objetivos) a fin de obtener una aproximación representativa
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del frente de Pareto verdadero. Adicionalmente, las funciones agregativas lineales, que es
el nombre que reciben estos métodos que combinan los valores de los objetivos en un
solo valor escalar, no pueden generar porciones no convexas del frente de Pareto, sin
importar qué pesos se utilicen. Aunque existen técnicas de programación matemática
más sofisticadas, en general, este tipo de algoritmos requieren de información espećıfica
del problema (p.ej., muchas requieren que las funciones objetivo y/o las restricciones
sean diferenciables). Adicionalmente, estos algoritmos suelen realizar movimientos muy
locales (es decir, cercanos a la solución inicial) y suelen ser muy susceptibles a la forma y
continuidad del frente de Pareto.

Las técnicas de computación evolutiva en particular y las metaheuŕısticas bio-inspiradas
en general, han ganado popularidad en la resolución de problemas multi-objetivo, en
años recientes, particularmente cuando debemos lidiar con problemas de alta complejidad
[3, 4]. Los algoritmos evolutivos multi-objetivo utilizan un conjunto de soluciones (lla-
mado población) las cuales son sometidas a una serie de operadores especializados (p.ej.,
cruza y mutación), buscando mejorarlas en cada iteración (es decir, se busca converger
al conjunto de óptimos de Pareto). La naturaleza poblacional de los algoritmos evoluti-
vos multi-objetivo permite que, con una manipulación adecuada, puedan generar varios
elementos diferentes del conjunto de óptimos de Pareto en una sola ejecución, en con-
traste con las técnicas de programación matemática que suelen generar una solución a la
vez. Adicionalmente, los algoritmos evolutivos multi-objetivo son menos susceptibles a la
forma geométrica y a la continuidad del frente de Pareto.

Actualmente, se consideran tres paradigmas principales dentro de los algoritmos evolu-
tivos multi-objetivo:

1. Métodos con base en optimalidad de Pareto: En este paradigma, se selec-
cionan soluciones de acuerdo a la optimalidad de Pareto, buscando que todos los
óptimos de Pareto disponibles en la población tengan la misma probabilidad de
selección [4]. Estos algoritmos suelen adoptar un mecanismo secundario (conocido
como estimador de densidad) que permita mantener la diversidad de soluciones en
la población. Aunque este paradigma fue muy popular durante la década de 1990,
no resulta adecuado para problemas con muchas funciones objetivo, pues en ese
caso, la optimalidad de Pareto pierde su efectivamente muy rápidamente. La razón
es que, conforme aumenta el número de objetivos, todas las soluciones en la pobla-
ción se vuelven rápidamente no dominadas, lo que diluye la presión de selección [5].
Además, conforme aumenta el número de objetivos, la cantidad de soluciones que
se requieren para aproximar el frente de Pareto verdadero, aumenta drásticamente
[6].

2. Métodos con base en descomposición: En este caso, la idea es transformar
un problema multi-objetivo en varios problemas mono-objetivo que se resuelven de
manera simultánea usando búsqueda de vecindarios [3]. Para definir direcciones de
búsqueda se usa una función de escalarización asociada a un vector ponderado [2].
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En un algoritmo que utiliza descomposición, se produce una familia de funciones
asociadas, cada una, a un vector ponderado distinto y se evoluciona la población
para encontrar la solución a cada uno de estos subproblemas de manera simultánea
[3]. La descomposición ha demostrado ser un enfoque competitivo en la resolución de
problemas con muchos objetivos [7]. Sin embargo, el desempeño de los algoritmos que
incorporan descomposición depende de la elección de la función de escalarización.

3. Métodos con base en indicadores: Un indicador de desempeño hace referencia
a una función que mapea un conjunto de aproximación a un número real. Este valor
permite comparar la calidad de dos o más aproximaciones de un conjunto de Pareto
[8]. La idea detrás de la selección basada en indicadores es reemplazar el proble-
ma original por la optimización de la expresión proporcionada por un indicador. El
desempeño de las técnicas que utilizan este enfoque depende del indicador que se
incorpore en el algoritmo. Distintos indicadores tienden a desempeñarse mejor con
frentes de Pareto de ciertas formas geométricas, o tienden a favorecer aproxima-
ciones con mayor convergencia que diversidad y viceversa. También es importante
mencionar que a pesar de que existen diversos indicadores de desempeño, solo se co-
noce uno que es estrictamente monotónico con respecto a la optimalidad de Pareto
(a esta propiedad se le conoce como compatibilidad de Pareto): el hipervolumen. Se
ha podido demostrar que maximizar el hipervolumen de un conjunto de soluciones
garantiza convergencia al conjunto de óptimos de Pareto. Sin embargo, lamenta-
blemente, el hipervolumen tiene un costo computacional muy elevado, pues éste
aumenta polinomialmente con el número de soluciones y exponencialmente con el
número de objetivos. No obstante, este tipo de algoritmos pueden resolver problemas
con muchas funciones objetivo, aunque pueden resultar muy costosos (computacio-
nalmente hablando).

A lo largo de los años, se han utilizado diversos motores de búsqueda para los algoritmos
evolutivos multi-objetivo, incluyendo los algoritmos genéticos, los cúmulos de part́ıculas y
la evolución diferencial, entre muchos otros. Sin embargo, los algoritmos genéticos siguen
siendo uno de los motores de búsqueda más populares, debido a su efectividad y facilidad
de uso.

Dentro de las muchas otras metaheuŕısticas bio-inspiradas que existen, se encuentran
los sistemas inmunes artificiales (SIAs), que poseen caracteŕısticas que los convierten en
poderosas herramientas de búsqueda [9]. La investigación alrededor de los SIAs aplicada a
problemas de optimización multi-objetivo ha sido relativamente limitada, en especial si se
les compara con otras técnicas como los algoritmos genéticos. Si además, nos enfocamos
en problemas con muchas funciones objetivo, existen aún menos estudios al respecto, pues
la mayoŕıa de los SIAs multi-objetivo existentes se basan en optimalidad de Pareto. Es por
eso que la mayor parte de los SIAs multi-objetivo existentes sufren de una grave pérdida
de diversidad conforme se aumenta el número de objetivos [10]. Debido a esto, ha sido
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más común desarrollar h́ıbridos de los SIAs con otras metaheuŕısticas para poder resolver
problemas multi-objetivo de alta complejidad y con muchas funciones objetivo.

1.1.1. Antecedentes

La primera versión multi-objetivo de un SIA basada en optimalidad de Pareto es el deno-
minado Multi-Objective Immune System Algorithm (MISA), propuesto por Coello Coello
y Cruz Cortés para problemas con o sin restricciones [11]. MISA se basa en el uso de
un sistema inmune artificial con base en el principio de selección clonal, el cual utiliza
como criterio de selección para asignar clones a la dominancia de Pareto y la factibilidad
de las soluciones producidas (cuando el problema tiene restricciones). Además, utiliza un
archivo externo como su mecanismo elitista, el cual permite almacenar las soluciones no
dominadas producidas a lo largo del proceso de búsqueda. La cantidad de clones es la
misma para cada solución seleccionada y vaŕıa dependiendo del estado del archivo ex-
terno. Esto busca asignar más recursos a áreas con pocos individuos a fin de producir una
mejor distribución de soluciones a lo largo del frente de Pareto. Al final de una ejecución
de MISA, el archivo externo contiene la aproximación del frente de Pareto generada por
el algoritmo.

Pierrard y Coello Coello [12] propusieron un SIA que incorpora un indicador de desem-
peño (el hipervolumen) para clasificar las soluciones de la población. Este algoritmo,
llamado A Multi-Objective Artificial Immune System Based on Hypervolume (MOAIS-
HV) fue diseñado espećıficamente para problemas bi-objetivo y utiliza la contribución
del hipervolumen para efectuar la selección de los individuos dentro de la población. El
hipervolumen se usa en este caso para determinar qué individuos son sometidos a clo-
nación dependiendo de su contribución a la maximización del mismo. Una vez que se
cuenta con la subpoblación de clones, ésta se une a la población principal y las soluciones
se ordenan de acuerdo a su estado: dominado y no-dominado. Se cuenta, además, con
un archivo externo donde se almacenan las soluciones no dominadas obtenidas hasta el
momento. Este archivo, una vez lleno, se actualiza con el propósito de maximizar el valor
del hipervolumen del conjunto.

1.2. Objetivos generales y espećıficos del proyecto

General
Desarrollar un nuevo sistema inmune artificial para resolver problemas de optimización
con pocas y muchas funciones objetivo.

Particulares

1. Identificar los sistemas inmunes existentes para problemas de optimización con mu-
chos objetivos.
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2. Identificar los principales enfoques adoptados en los SIAs para optimización multi-
objetivo con pocos y muchos objetivos.

3. Determinar el diseño algoŕıtmico a desarrollarse usando el paradigma de descom-
posición, a fin de producir un algoritmo multi-objetivo competitivo con algoritmos
multi-objetivo del estado del arte.

4. Analizar los principales funciones de escalarización utilizadas en descomposición, a
fin de determinar la que resulte más adecuada.

5. Proponer un operador de clonación para determinar la cantidad de clones que se
asigna a cada individuo en la población.

1.3. Estructura de la tesis

Incluyendo el caṕıtulo de introducción, el presente trabajo se compone de seis caṕıtulos
y dos apéndices.

En el caṕıtulo 2 introducimos conceptos básicos en relación a la optimización multi-
objetivo y la clasificación de las técnicas para solucionar un problema de optimización
multi-objetivo, mencionando de manera breve en que consisten algunas de ellas. También
hacemos un repaso sucinto del panorama de la computación evolutiva con respecto a
la optimización multi-objetivo abarcando tres paradigmas en los que se clasifican sus
técnicas.

En el caṕıtulo 3 abordamos los sistemas inmunes artificiales. En este caṕıtulo describi-
mos conceptos y principios biológicos sobre los que se modelan algunos sistemas inmunes
artificiales, aśı como los modelos existentes para optimización mono-objetivo. Por último,
presentamos los componenetes fundamentales de los sistemas inmunes artificiales para
optimización multi-objetivo, aśı como los algoritmos más representativos del área.

En el caṕıtulo 4 describimos el sistema inmune artificial multi-objetivo propuesto en
este trabajo. A lo largo de este caṕıtulo, discutimos factores importantes en el proceso de
su modelado, y proporcionaremos como descripciones detalladas de los operadores que se
ven involucrados en el proceso de optimización.

En el caṕıtulo 5 presentamos la metodoloǵıa bajo la cual realizamos las pruebas para
la validación del algoritmo propuesto, aśı como un análisis de los resultados experimen-
tales derivados de las comparaciones del algoritmo con otros similares mencionados en el
caṕıtulo.

En el caṕıulo 6 presentamos las conclusiones que obtuvimos y delinearemos algunos
posibles temas para realizar trabajo futuro.

En el anexo A proporcionamos descripcciones de los conjuntos de problemas seleccio-
nados para la validación, incluyendo expresiones matemáticas y visualizaciones en tres
dimensiones. Finalmente, en el anexo B incluimos las tablas con los resultados númericos
obtenidos de nuestros experimentos usando indicadores de desempeńo.
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Caṕıtulo 2

Conceptos preliminares

2.1. Optimización multi-objetivo

La optimización multi-objetivo implica la búsqueda de soluciones a problemas ma-
temáticos de optimización compuestos de dos o más funciones objetivo. Cada solución
representa un vector decisión cuyas componentes son los valores de las variables de deci-
sión relativas al problema. Cada vector decisión está asociado a un vector objetivo, que
contiene los valores de la evaluación de las funciones objetivo. Estas funciones suelen en-
contrarse en conflicto entre śı, por lo que en lugar de hallar una única solución, el proceso
de optimización pretende encontrar un conjunto cuyos elementos representan los mejores
compromisos entre los objetivos.

2.1.1. Problema de optimización multi-objetivo

En esta tesis, se busca resolver problemas de optimización multi-objetivo (POM) del
tipo siguiente1:

minimizar ~f(~x) := [f1(~x), f2(~x), . . . , fk(~x)] , (2.1)

sujeto a:

gi(~x) ≤ 0 i = 1, 2, . . . ,m (2.2)

hi(~x) = 0 i = 1, 2, . . . , p (2.3)

donde ~x = [x1, x2, . . . , xn]T es el vector de variables de decisión, fi : IRn → IR, i = 1, ..., k
son las funciones objetivo y gi, hj : IRn → IR, i = 1, ...,m, j = 1, ..., p son las restricciones
del problema.

1Sin pérdida de generalidad, supondremos solo problemas de minimización.
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2.2. Optimalidad de Pareto y dominancia

Los vectores que forman parte del conjunto que optimiza el problema multi-objetivo
tienen una serie de caracteŕısticas en común. La principal de ellas es que no se puede
mejorar el valor en un objetivo sin empeorar el valor de otro. La noción de optimalidad
se vuelve necesaria para identificar de manera formal qué soluciones forman parte del
conjunto final, es decir, qué soluciones son mejores que otras.

Se requieren algunas definiciones adicionales para introducir la noción de optimalidad
utilizada en optimización multi-objetivo:

Definición 2.2.1. Dados dos vectores ~x, ~y ∈ IRn, decimos que ~x ≤ ~y if xi ≤ yi para
i = 1, ..., n, y que ~x domina a ~y (denotado por ~x ≺ ~y) si ~x ≤ ~y & ~x 6= ~y.

Definición 2.2.2. Decimos que un vector de variables de decisión ~x ∈ X ⊂ IRn es no
dominado con respecto a X , si no existe otro vector ~x′ ∈ X tal que ~f(~x′) ≺ ~f(~x).

Definición 2.2.3. Decimos que un vector de variables de decisión ~x∗ ∈ F ⊂ IRn (F es la
región factible) es un óptimo de Pareto si es no dominado con respecto a F .

Definición 2.2.4. El conjunto de óptimos de Pareto P∗ se define de la forma si-
guiente:

P∗ = {~x ∈ F|~x es un óptimo de Pareto}.

Definición 2.2.5. El frente de Pareto PF∗ se define de la forma siguiente:

PF∗ = {~f(~x) ∈ IRk|~x ∈ P∗}.

Por tanto, en optimización multi-objetivo, lo que se busca es obtener el conjunto de
óptimos de Pareto a partir del conjunto F de todas las variables de decisión que satisfa-
gan (2.2) y (2.3). Debe hacerse notar, sin embargo, que en la práctica, no todos los óptimos
de Pareto son deseables y/o posibles de generar. Normalmente, solucionar problemas de
este tipo requiere de la participación de un(a) tomador(a) de decisones humano/a; el/la
tomador(a) de decisiones tenderá a expresar preferencias por ciertos tipos de soluciones o
regiones del frente de Pareto [13]. El resultado de un optimizador será el conjunto de los
óptimos de Pareto encontrados a lo largo del proceso de búsqueda; este conjunto también
se denomina conjunto de aproximación.

Existen ciertos vectores objetivos importantes que ayudan a limitar el área factible y
cobran importancia en algunas técnicas de solución a POMs:
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Definición 2.2.6. Los componentes z∗i del vector objetivo ideal z∗ ∈ Rk se obtienen de
minimizar cada función objetivo de manera individual sujeto a las restricciones originales
del problema, esto es:

minimizar fi(x).

sujeto a

x ∈ F ⊂ Rn

para i = 1, . . . , k

Este punto se conforma de los valores mı́nimos para cada valor objetivo independiente.
Esta no es una solución factible pues las funciones que conforman un problema frecuente-
mente se encuentran en conflicto entre śı por lo que esta solución es inalcanzable. Aunque
el vector ideal no se puede conseguir con ninguna técnica de optimización, resulta muy útil
como una meta a alcanzar y para obtener los ĺımites inferiores del conjunto de óptimos
de Pareto.

Definición 2.2.7. Un vector objetivo utópico z∗∗i ∈ Rk es un vector objetivo no
factible cuyos componentes están conformados por:

z∗∗i = z∗i − εi

para toda j = 1, . . . , k donde z∗i es una componente del vector ideal y εi > 0 es un escalar
pequeño pero computacionalmente relevante.

Definición 2.2.8. El vector objetivo de Nadir znad está conformado por:

maximizarfi(x)

sujeto a

x ∈ F ⊂ Rn

para i = 1, . . . , k

El vector objetivo de Nadir representa los ĺımites superiores del conjunto de óptimos
de Pareto. Estas componentes son aún más dif́ıciles de obtener que el vector ideal.

Además de la optimalidad de Pareto previamente discutida, existen otras definiciones
de optimalidad que pueden resultar útiles en optimización multi-objetivo. A continuación
proporcionamos tales definiciones.

Definición 2.2.9. Decimos que un vector de variables de decisión ~x∗ ∈ F ⊂ Rn es un
óptimo débil de Pareto si no existe otro vector de variables de decisión ~x ∈ F de
manera que fi(x) < fi(x

∗) para toda i = 1, . . . , n.
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Figura 2.1: Optimalidad de Pareto y optimalidad débil de Pareto

Definición 2.2.10. El conjunto de óptimos débiles de ParetoWP∗ se define como:

WP∗ = {~x ∈ F|~x es un óptimo débil de Pareto}

Definición 2.2.11. El frente de Pareto débil WFP∗ se define de la forma siguiente:

{~f(~x) ∈ Rk|~x ∈ WP∗}

Se puede observar en la figura 2.1 la diferencia entre los óptimos de Pareto y los óptimos
de Pareto débiles. Estos últimos pueden ser relevantes desde un punto de vista técnico,
pues algunas veces su cálculo resulta más sencillo.

2.3. Técnicas para la solución de problemas de opti-

mización multi-objetivo

Solucionar un POM implica encontrar un conjunto de aproximación consistente con el
problema correspondiente. Sin embargo, prevalece la necesidad de definir criterios auxi-
liares para determinar que se trata de un buen conjunto de aproximación, debido a que
el requerimiento de optimalidad de Pareto, si bien es indispensable, en algunos casos no
es suficiente para la discriminación entre conjuntos de soluciones.

De acuerdo a Zitzler et. al. [8], la meta de un optimizador multi-objetivo es producir
un conjunto de aproximación que satisfaga los siguientes aspectos:
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Convergencia: La distancia entre el conjunto de aproximación producido y el frente
de Pareto verdadero debe minimizarse.

Distribución: Es deseable una buena distribución de las soluciones que conforman
dicho conjunto, y para la mayoŕıa de los casos esto implica que dicha distribución
sea uniforme. La evaluación de este criterio puede estar basada en una métrica de
distancia en particular.

Cobertura: La extensión del conjunto no dominado obtenido debe ser maximiza-
da; es decir, por cada objetivo un amplio rango de valores debe ser cubierto por
soluciones no dominadas.

Las técnicas de optimización y búsqueda se pueden dividir en tres categoŕıas principales
con base en la naturaleza de su proceso de búsqueda [1]: enumerativas, deterministas y
estocásticas.

Los enfoques enumerativos consisten en la evaluación de toda solución posible dentro
de un espacio de búsqueda factible y definido hasta identificar las óptimas. El tipo de
problemas que se puede solucionar con este tipo de algoritmos es limitado, debido a las
restricciones con respecto al tamaño y tipo del espacio de búsqueda.

Los enfoques deterministas incorporan en la búsqueda información espećıfica relativa al
dominio del problema. Muchos de estos algoritmos se basan en el uso de árboles/gráficas
de búsqueda. Algunos ejemplos de algoritmos deterministas son los siguientes:

Algoritmos glotones: comienzan con decisiones óptimas locales, asumiendo que las
sub-soluciones óptimas siempre son parte de la solución óptima global.

Algoritmos de escalada simple: se mueven hacia la dirección más prometedora uti-
lizando la solución actual como punto de partida. Cuando no hay mejora entre la
solución actual y la anterior, el proceso se detiene.

Algoritmos de ramificación y poda: es necesaria una heuŕıstica espećıfica para limitar
el espacio de búsqueda. Calculan un ĺımite en un nodo dado que determina si éste
es prometedor; distintos ĺımites de nodos son comparados y el algoritmo se ramifica
hacia el más prometedor.

Algoritmos de búsqueda en profundidad: la búsqueda es independiente de la ubica-
ción de la solución, a excepción del fin de la misma. Expande un nodo, genera sus
sucesores, expande sus sucesores y aśı sucesivamente. Si la búsqueda se bloquea, se
continúa desde el nodo anterior más profundo.

Algoritmos de búsqueda en anchura: a diferencia de la buúsqueda en profundidad,
en este caso, después de la expansión de los nodos, se explora progresivamente la
gráfica una capa a la vez.
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Figura 2.2: Algoritmos de optimización y búsqueda global [1].
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Algoritmos de búsqueda primero el mejor: utilizan información heuŕıstica para asig-
nar valores númericos en un nodo; el nodo más prometedor se examina primero.

Algoritmos con base en cálculo: requieren, como mı́nimo, continuidad en algún do-
minio de las variables para poder encontrar el óptimo.

Algunos problemas presentan caracteŕısticas que se anteponen a los requisitos de las
técnicas deterministas. Para lidiar con ellos, se desarrollaron las técnicas estocásticas como
alternativa. Los métodos estocásticos requieren de valores asignados a posibles soluciones
por una función de asignación de aptitud y un mecanismo para codificar/decodificar entre
los dominios del problema y del algoritmo. Aunque algunos algoritmos han demostrado
eventualmente encontrar un óptimo, la mayoŕıa no puede garantizar la obtención de una
solución óptima.

Búsqueda aleatoria: es la estrategia estocástica más sencilla, pues evalúa un número
de soluciones generadas aleatoriamente. Una caminata aleatoria es similar, con la
diferencia de que la próxima solución a evaluar se genera de manera aleatoria con
la solución actual como punto de partida.

Recocido simulado: es un algoritmo modelado como una analoǵıa del recocido, pro-
ceso mediante el cual un ĺıquido es calentado y gradualmente se enfŕıa hasta que se
congela. Mientras que un algoritmo de escalada simple elige el mejor movimiento,
el recocido simulado escoge uno de manera aleatoria. Si el movimiento mejora el
óptimo actual siempre se lleva a cabo; de lo contrario se realiza con una probabili-
dad de p < 1. Esta probabilidad es reducida exponencialmente respecto al tiempo
o respecto a la cantidad en la que empeoró el óptimo actual.

Monte Carlo: los métodos de Monte Carlo involucran simulaciones de eventos es-
tocásticos; utilizan una búsqueda aleatoria donde cualquier solución de prueba se-
leccionada es totalmente independiente de decisiones previas y de sus resultados.

Búsquda tabú: es una meta-estrategia desarrollada para evitar el estancamiento en
óptimos locales. Guarda registro de las soluciones previamente exploradas y las
rutas que llevaron a ellas. Esta información restringe la elección de soluciones que
se evaluarán después. Usualmente se integra con otros método de optimización.

Computación evolutiva: es el término genérico para una variedad de métodos es-
tocásticos que simulan procesos evolutivos naturales con recursos computaciona-
les. Dentro de esta categoŕıa se encuentran los algoritmos genéticos, las estrategias
evolutivas, la programción evolutiva, y la programación genética, que son conoci-
dos colectivamente como algoritmos evolutivos. Los elementos comunes entre estas
técnicas son la variación aleatoria, la competencia, y la selección de individuos con
base en su aptitud dentro de un conjunto (llamado población).
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Otro enfoque para resolver POMs se da a través de la programación matemática multi-
objetivo. La programación matemática ofrece poderosas técnicas de solución para proble-
mas de optimización. Estos métodos tratan a las restricciones como el aspecto principal
del problema. La programación lineal está diseñada para resolver problemas donde la
función objetivo y todas las restricciones son lineales. La programación no-lineal resuelve
algunos problemas que no cumplen con estos requisitos, pero requieren restricciones con-
vexas. Un caso particular de los problemas en los que se puede utilizar la programación
matemática es el de los POMs.

Las técnicas de programación matemática para optimización multi-objetivo se pue-
den clasificar de maneras distintas, tomando en cuenta las caracteŕıscas propias de cada
método. Una manera de clasificarles es de acuerdo al momento en que interviene el/la
tomador(a) de decisiones [2]:

Métodos sin preferencia: métodos donde no es utilizada ninguna articulación de
información de las preferencias del usuario.

Métodos a posteriori : métodos donde la información de las preferencias se utiliza
después del proceso de optimización.

Métodos a priori : métodos donde las preferencias se proporcionan antes del proceso
de optimización.

Métodos interactivos : métodos donde las preferencias son usadas de manera progre-
siva, durante el proceso de optimización.

De manera general, los métodos de programación matemática resuelven un POM utili-
zando escalarización (a exepción de los POMs lineales). Escalarización significa convertir
el problema original en un problema o familia de problemas con una sola función objeti-
vo, llamada función de escalarización, que puede depender de parámetros adicionales a la
agregación de los valores objetivo del problema original. Debido a estos parámetros adicio-
nales, pueden surgir algunas dificultades numéricas si el problema mono-objetivo solo tiene
soluciones factibles con un número ĺımitado de parámetros o si ningún parámetro lleva a
una solución óptima [2]. Existen tres requerimientos para una función de escalarización:

Debe poder cubrir cualquier solución óptima de Pareto,

Cada solución producida por la función es un óptimo de Pareto y

Si la función de escalarización involucra niveles de aspiración, la solución es satis-
factoria si los niveles de aspiración usados son factibles.

Desafortunadamente, ninguna función de escalarización puede satisfacer todos los reque-
rimientos por lo que su elección impacta de manera importante la calidad de la solución
que se obtiene. Dentro de los enfoques más básicos se encuentran:
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Figura 2.3: Método de la suma ponderada con un problema convexo (izquierda) y uno no
convexo (derecha) con dos objetivos [2].

Método de la suma ponderada: consiste en asociar cada función objetivo con un
coeficiente de ponderación y minimizar la suma ponderada de los objetivos. De
esta forma, el problema original es transformado en un problema mono-objetivo.
Suponemos que las componentes del vector ponderado son positivas, wi ≥ 0 para
toda i = 1, . . . , k, y que el vector está normalizado Σk

i=1wi = 1. El problema de
optimización es modificado a:

mı́n
k∑
i=1

fi(x)wi

sujeto a
x ∈ F

donde wi ≥ 0 para toda i = 1, . . . , k y
∑k

i=1 = 1

La debilidad principal de este enfoque es que no se pueden generar algunas soluciones
si el problema es no-convexo como se puede ver en la figura 2.3.

Método de restricción ε: uno de las funciones objetivo es seleccionada para opti-
mizarse y las demás funciones se convierten en restricciones definiendo un ĺımite
superior para cada una de ellas. El problema adquiere la forma siguiente:

mı́n f`

sujeto a
fj(x) ≤ εj para toda j = 1, . . . , k, j 6= `
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Figura 2.4: Diferentes elecciones del ĺımite superior para el método de restricción ε [2].

x ∈ F ⊂ Rn

donde ` ∈ {1, . . . , k}. Teóricamente, toda solución óptima de Pareto puede ser
hallada modificando el ĺımite superior y la función a ser minimizada. Sin embargo, las
condiciones necesarias para aplicarle no son siempre prácticas computacionalmente.
Además, puede ser d́ıficil encontrar ĺımites apropiados para las funciones objetivo.
Ejemplos del comportamiento de este método con distintas elecciones del ĺımite
superior se pueden observar en la figura 2.4.

Métricas ponderadas: en el método del criterio global, métricas como Lp y L∞ son
usadas para generar soluciones óptimas de Pareto (débiles). Estas métricas pueden
ser modificadas, ponderándolas para producir distintas soluciones óptimas de Pareto
(débiles). Suponiendo que wi ≥ 0 para toda i = 1, . . . , k y

∑k
i=1 = 1. Podemos

obtener distintas soluciones modificando los coeficientes wi en las métricas Lp y
Tchebycheff. El problema de la métrica Lp ponderada tiene la siguiente forma:

mı́n

(
k∑
i=1

wi|fi(x)− z∗i |

)1/p

sujeto a

x ∈ F ⊂ Rn
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Figura 2.5: Distintas métricas utililizadas en el método de métricas ponderadas. De dere-
cha a izquierda: L1, L2, Lp o métrica de Tchebycheff.

para i ≤ p <∞. El problema de Tchebycheff ponderado es de la forma:

mı́n máx
i=1,...,k

[wi|fi(x)− z∗i |]

sujeto a
x ∈ F ⊂ Rn

El problema puede ser reformulado con distintas métricas a las presentadas previa-
mente. Las caracteŕısticas de las soluciones encontradas con las métricas ponderadas
dependerán de la métrica seleccionada. En la figura 2.5 se puede observar el alcance
de algunas métricas comúnmente utilizadas con este método.

2.4. Computación evolutiva

Las técnicas de computación evolutiva en particular y las metaheuŕısticas bio-inspiradas
en general han demostrado ser de gran utilidad al optimizar problemas multi-objetivo par-
ticularmente complejos [3, 4, 14, 15, 8], principalmente porque mantienen un conjunto de
soluciones candidatas a lo largo de la búsqueda. La naturaleza poblacional de estas técni-
cas permite que, con una manipulación adecuada, se puedan generar varios elementos
diferentes del conjunto de óptimos de Pareto en una sola ejecución, en contraste con las
técnicas de programación matemática que suelen generar una solución a la vez. Adicional-
mente, estos algoritmos son menos susceptibles a la forma geométrica y a la continuidad
del frente de Pareto.

2.4.1. Algoritmos evolutivos multi-objetivo

Un algoritmo evolutivo multi-objetivo (AEMO) está conformado de una población que
contiene los óptimos de Pareto actuales con respecto al progreso generacional del algorit-
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mo. Al inicio, la población es inicializada aleatoriamente. La población es sometida a una
serie de operadores especializados que permiten explorar el espacio factible de búsqueda
para encontrar soluciones no dominadas y, eventualmente, preservarlas. Para efectuar la
selección, se utiliza un mecanismo que asigna valores de aptitud a cada elemento de la
población de acuerdo a criterios espećıficos. Por último, el proceso de selección determina
qué soluciones formarán parte de la población en la siguiente generación. Estas etapas
se repiten hasta que se haya alcanzado un criterio de paro. Al final del proceso evoluti-
vo se obtiene el conjunto de aproximación del conjunto de óptimos de Pareto verdadero
relativo al problema en cuestión, que puede ser el contenido de la población principal o
el contenido de una población secundaria o archivo externo que almacene las soluciones
no dominadas que se encuentren a lo largo de las generaciones [1]. Esta última opción
involucra la inclusión de un mecanismo adicional que permita identificar qué soluciones
son mejores que otras dentro del archivo para mantener una cantidad fija de éstas.

Los AEMOs pueden clasificarse por el método que emplean para llevar a cabo la se-
lección de las soluciones; éstos son: con base en optimalidad de Pareto, con base en
indicadores y con base en descomposición.

2.4.1.1. Métodos con base en optimalidad de Pareto

Los algoritmos que se encuentran en esta categoŕıa hacen uso de los conceptos de
optimalidad de Pareto para filtrar las soluciones en la población. El trato a cada individuo
y su posterior consideración para formar parte del conjunto final dependerá de su estado
con respecto al resto de la población (es decir, si éste es no dominado) o de acuerdo a
cuántos otros miembros del conjunto actual domina [16]. Este enfoque asegura que la
aproximación final esté compuesta solo por soluciones no dominadas. Varios algoritmos
con base en la optimalidad de Pareto incorporan un mecanismo adicional para auxiliar la
selección en términos de diversidad, a tráves de un estimador de densidad. Nondominated
Sorting Genetic Algorithm II (NSGA-II) [4] y Strength Pareto Evolutionary Algorithm
(SPEA) [15] son ejemplos de algoritmos que se encuentran dentro de esta categoŕıa.

El uso de este paradigma fue especialmente popular en la década de los noventa, y
ha probado ser efectivo en problemas con frentes de Pareto convexos y no convexos, con
dos o tres objetivos. Sin embargo, este enfoque presenta caracteŕısticas que dificultan su
buen desempeño en problemas donde, por ejemplo, el número de objetivos es elevado.
En cuanto la dimensionalidad aumenta, también lo hace la cantidad de soluciones no
dominadas presentes en la población, lo que ocasiona que la presión de selección se diluya
conforme transcurren las generaciones. Esto se traduce en dificultades en alcanzar una
aproximación cercana al conjunto de óptimos de Pareto verdadero al final del proceso
evolutivo. La dimensionalidad alta de los problemas también implica una mayor cantidad
de soluciones necesarias para aproximar el conjunto de óptimos de Pareto. Debido a que
este conjunto es un hiperplano en el espacio objetivo, la cantidad de soluciones aumenta
exponencialmente con el número de objetivos [5].
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Para mitigar este comportamiento han surgido propuestas para auxiliar el paradigma
subyacente a través de definiciones alternas de dominancia o incorporando mecanismos
adicionales. Sato et al. [17] propusieron una modificación a la definición de dominancia,
donde el área de dominancia de una solución se expande o contrae dependiendo de las
caracteŕısticas del problema y del estado de la población en la generación actual. Con
esta definición alterna se produce un nueva clasificación de las soluciones distinta a la
inducida por la definición clásica de optimalidad de Pareto. Utilizando esta definición se
puede enfatizar la convergencia o la diversidad del conjunto de aproximación resultante,
pero no ambas. Por ejemplo, si se prefiere la convergencia, el conjunto sufrirá de pérdida
de diversidad como consecuencia. Otra alternativa es implementar métodos que clasifi-
can las soluciones no dominadas para llevar a cabo la selección de forma efectiva en la
búsqueda, aunque de la misma forma la diversidad del conjunto final se deteriora cuando
la convergencia se antepone y la población convergerá a unas cuantas soluciones [18].

2.4.1.2. Métodos con base en indicadores

Las preferencias del usuario respecto a la meta de optimización están presentes en los
distintos algoritmos multi-objetivo existentes, aunque éstas frecuentemente se encuentren
impĺıcitas. Una manera de incluirlas de forma intencional en la búsqueda es a través de
un indicador de calidad. De manera general, un indicador de calidad (o simplemente indi-
cador) es una función que mapea k conjuntos de aproximación con un número real. Este
valor permite comparar la calidad de dos o más aproximaciones de un conjunto de óptimos
de Pareto [8]. Los indicadores de calidad binarios son una extensión natural de la domi-
nancia de Pareto, aunque los indicadores unarios (k = 1) son más comunes. Para preservar
la relación de dominancia, los indicadores tienen que ser estrictamente monotónicos con
respecto a la optimalidad de Pareto, propiedad conocida como compatibilidad de Pareto.
Dado un problema de optimización multi-objetivo y un indicador, el problema de optimi-
zación se convierte en la minimización (o maximización) de la expresión proporcionada
por el indicador selecionado.

Cuando se utiliza un indicador en el proceso de selección, éste se usa para categorizar a
las soluciones en la población de acuerdo a su utilidad en la optimización de dicho indica-
dor. Es decir, se incorpora en la asignación de afinidad de los miembros de la población.

La elección del indicador repercute en la capacidad de búsqueda del algoritmo en cues-
tión y, subsecuentemente, de la aproximación resultante. Disintos indicadores enfatizan
distintas cualidades en sus resultados: algunos se desempeñan mejor con ciertas formas
del frente de Pareto, favorecen a formas geométricas espećıficas o la aproximación final
que generan tiende a tener un sesgo por convergencia o diversidad, no ambas. El hipervo-
lumen [19] es el único indicador conocido hasta el momento que presenta compatibilidad
completa de Pareto, pues se ha podido demostrar que maximizar el valor de hipervolumen
asociado a un conjunto de soluciones garantiza convergencia al conjunto de óptimos de
Pareto. Sin embargo, el costo computacional que el cálculo del hipervolumen implica se
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eleva polinomialmente respecto a la cantidad de soluciones presentes en un conjunto de
aproximacón y exponencialmente respecto a la cantidad de objetivos.

La aproximación del valor del hipervolumen es una manera para lidiar con su elevado
costo computacional. No obstante, las propiedades del indicador se atenúan cuando los
cálculos no son exactos. Existen algoritmos que utilizan indicadores que no tienen compa-
tilidad de Pareto pero no se oponen al orden que impone, como R2 [20] o IGD+. Estos han
demostrado ser buenas alternativas, especialmente cuando la cantidad de objetivos de un
problema es elevada. Sin embargo, dependiendo del indicador seleccionado, el proceso de
búsqueda tenderá a favorecer conjuntos que coincidan con la preferencia establecida en el
indicador.

2.4.1.3. Métodos con base en descomposición

El concepto de descomposición se deriva de la optimización multi-objetivo clásica, donde
se agregan los valores de las funciones objetivo que comprenden un POM con ayuda de una
función de escalarización. Éste es un proceso iterativo, donde la solución se va optimizando
hasta que se alcanza un óptimo de Pareto. Las técnicas de programación matématica para
optimización multi-objetivo permiten obtener una sola solución por ejecución. Además, en
algunas ocasiones requieren de conocimiento espećıfico del POM y pueden ser susceptibles
a la geometŕıa del frente de Pareto.

De manera general, los algoritmos que hacen uso de este método, descomponen un
POM en varios problemas mono-objetivo asociados cada uno a un vector de pesos convexo
distinto. Estos problemas son optimizados de manera simultánea en una sola ejecución.
La descomposición se lleva a cabo con ayuda de una función de escalarización que auxilia
en la asignación del valor de aptitud de los miembros de la población. Comúnmente en
este tipo de algoritmos, el valor de aptitud dependerá del valor agregado que proporcione
la función de escalarización seleccionada.

El primer algoritmo que utilizó el paradigma de descomposición fue MOEA/D [3],
que dio paso a uno de los entornos algoŕıtmicos más populares para optimización multi-
objetivo. Apegado a la idea de descomposición, MOEA/D genera una familia de proble-
mas mono-objetivo a partir del problema original. Cada sub-problema está asociado a
un miembro de la población que se optimiza a lo largo de las generaciones. Esto sucede
aprovechando la información de las soluciones cercanas a un individuo espećıfico (es decir,
el vecindario); pues si dos vectores ponderados que se relacionan a un problema se encuen-
tran lo suficientemente cerca, también debeŕıan estarlo sus soluciones correspondientes.
Aśı, la población se compone únicamente de las mejores soluciones encontradas hasta el
momento para cada problema. El proceso básico de MOEA/D se puede observar en el
algoritmo 4.

En cada ejecución, MOEA/D mantiene:

Una población de N puntos x1, . . . , xN ∈ χ, donde xi es la solución actual al sub-
problema i.
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FV 1, . . . , FV N donde FV i es el valor objetivo de xi.

z∗ = (z1, . . . , zk), donde zi es el mejor valor encontrado hasta el momento para el
objetivo fi.

una población externa, que es utilizada para almacenar soluciones no dominadas
encontradas durante la búsqueda (opcional).

El desempeño de un algoritmo que utiliza descomposición como esquema de selección
dependerá en gran medida de dos factores: del conjunto de vectores ponderados y de
la función de escalarización seleccionada. Al comienzo del proceso evolutivo, se requiere
un conjunto de direcciones uniformemente distribuidas, esto con el objetivo de cubrir la
mayor parte del frente de Pareto y procurar una buena distribución de las soluciones.
La zona del frente de Pareto a la que un sub-problema convergerá está estrechamente
relacionado con el vector de pesos que tiene asociado. El método simplex-Lattice es el
empleado originalmente en el entorno algoŕıtmico de trabajo de MOEA/D para generar
el conjunto de pesos. La cantidad de pesos generados es igual al tamaño de la población.
Cuando se utiliza el método simplex, el tamaño de la población no puede ser decidido
de manera arbitraria, sino que esta cantidad aumenta de forma no lineal de acuerdo a la
cantidad de objetivos de un problema. Por lo tanto, generar vectores ponderados de esta
manera para problemas con más de cinco objetivos se complica [7]. Además, en cierto casos
los vectores ponderados generados uniformemente son incapaces de mapear al problema
con una solución en el frente de Pareto [21].

Existen distintas funciones de escalarización en la literatura especializada. Dentro de
las más populares se encuentran la suma ponderada y la función ponderada de Tcheby-
cheff. Cada función de escalarización posee caracteŕısticas distintas que hacen su uso más
adecuado para cierta clase de problemas. Las funciones agregativas no lineales, por ejem-
plo, son convenientes para problemas convexos. Sin embargo, su capacidad de converger
a ciertas áreas del frente de Pareto se deteriora considerablemente cuando los problemas
no son convexos. En la versión original de MOEA/D se explora la función de Tchebycheff
y el enfoque de intersección de frontera basada en penalización (PBI, por sus siglas en
inglés). Ambas funciones son capaces de lidiar con problemas no convexos.

Actualmente, los algoritmos que utilizan estrategias con base en descomposición tienen
gran aceptación debido a su bajo costo computacional y su enorme potencial para la
resolución de problemas de optimización multi-objetivo con más de tres objetivos [22].
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Algoritmo 1: Algoritmo MOEA/D

Entrada:

POM: problema de optimización multi-objetivo,

un criterio de paro,

N : el número de subproblemas considerados en MOEA/D,

un conjunto de vectores de pesos uniformemente distribuidos λi, . . . , λN ,

T : un número de vectores de pesos en el vecindario de cada vector de peso

inicio
Inicialización;
EP = ∅;
Calcular las distancias euclidianas entre dos vectores de pesos cualquiera y
determinar los T vectores más cercanos para cada vector. Por cada
i = 1, . . . , N , encontrar B(i) = {i1, . . . , iN}, donde λi1 , . . . , λiT son los T
vectores de pesos más cercanos a λi ;

Generar aleatoriamente una población inicial x1, . . . , xN o por un método
espećıfico al problema. Asignar FV i = F (xi);

Actualización;
mientras no se alcance el criterio de paro hacer

para i = 0 a N hacer
Reproducción: Seleccionar aleatoriamente dos ı́ndices k, l de B(i), y
generar una nueva solución y de xk y xl usando operadores genéticos;

Actualización del punto de referencia z∗: Para cada j = 1, . . . , k si
zj < fj(y), entonces zj = fj(y);

Actualización de las soluciones vecinas: Por cada ı́ndice
j ∈ B(i), si gte(y|λ, z) ≤ gte(xj|λ, z) entonces xj = y y FV j = F (y);

Actualización de EP ;

fin

fin

fin



Caṕıtulo 3

Sistemas inmunes artificiales

El área de sistemas inmunes artificiales (SIAs) también conocida como computación
inmunológica o sistemas inmuno-inspirados, comprende a aquellas metaheuŕısticas inspi-
radas por el sistema inmune biológico donde se abstraen procesos que forman parte de
la respuesta inmune para su posterior explotación en la resolución de tareas computacio-
nales. El sistema inmune biológico es un sistema adaptativo complejo que utiliza varios
mecanismos adaptativos basados en selección para defenderse en contra de patógenos
externos.

Una de las principales tareas del sistema inmune biológico es lograr la distinción entre
el tejido propio y el extraño. Esto se logra a través de procesos espećıficos a los que
son sometidas las células inmunes con el propósito de reconocer y reaccionar en cuanto
son presentadas a agentes extraños. El sistema inmune biológico cuenta con una serie
de carasteŕısticas que hacen que su uso sea deseable como metáfora biológica para el
desarrollo de sistemas, por ejemplo su capacidad de aprendizaje y memoria inmunológica.

Los SIA han sido un área de estudio con relativa poca popularidad en comparación con
otras técnicas bio-inspiradas, como lo son los algoritmos evolutivos o las redes artificiales
neuronales. Sin embargo, los SIA han demostrado ser un campo prometeder con diversas
aplicaciones que aprovechan las caracteŕısticas propias de este tipo de modelos.

3.1. Sistema inmune biológico

3.1.1. Fundamentos

El sistema inmune biológico [9] es un mecanismo de defensa rápido y efectivo para com-
batir infecciones en el anfitrión, compuesto de células, órganos y tejidos especializados. El
sistema inmune natural consta de dos sub-mecanismos conocidos como el sistema inmune
innato y el sistema inmune adaptativo. Ambos componentes forman parte importante de
la respuesta inmune global. Los glóbulos blancos o linfocitos son células cuyo comporta-
miento regula a ambos sistemas. El sistema inmune nato es mediado por los granulocitos
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y los macrófagos, mientras que el sistema adaptativo es regulado por los linfocitos.
El sistema inmune está siendo atacado constantemente por ant́ıgenos que lo estimulan

a reaccionar. Los ant́ıgenos pueden ser externos o propios. El sistema inmune hace uso de
las células que le componen y cada una desempeña un trabajo distinto; el comportamiento
conjunto de éstas logra neutralizar la amenaza en la mayoŕıa de los casos.

Algunas células inmunes son denominadas fagocitos, como los macrófagos y los neutrófi-
los, y se encargan de ingerir y digerir part́ıculas antigénicas. Los macrófagos, en particular,
son capaces de presentar ant́ıgenos a otras células y se conocen como células presentadoras
de ant́ıgeno (CPAs). Los neutrófilos son las células más abundantes y las mediadoras más
importantes en la respuesta innata.

Cuando el sistema inmune es sometido a ciertos est́ımulos externos, se desencadena una
reacción espećıfica para defender al organismo. La reacción es dirigida con el propósito
de combatir esta amenaza en particular y se conoce como respuesta inmune adaptativa.
Las células que se ven involucradas en este proceso son capaces de desarrollar memoria
inmune, es decir, desarrollan la capacidad de reconocer el mismo est́ımulo cuando se
presenta nuevamente en el organismo.

Los linfocitos regulan la respuesta inmune y reconocen y eliminan a los patógenos.
Cuando hay algún tipo de exposición a agentes externos, los linfocitos reaccionan ac-
tivándose y proliferándose. Existen dos clases principales de linfocitos: las células B y las
células T. Ambas tienen receptores antigénicos altamente espećıficos en sus superficies
que únicamente son compatibles con una cantidad reducida de ant́ıgenos.

3.1.1.1. Órganos del sistema inmune

Los órganos que forman parte del sistema inmune se dividen en dos categoŕıas [9]: los
órganos linfáticos centrales y los periféricos. Los órganos linfáticos centrales producen y
ayudan a madurar a las células inmunes. Estos órganos comprenden la médula ósea y el
timo. Los órganos linfáticos periféricos ofrecen un lugar para que las interacciones entre
los linfocitos y ant́ıgenos se lleven a cabo. Entre estos órganos se encuentran los nodos
linfáticos, el baso, el tejido mucoso y submucoso en el tracto respiratorio y digestivo.

Médula ósea: Este órgano se encarga de generar células inmunes mediante un
proceso conocido como hematopoiesis. Durante éste, células madre derivadas de
la médula ósea se diferenćıan en células inmunes ingenuas, algunas de las cuales
terminan su proceso de maduración en la misma médula ósea (células B) y otras
migran al timo. Además de la producción de céulas inmunes, la médula ósea genera
también glóbulos rojos y plaquetas.

Timo: Se encuentra detrás del esternón y se encarga de producir células inmune
maduras, conocidas como células T. En el proceso de maduración, las células T que
se conservan son aquellas que resultan beneficiosas para el sistema inmune; aquellas
que pueden causar una respuesta auto-inmune son suprimidas.
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Baso: Se encuentra debajo del diafragma. Captura patógenos que se encuentran en
la sangre y también recibe aquellos capturados por macrófagos y células dendŕıticas
en el torrente sangúıneo. En el baso, los patógenos que han sido capturados por
células como los macrófagos son presentados a células T y células B apropiadas
para generar una respuesta inmune.

Nodos linfáticos: Se encuentran en varios puntos a lo largo del sistema linfático y
actúan como un filtro del fluido conocido como linfa. Estos nodos drenan el fluido
de la mayor parte del tejido del cuerpo. Los ant́ıgenos son filtrados de la linfa en los
nodos linfáticos antes de regresarla a circulación. En los nodos linfáticos, similar al
baso, las células T y B interactúan con los patógenos para desencadenar la respuesta
inmune.

Anginas y adenoides: Las anginas se encuentran en las paredes laterales entre la
boca y la faringe, los adenoides se encuentran en el fondo de la nariz, en la parte
superior de la garganta. Se asocian con la protección del sistema respiratorio.

Vasos linfáticos: Es una red de canales que se distribuyen a lo largo del cuerpo.
Transportan la linfa a la sangre y a los órganos linfáticos. La linfa es transportada
de los tejidos a los nodos linfáticos a través de los vasos linfáticos aferentes. Entra
a los nodos a través de una serie de cavidades, es percolada en el tejido del nodo
linfático y sale mediante los vasos linfáticos eferentes.

3.1.1.2. Sistema inmune innato

El sistema inmune innato es la parte del sistema inmune con la que el organismo nace.
Cuando un patógeno ataca al organismo, la respuesta primaria está a cargo del sistema
inmune innato, y continúa de esta manera por el periodo previo a la respuesta del sistema
inmune adaptativo.

Células inmunes como los macrófagos y los neutrofilos ingieren bacterias con la inten-
ción de disolverlas y presentar fragmentos de los patógenos a otras células inmunes. Aśı,
el sistema inmune innato puede hacer distinción entre componentes propios y extraños.
Los macrófagos activados durante este proceso emiten citocinas, que son protéınas secre-
tadas por células que afectan el comportamiento de otras células y activan una respuesta
inflamatoria que permite el tránsito de células inmunes a los lugares donde hay infección
[9].

3.1.1.3. Sistema inmune adaptativo

El sistema inmune adaptativo hace referencia a la parte del sistema inmune que es
capaz de reconocer y eliminar patógenos espećıficos.

Los linfocitos son las células que se encargan de regular la respuesta inmune adaptativa.
Los linfocitos que entran al flujo sangúıneo tienen receptores de ant́ıgenos de especifidad
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única. Esta especifidad es producto de un proceso de recombinación genética durante el
desarrollo del linfocito en la médula ósea y el timo. El rearreglo puede generar millones
de combinaciones y cada linfocito tiene una especifidad distinta [9].

Las células inmunes cuentan con una capa externa que contiene moléculas receptoras
capaces de reconocer ant́ıgenos. La forma en la que los reconocen es distinta de acuer-
do al tipo de célula. Las células B, por ejemplo, reconocen ant́ıgenos directamente en
solución, mientras que las células T los reconocen cuando son procesados por y están
unidos a moléculas conocidas como complejo mayor histocompatible (MHC, por sus si-
glas en inglés). Los receptores de las células B que se encuentran en la superficie serán
secretados en forma de anticuerpos cuando la célula se active. Cada célula B es mono-
espećıfica, es decir, produce un único tipo de anticuerpo que se une o es compatible con
un tipo particular de protéına. Cuando los anticuerpos se unen a ant́ıgenos, dan la señal
a otras células de ingerir, procesar o eliminar la sustancia a la cual se unieron en primer
lugar. El reconocimiento inmune sucede entre las regiones de unión de los anticuerpos y
los ant́ıgenos (eṕıtopos) dependiendo de su compatibilidad. Los anticuerpos sólo pueden
reconocer a un tipo espećıfico de ant́ıgeno. Sin embargo los ant́ıgenos pueden presentar
una serie de eṕıtopos diferentes, por lo que un mismo ant́ıgeno puede ser reconocido por
varios anticuerpos. Dentro de las móleculas MHC se encuentran células presentadoras de
ant́ıgenos que consumen y digieren ant́ıgenos dividiéndolos en péptidos que se unen a ellas
para crear un complejo que viaja a la superficie de la célula donde puede interactuar con
células T [9].

Los receptores o anticuerpos que se encuentran en la superficie de las células B se com-
ponen de cadenas polipept́ıdicas que, a la vez, están conformadas de segmentos de ADN.
Los segmentos en las cadenas presentan un orden espećıfico para cada anticuerpo. El orden
de los segmentos determina la compatibilidad de un anticuerpo con un ant́ıgeno dado. En
la formación de las células B, segmentos de ADN codifican a los receptores, combinándose
para dar paso a moléculas completas de anticuerpos. Una vez formadas, algunos segmen-
tos pueden ser sometidos a mutación hiper-somática. Juntos, la recombinación genética
y la mutación hiper-somática proveen al repertorio de anticuerpos diversidad suficiente
para combatir una gran cantidad de ant́ıgenos.

A diferencia de los receptores de las células B, que pueden ser liberados en solución, los
receptores de las células T necesitan de la asistencia de otras moléculas para unirse con
ant́ıgenos. Esto se debe a la estructura de los receptores, que al igual que los anticuer-
pos, están compuestos de cadenas polipept́ıdicas pero que sólo se encuentran fijas en la
superficie de las células T. Para poder reconocer a un ant́ıgeno, además de su unión con
el receptor, se requieren de señales que estimulan la reacción para determinar si la célula
se activa o se induce tolerancia [9].

Una vez formadas, las células migran de la médula ósea o el timo hacia el baso, nodos
linfáticos y tejido linfático intestinal, pues en estos lugaes las células pueden encontrar
ant́ıgenos para desencadenar la respuesta inmune. Las linfocitos circulan continuamente a
lo largo del sistema linfático, haciendo visitas continuas a los órganos linfáticos buscando
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ant́ıgenos externos.

3.1.2. Principales dinámicas

El sistema inmune natural hace uso de una serie de mecanismo que permite la diferen-
ciación y proliferación de los linfocitos para una respuesta inmune eficiente. Entre ellos se
encuentra el principio de la selección clonal, la habilidad de distinguir entre tejido propio
y extraño y la teoŕıa de la red inmune. Mientras que los dos primeros son procesos a los
que son sometidos los linfocitos (aunque de maneras distintas de acuerdo a su tipo), la
teoŕıa de la red inmune ofrece una perspectiva alterna respecto al funcionamiento de las
dinámicas internas del sistema inmune, en especial, el comportamiento y las interacciones
que se dan entre las células y tejidos que lo conforman.

3.1.2.1. Principio de selección clonal

La teoŕıa de la selección clonal o expansión clonal [23] hace referencia al proceso al que
son sometidas las células inmunes para ser activadas después de su concepción. Cuando
el organismo se ve bajo ataque de patógenos, las linfocitos compatibles con los ant́ıgenos
extraños tienen que proliferarse y diferenciarse para ser capaces de combatir la amenaza.

La expansión clonal comprende las acciones que suceden dentro del sistema inmune
cuando éste es expuesto a un est́ımulo antigénico. Durante este proceso [9], las células
inmunes que son capaces de reconocer ant́ıgenos se proliferan y diferencian en células
efectoras. Los receptores de las células B se unen con un ant́ıgeno y, en conjunto con
una señal secundaria, ocasiona que el ant́ıgeno la estimule. La estimulación provoca que
las células B se dividan produciendo otras células idénticas (clones) y que eventualmente
maduren en células que secretan anticuerpos conocidos como células de plasma. Algunas
de las células B que se originan en la proliferación se convertirán en células B de memoria
cuyo propósito principal es mantener un registro de los anticuerpos que se han generado
como resultado de infecciones pasadas. Estas células son longevas y circulan por todo
el cuerpo hasta encontrarse con el mismo est́ımulo que ocasionó su formación. En éste
rápidamente se diferencian en células de plasma para comenzar a secretar anticuerpos
compatibles. La respuesta a los mismos ant́ıgenos después de una primera infección es
conocida como secundaria. En ella, además de haber identificado a los anticuerpos ade-
cuados para combatirlos, éstos se vuelven cada vez más especializados reconociéndolos y
suprimiéndolos, habilidad que adquieren a través de la maduración de afinidad.

Sin embargo, la expansión clonal por śı sola no es suficiente para generar una repuesta
inmune continua que suprima en su totalidad un est́ımulo antigénico en distintas ocasio-
nes. Se requiere que el sistema inmune cuente con los recursos necesarios a disposición
para una defensa exitosa. El tamaño de la población de clones que se genera durante la
diferenciación con relación a la población de ant́ıgenos es crucial para determinar el resul-
tado de la respuesta. El aprendizaje en el sistema inmune se ve reflejado en la habilidad
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de cambiar el tamaño de la cantidad de clones de una célula para un ant́ıgeno espećıfico
en la población total de linfocitos. La población total tiene un tamaño fijo por lo que, para
manipular la cantidad clones de una célula dada, se tiene que disminuir la cantidad de
células afines a otro tipo de ant́ıgenos. Usualmente, los linfocitos con prioridad son aque-
llos que reaccionan a un est́ımulo actual; el espacio necesario para acomodar el aumento
de células con este tipo de especifidad se logra olvidando a cierta porción de linfocitos
cuya compatibilidad es con ant́ıgenos no presentes en el momento.

La maduración de la respuesta inmune implica que los anticuerpos presentes en la
respuesta secundaria son más afines que los presentes en la respuesta primaria. Es decir,
sus receptores son distintos para hacerlos más compatibles con el ant́ıgeno dado. Estas
modificaciones, que inducen diversidad en el repertorio inmune, se logran con la ayuda
de dos mecanismos principales: la hiper-mutación somática y la edición de receptores. Por
medio de mutaciones de un solo punto, se puede explorar un rango cercano de afinidad
entre el anticuerpo y el ant́ıgeno con el objetivo de encontrar variaciones del anticuerpo
con una afinidad mayor a la original. Sin embargo, debido a la naturaleza aleatoria de las
mutaciones, el proceso puede resultar en anticuerpos con afinidades menores a la original
o que son reactivos con tejido propio. Para evitar la propagación de anticuerpos con
afinidades bajas, las células con este tipo de receptores deben ser eliminadas o mutadas
adicionalmente con el objetivo de mejorar su afinidad.

Mientras que la hiper-mutación somática explora configuraciones cercanas a la del re-
ceptor original, la edición de receptores provee la habilidad de explorar configuraciones
totalmente distintas. Cuando un célula es reactiva con tejido propio, como alternativa a su
supresión, puede experimentar edición en sus receptores. Este proceso consiste en eliminar
los receptores que son reactivos con tejido propio y generar nuevos, de manera similar a
la forma en la que se originan los receptores en la concepción de las células inmunes.

3.1.2.2. Distinción de lo propio y lo extraño

Los anticuerpos cuentan con idotipos inmunolgógicos, es decir, epitopos que pueden ser
reconocidos por otros anticuerpos. Para que el sistema inmune funcione adecuadamente,
tiene que ser capaz de distinguir el tejido o células propias de las extrañas. Esta distinción
es importante porque aśı se evita que el sistema reaccione con est́ımulos propios, reacciones
que pueden derivar en enfermedades auto-imnunes. Cuando el sistema inmune identifica
de manera exitosa a las células propias, se dice que desarrolla auto-tolerancia o tolerancia,
donde el sistema inmune convive con el tejido propio sin provocar alguna repuesta inmune
como resultado [9].

A pesar de que todos los linfocitos se ven envueltos en el proceso de selección, sólo algu-
nos llegan a proliferarse mientras que el resto experimentan muerte celular o inactivación
(anergia). Esto puede interpretarse como selección negativa [9].

La selección positiva [9] se da de maneras distintas entre las células T y las células B,
aunque en ambos casos el objetivo es liberarse de linfocitos sin receptores o con recep-
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tores de afinidad baja. En las células T se busca identificar a aquellos linfocitos que son
capaces de unirse con moléculas MHC. La selección ocurre entre células T inmaduras en
el timo antes de completar el proceso de maduración que las convierte en células inmuno-
competentes. Las células seleccionadas serán sometidas a expansión clonal. En las células
B, el proceso es similar. La diferencia principal son los criterios con los que se realiza la
selección. Las células B se unen con moléculas transductoras, que se encargarán de emitir
señales que pueden prevenir muerte celular o estimular el proceso de maduración. Las
células B con anticuerpos que son más compatibles con ant́ıgenos son seleccionadas para
evitar muerte celular y se proliferan.

La selección negativa tiene como objetivo eliminar del repertorio a aquellos linfocitos
que son reactivos con tejido propio. Las células T pueden identificar ant́ıgenos cuando éstos
han sido digeridos por moléculas MHC y se unen con ellas. Las células T que reaccionan
con ant́ıgenos propios como resultado de esta interacción se enfrentan a muerte celular
o anergia. La selección negativa en las células B es similar, con la diferencia de que las
células B puede unirse a través de sus receptores con ant́ıgenos.

3.1.2.3. Teoŕıa de la red inmune

La teoŕıa inmune [24] ofrece otra perspectiva para entender el proceso de maduración de
la respuesta inmune a través de la interacción de sus componentes con ant́ıgenos extraños
y entre śı. En esta teoŕıa se postula que el sistema inmune es una red regulada de moléculas
y células que se reconocen entre ellas, incluso en ausencia de ant́ıgenos. Cada elemento
en la red puede reconocer y ser reconocido. Un anticuerpo que reconoce a otro puede
emitir señales positivas o negativas; las señales positivas activan células y dan a pie a la
proliferación, mientras que las señales negativas ocasionan supresión o tolerancia.

3.2. Sistemas inmunes artificiales para optimización

multi-objetivo

Según De Castro [9], los sistema inmunes artificiales (SIAs) son sistemas adaptativos
inspirados por la inmunoloǵıa teórica y funciones inmunológicas, principios y modelos
observados, que son aplicados a la solución de problemas. Esta definición abarca un am-
plio espectro de modelos dentro de su alcance, como mecanismos de reconocimiento de
patrones, algoritmos de discriminación entre lo propio y lo extraño y modelos de redes
inmunológicas entre otros. A pesar de la cantidad de conceptos que la inmunoloǵıa teórica
ofrece, la mayor parte de los algoritmos inspirados en ella incluyen solo algunos de los
mecanismos observados en el sistema inmune en niveles altos de abstracción.
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3.2.1. Sistemas inmunes artificiales

Para que un sistema sea considerado un SIA tiene que expresar como mı́nimo un modelo
de un componente inmune, su disenño debe incorporar ideas de la inmunoloǵıa teórica o
experimental y tiene que estar enfocado en la solución de problemas [9]. Por el compor-
tamiento descrito en la sección anterior del sistema inmune natural, se puede pensar que
los SIA se reducen a tareas de reconocimiento de patrones. No obstante, la abstracción
de procesos como la expansión clonal o la selección positiva y negativa han dado pie al
surgimiento de aplicaciones en detección de anomaĺıas, análisis de datos, aprendizaje de
máquina y optimización, entre otros. Las caracteŕısticas del sistema inmune que cobran
relevancia en un ámbito computacional son [25]:

Reconocimiento: El sistema inmune es capaz de reconocer y clasificar patrones
distintos y generar respuestas apropiadas a esta información.

Extracción de caracteŕısticas: Las células APC extraen la información de los
ant́ıgenos para posteriormente presentarlas a los células T, una vez que esta infor-
mación ha sido procesada.

Diversidad: Para asegurar que la mayor cantidad de ant́ıgenos serán reconocidos,
el sistema inmune hace uso de combinaciones para generar los receptores en las
células inmunes.

Aprendizaje: Mediante repetidas exposiciones al mismo patógeno, el sistema in-
mune aprende a generar anticuerpos con la configuración adecuada para unirse a
ellos y regula la cantidad de éstos presentes en la respuesta inmune.

Memoria: Una vez terminado el proceso de maduración de los linfocitos, algunos
de ellos se diferencian en células de memoria.

Auto-regulación: El sistema inmune es un sistema descentralizado y está compues-
to de órganos, tejidos y células que son capaces de actuar sin una unidad central de
acuerdo al est́ımulo que se reciba.

Para diseñar un algoritmo que sea clasificado como un SIA, se requieren los siguientes
parámetros [9]:

1. Una representación para cada componente del sistema.

2. Un conjunto de mecanismos para evaluar las interacciones de los individuos con el
ambiente y entre ellos; por ejemplo, una medida de afinidad.

3. Procesos de adaptación, es decir, cómo es que el comportamiento de los elementos
vaŕıa en el tiempo.
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El espacio de forma [26], (shape-space, en inglés) hace referencia al concepto que se usa
para describir de manera cuantitativa las interacciones que se dan entre anticuerpos y
ant́ıgenos. Se asume que cada molécula tiene una forma espećıfica y para poder acoplar-
se con otra, la molécula adicional tiene que ser complementaria en su forma. Es decir,
ambas moléculas tienen que expresar formas que sean afines entre śı. En un contexto
computacional, si una molécula tiene una representación numérica vectorial, una manera
de medir afinidad entre dos moléculas es utilizando una medida de distancia. El tipo de
representación y el mecanismo para asignar afinidad dependerá del dominio del problema
que se pretende solucionar.

3.2.1.1. Sistemas inmunes artificiales para optimización mono-objetivo

No existe un marco de trabajo universal para SIAs diseñados para optimización mono-
objetivo. Sin embargo, existen dos algoritmos cuyos enfoques han cobrado popularidad
por la manera en la que abstraen conceptos inmunológicos.

CLONALG [27]

CLONALG es un SIA para optimización que retoma los conceptos de proliferación
y diferenciación realizando modificaciones aleatorias en la estructura de los anti-
cuerpos a través de hiper-mutación somática y estimación de linfocitos generados
con receptores de baja afinidad. Este algoritmo tiene como modelo el principio de
selección clonal. CLONALG refleja este principio en el proceso de búsqueda me-
diante cinco pasos esenciales. En primer lugar, se procura mantener un conjunto
de memoria a lo largo del proceso de optimización conservando las mejores solucio-
nes. Después, se incluyen los procesos de clonación y mutación aplicándolos sobre
los anticuerpos (Ab) o soluciones seleccionadas. Posteriormente, aquellos anticuer-
pos con afinidades bajas se descartan de la búqueda. La población de anticuerpos
es entonces sometida a maduración de afinidad y por último, toda la población es
re-seleccionada de acuerdo a su afinidad antigénica, y a la diversidad que aportan
al repertorio de soluciones. Este algoritmo puede ser interpretado como un proceso
evolutivo a pequeña escala, sin incluir la cruza de los individuos en la población.

Opt-aiNET [28]

Opt-aiNet es un SIA que utiliza principios de la teoŕıa de la red inmonológica. Se
basa en una ai-Net [29], que es un SIA para reconocimiento de patrones donde se
utiliza el concepto de afinidad para eliminar información redundante de la red. La
evaluación de afinidad sucede entre pares de moléculas y si el valor de afinidad entre
ambas supera un umbral de supresión dado, una de las dos se elimina de la red. En
la versión para optimización, se asume que las células B forman un cluster alrededor
de un óptimo local perteneciente a la función a optimizar. Las células B se codifican
como vectores de números reales, y la función de aptitud corresponde con la función
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Algoritmo 2: Algoritmo CLONALG

inicio
Inicialización;
Crear una población aleatoria de anticuerpos P;
Presentación antigénica;
mientras no se alcance el criterio de paro hacer

para cada ant́ıgeno hacer
Evaluación de ant́ıgenos;
Presentar el ant́ıgeno actual al anticuerpo actual;
para cada anticuerpo hacer

Calcular la afinidad del anticuerpo con el ant́ıgeno actual;
Selección y expansión clonal;
Seleccionar un subconjunto de los anticuerpos en P con las
afinidades más altas;

Generar copias exactas (clones) de los anticuerpos con las
afinidades más altas de acuerdo a su afinidad; entre más alta la
afinidad, más alto el número de clones;

Maduración de afinidad;
Mutar todos los clones con una tasa inversamente proporcional a su
afinidad con el ant́ıgeno actual;

Incorporar los anticuerpos generados a P y re-seleccionar los
mejores individuos para mantenerlos como el conjunto de memoria
para el ant́ıgeno actual;

Metadinámicas;
Reemplazar anticuerpos con las afinidades más bajas por
anticuerpos nuevos generados aleatoriamente;

fin

fin

fin

fin
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de optimización. Las células son sometidas a evaluación de aptitud, expansión clonal,
mutación, selección y evaluación de afinidad con otras células B en la población. El
criterio de término del algoritmo depende del tamaño de la población de células en
la red después del proceso de supresión. Si el número de elementos en la población
no vaŕıa entre generación y generación, la red ha llegado a un estado de equilibrio
y la búsqueda puede terminar.

3.2.2. Sistemas inmunes artificiales para optimización multiob-
jetivo

Los sistemas inmunes artificiales multi-objetivo (SIAM ) son algoritmos modelados con
base en procesos inmunes orientados a la resolución de problemas de optimización multi-
objetivo. De manera análoga a un AEMO, un SIAM mantiene una población de solu-
ciones potenciales durante la optimización que buscan simular la población de células
involucradas durante la respuesta inmune. De acuerdo al algoritmo, se toma terminoloǵıa
inmune para referirse a los miembros que forman parte de la población siendo anticuerpo
uno de los términos más populares para referirse a ellos. La población de anticuerpos es
sometida a un proceso que puede entenderse como evolutivo, aunque con pequeñas dife-
rencias respecto a los operadores utilizados durante la optimización del problema; el tipo
de operadores dependerá del modelo que se seleccione para el diseño del algoritmo.

De manera general, un SIAM pasa por una serie de etapas comunes como parte del
proceso de optimización [10]:

Reconocimiento de ant́ıgenos: Se reconoce el problema multi-objetivo y, en caso de
haberlas, las restricciones se modelan como ant́ıgenos.

Generación de la población de anticuerpos: Se genera un conjunto de soluciones
potenciales aleatoriamente como la población de anticuerpos en el espacio decisión.

Cálculo de afinidad entre anticuerpos y ant́ıgenos: La afinidad entre un anticuerpo
y un ant́ıgeno dado se calcula en cada generación.

Selección clonal: Los anticuerpos más afines al problema son seleccionados del resto
de la población con la intención de proliferarlos. Es decir, para acelerar la conver-
gencia, más recursos son dedicados a áreas del espacio de búsqueda que son más
promisorias.

Clonación de anticuerpos: Los anticuerpos seleccionados en el paso anterior son
sometidos a un proceso de clonación, donde se copian anticuerpos idénticos a los
seleccionados.

Actualización de la población de anticuerpos: Los padres en la población con la
menor afinidad son reemplazados por anticuerpos más afines, y la población de
anticuerpos resultante será utilizada como los padres para la siguiente generación.
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Algoritmo 3: Algoritmo Opt-aiNet

inicio
Inicialización;
Crear una población aleatoria de anticuerpos P;
Dinámicas de la red inmunológica;
mientras no se alcance el criterio de paro hacer

Calcular la aptitud de las células B para cada célula B hacer
Calcular la afinidad de la célula B actual;

fin
Expansión clonal;
para cada célula B hacer

Generar NC clones de la célula B actual;
Agregar los clones a la población de células B;

fin
Mutación somática;
para cada célula B hacer

Mutar cada clon de manera proporcional a la aptitud de su célula B
madre;

fin
Re-evaluación de aptitud;
para cada célula B hacer

Calcular la aptitud de la célula B actual;
fin
Selección clonal;
Seleccionar a los clones más aptos y desechar a los que tengan las
aptitudes más bajas;

Calcular la afinidad promedio;
Supresión de red;
Suprimir las células B cuyas afinidades se encuentren por debajo del
umbral de supresión σS;

Diferenciación de las células de memoria;
Determinar las células de memoria después de la supresión.
Metadinámicas;

Introducir a la red un porcentaje de células B nuevas generadas
aleatoriamente;

fin

fin
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Población de anticuerpos resultante: La población final contiene soluciones óptimas
de Pareto.

Un SIAM puro se basa en el uso exclusivo de principios derivados de la inmunoloǵıa
teórica. Es decir, para que un SIAM pueda ser categorizado como puro, es importante
que sólo se consideren operadores y procesos inspirados en algún concepto inmunológi-
co descartando aśı operadores tales como la recombinación. Los SIAM que incorporan
elementos provenientes de algoritmos genéticos u otras meta-heuristicas son denominados
h́ıbridos. Estos últimos son más populares que los puros, pues el no utilizar recombinación
impone ciertas limitantes respecto al desempeño del algoritmo en cuestión. El desempeño
durante la búsqueda de un SIAM (puro o h́ıbrido) depende de dos factores principalmen-
te:

del modelo utilizado como inspiración para el diseño del algoritmo y

del paradigma de selección bajo el cual se diseñe.

Justo como la contraparte mono-objetivo, el diseño de un SIAM se puede clasificar
por el principio inmune que se emula en el proceso de búsqueda. Existe un gran variedad
de procesos inmunes de los que derivan distintos algoritmos. Sin embargo la mayor parte
de los SIAM se concentran alrededor de dos principios fundamentales:

principio de selección clonal

teoŕıa de la red inmunológica

Los algoritmos que se basan en el principio de selección clonal tienen como propósito
identificar aquellos individuos en la población más aptos para aśı proliferarlos, es decir,
someterlos a un proceso de clonación que puede ser proporcional (la cantidad de clones
asignada a un anticuerpo depende de su afinidad) o total (todos los anticuerpos selec-
cionados para clonación reciben la misma cantidad de clones). Estos clones son mutados
de manera inversamente proporcional a su valor de aptitud. El proceso de clonación se
encarga de atestar la población con individuos idénticos altamente afines, lo que favore-
ce la convergencia, aunque esto se hace a expensas de la diversidad. Para mitigar este
efecto secundario, se incorporan medidas espećıficas como utilizar el valor de distancia de
agrupamiento durante la asignación de clones, aunque esta estrategia ha demostrado ser
poco efectiva [10]. Han surgido otras alternativas que permiten que las propiedades de
un SIAM se amplifiquen incorporando medidas alternas como la distancia vertical [30]
u optando por esquemas de selección que no dependan de la optimalidad de Pareto.

A continuación, describimos brevemente diversos SIAMs que han sido propuestos en la
literatura especializada.
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Figura 3.1: Etapas de un SIAM en el proceso de optimización
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3.2.2.1. NNIA

NNIA [31] tiene como inspiración el principio de selección clonal y plantea la selección
de sus individuos para clonación de acuerdo a su valor de distancia de agrupamiento
(denominada crowding distance en inglés). Este mecanismo hace que los conjuntos de
aproximación producidos por el algoritmo cuenten con una buena distribución a lo largo
del frente de Pareto, pues se enfoca en elegir individuos no dominados que se encuentren
en áreas menos pobladas del frente de Pareto. NNIA incluye elitismo en su proceso,
manteniendo un archivo externo con las soluciones no dominadas encontradas hasta el
momento. Este algoritmo tiene dificultades para mantener la diversidad y convergencia
de sus soluciones cuando la cantidad de objetivos aumenta debido a la estrategia de
selección que utiliza.

3.2.2.2. NICA

El Nuevo Algoritmo Inmune Clonal [32] (NICA, por sus siglas en inglés) es un enfoque
similar al NNIA en el sentido de que ambos utilizan la optimalidad de Pareto para efectuar
la selección clonal. Sin embargo, NICA adopta el concepto de optimalidad de Pareto como
parte de su operador de clonación donde sólo aquellas soluciones que son no dominadas
son sometidas al proceso de clonación y a todas se les asigna una cantidad igual de
clones. NICA también emplea distancia de agrupamiento para suprimir a un individuo
no dominado en cada generación, esto con el objetivo de mantener una aproximación
del frente de Pareto con una buena distribución. Al utilizar una selección basada en
optimalidad de Pareto, NICA experimenta dificultades para converger al frente de Pareto
verdadero en problemas con un gran número de objetivos.

3.2.2.3. HEAI

HEAI es un entorno evolutivo h́ıbrido para sistemas inmunes artificiales orientados a
problemas multi-objetivo [33] que combina mecanismos inmunológicos con mecanismos
evolutivos para mejorar la capacidad de búsqueda de un SIAM que dependen únicamente
de operadores de mutación (en otras palabras, es un esquema h́ıbrido). En espećıfico,
HEAI adopta esquemas de cruza y mutación que son aplicados sobre subpoblaciones
generadas aleatoriamente dentro de la población tratando de encontrar un compromiso
entre proximidad y diversidad en el conjunto de aproximación. La estrategia de selección
involucra categorizar a las soluciones como no dominadas y dominadas, eliminar aquellas
que son dominadas y ordenar a las restantes por su valor de distancia de agrupamiento.
HEAI incluye un mecanismo elitista que consiste en un archivo un archivo donde se
conservan las mejores soluciones no dominadas encontradas hasta el momento.
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3.2.2.4. AIMA

AIMA [34] adopta el marco de NNIA con cambios significativos en la forma en que se
mantiene el archivo externo y la manera en que se aplica el operador de cruza. AIMA es un
SIAM h́ıbrido que se vale de elementos de evolución diferencial para afinar la capacidad de
búsqueda a lo largo de las generaciones, incorporando un método adaptativo de selección
que permite elegir una de tres estrategias de evolución diferencial de acuerdo al estado
actual de la población. Estos cambios fueron introducidos con la intención de aliviar la
pérdida de diversidad que se produce con las aproximaciones obtenidas por NNIA.

3.2.2.5. MOAI-DPS

MOAI-DPS [35] es un SIAM h́ıbrido que incorpora un mecanismo para controlar el
tamaño de la población dinámicamente el cual depende del estado del archivo de soluciones
no dominadas encontradas hasta el momento. Esto se hace con el objetivo de intensificar
la capacidad de exploración de la búsqueda aumentando gradualmente el tamaño de la
población cuando el archivo aún no está lleno, y disminuyéndolo cuando está lleno. Esta
estrategia se presenta en conjunto con un operador de cruza de evolución diferencial con
dos modelos de búsqueda que se aplican sobre la población de acuerdo a un parámetro
pre-definido para mantener la diversidad entre la soluciones.

3.2.2.6. MOAI-DCSS

MOAI-DCSS [36] es un algoritmo con base en descomposición donde los individuo son
asociados a un subproblema con un vector ponderado. La cantidad de clones asignados a
cada individuo depende de la mejora de acuerdo al subproblema asignado a través de las
generaciones. Además, el algoritmo incorpora un operador de cruza de evolución diferen-
cial para reforzar la capacidad de exploración y mejorar la diversidad de la aproximación.
Para actualizar la población, MOAI-DCSS utiliza la mejora máxima de la función de agre-
gación correspondiente para determinar si una nueva solución reemplaza a una anterior.

3.2.2.7. VD-MOAI

VD-MOAI [30] utiliza un enfoque de descomposición con la función de Tchebyshev
donde se propone una selección clonal basada en la distancia vertical que existe entre los
individuos y los vectores ponderados asociados a los subproblemas. El método determina
la cantidad de clones destinados a cada individuo con la intención de asegurar convergencia
y enfocándose en la diversidad de las soluciones procurando asignar más clones a aquellos
que tengan una distancia vertical menor. Incorpora el operador de cruza de la evolución
diferencial.
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3.2.2.8. BCD-MOAI

BCD-MOAI [37] es un SIAM con base en descomposición que introduce un operador
de clonación para balancear la convergencia y la diversidad de las soluciones a lo largo del
proceso de búsqueda. El operador consta de dos partes, donde la convergencia se mantiene
tomando en cuenta la mejora relativa de la afinidad del individuo que se determina con
ayuda de la función de escalarización. La diversidad, por su parte, se mantiene utilizando la
distancia perpendicular para determinar a los individuos más cercanos al vector ponderado
asociado. Estas métricas se combinan con un factor de penalización que regula el efecto
que cada una tiene con la intención de fomentar una búsqueda orientada a la diversidad
en las primeras etapas y a la convergencia conforme el proceso de búsqueda finaliza.

Estos algoritmos están diseñados para dar solución a problemas de optimización de
dos o tres objetivos y su rendimiento es competitivo con respecto a otras heuŕısticas. Sin
embargo cuando la cantidad de objetivos aumenta, el desempenño de algunos de ellos se
ve significativamente reducido en términos de diversidad y convergencia, especialmente
en problemas que superan los diez objetivos [10].

3.2.3. Sistemas inmunes artificiales para problemas con muchos
objetivos

RD-ICA [38] es un SIAM h́ıbrido que incorpora información de las preferencias del
usuario final. Con la ayuda de esta información más una dirección de búsqueda, se cate-
goriza a los individuos en la población para efectuar la selección. El operador de clonación
depende del rango de soluciones con respecto al ordenamiento previamente mencionado.
RD-ICA utiliza un operador de cruza inteligente. Este algoritmo muestra resultados com-
petitivos en términos de convergencia en problemas de alta dimensionalidad en el espacio
objetivo, pero deficientes en términos de diversidad.

MaIA [39] es un algoritmo inmune especialmente diseñado para lidiar con problemas
de optimización con muchos objetivos con base en optimalidad de Pareto, adoptando un
estimador de densidad [40]. El enfoque presenta un operador de clonación que utiliza
información global de la población para determinar cuántos clones le son asignados a
cada individuo. Adicionalmente, MaIA incluye un operador de evolución diferencial y
pone especial cuidado en la selección de los padres para producir un número limitado
de descendencia altamente apta y mantener la diversidad en la población. MaIA obtiene
resultados competitivos, pero su desempeño se degrada en problemas con frentes de Pareto
desconectados debido a la búsqueda no balanceada que su esquema de selección ocasiona.

Como indicamos anteriormente, los SIAMs son algoritmos donde algunos principios in-
munológicos se utilizan como inspiración para desarrollar estrategias y mecanismos que
permitan realizar una búsqueda efectiva con el propósito de solucionar un problema de op-
timización multi-objetivo. Sin embargo, una parte importante de los algoritmos revisados
anteriormente utilizan el componente inmunológico como asistencia adicional, relegándo-
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los a un segundo plano mientras que el enfoque de diseño principal permanece centrado
en alguna otra estrategia. Dadas las cualidades propias de los SIAs, parece prometedor
explotar los recursos detrás de éstas ideas para diseñar un algoritmo cuyo desarrollo gire,
principalmente, en torno a procesos inmunes.
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Caṕıtulo 4

Un nuevo sistema inmune artificial
basado en descomposición para
optimización multi-objetivo

4.1. Modelo inmunológico

El modelo inmunológico en el que se basa un SIAM influye de manera importante en
el desempeño del mismo. Los SIAM que utilizan el principio de selección clonal destinan
recursos en áreas del espacio de búsqueda que son prometedoras, debido a que en la selec-
ción clonal se identifica a los individuos más aptos para proliferarlos. Algunos algoritmos
con base en este principio se enfrentan a la pérdida de diversidad; los resultados pueden
deteriorarse aún más si se trata de resolver problemas de alta complejidad o con un frente
de Pareto con una geometŕıa espećıfica. Otros procuran mantener soluciones diversas a
lo largo del proceso, aunque la convergencia puede llegar a sufrir estragos y la búsque-
da puede estancarse en óptimos locales [10]. Un diseño minucioso es crucial, tomando en
cuenta el balance entre convergencia y diversidad como un factor importante en el proceso
de búsqueda. Por lo tanto, al utilizar el principio de selección clonal como modelo de un
SIAM se deben incorporar operadores adicionales que permitan regular la composición
del conjunto de aproximación final.

En este trabajo, se propone un SIAM modelado con base en el proceso de maduración
de las células B. Este proceso permite aprovechar las cualidades de expasión de la selección
clonal, mientras regula a la población con recursos adicionales. Como se menciona en la
sección 3.1.2.1, la selección clonal por si sola no es suficiente para construir un repertorio
inmunológico útil para la respuesta inmune por lo que distintos procesos adicionales se
incluyen en la construcción de dicho repertorio. El proceso de maduración de las células
B se compone de dos procesos adicionales al principio de la selección clonal: la selección
positiva y la selección negativa. La selección positiva forma parte de cualquier SIAM
de manera impĺıcita y consiste en seleccionar a las células de entre la población con
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los anticuerpos más aptos reconociendo ant́ıgenos para su activación posterior. En un
SIAM, esto puede ser interpretado como la selección de los anticuerpos que se unen a la
población principal despueés de la etapa de evolución y que eventualmente se convierten
en el conjunto de aproximación final. La selección negativa, por su parte, consiste en
eliminar a aquellas células con anticuerpos que resultan ser auto-reactivos. Aśı, el sistema
inmune natural previene que se desencadene un reacción en contra de su propio anfitrión,
como lo son las enfermedades auto-inmunes.

4.2. Descomposición

Uno de los objetivos detrás del diseño del algoritmo es que cuente con la capacidad
de abordar POMs con varios objetivos sin que el desempeño se vea afectado de manera
drámatica. El paradigma de descomposición ofrece ciertas caracteŕısticas atractivas para
el diseño de un SIAM, pues los algoritmos bajo este esquema no presentan problemas
respecto a la dismininución de la presión de selección conforme la cantidad de objetivos
aumenta. Además, el diseño de un SIAM alrededor del concepto de descomposición resulta
bastante directo. En este trabajo se retoma el marco de trabajo de MOEA/D [3], como
se presentó en la sección 2.4.1.3, en la página 20.

Sin embargo, para poder acoplar el concepto de un SIAM con un esquema de descom-
posición se requiere de ciertos ajustes en las etapas de reproducción y actualización de
manera que las caracteŕısticas de un SIAM puro puedan ser aprovechadas.

A continuación, se proporciona una descripción de los componentes que se mantienen
en cada generación del algoritmo:

una población de anticuerpos (Ab) que representan las soluciones potenciales,

un conjunto de N vectores de pesos (λ1, . . . , λN),

una función de escalarización gscl(.)

un vecindario B(i) compuesto de los T subproblemas más cercanos a cada anticuerpo
(Abi).

una población de Nc clones (C)

una función de afinidad Aff(.)

En MOEA/D, un subproblema es optimizado de manera simultánea y cooperativa con
los subproblemas en su vecindario. Para realizarlo, se toma de entre las soluciones en el
vecindario un subconjunto de soluciones que funcionan como los padres en el operador de
cruza seleccionado. Estas soluciones producirán un hijo y que será mutado, y al cual, en
caso de no ser factible le será aplicado algún algoritmo de reparación produciendo y′. El
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hijo se utiliza para la actualización del vecindario o de la población general. Esto se decide
con una tasa de selección local (1 − ρ) definida al inicio del algoritmo por el usuario. El
criterio que se utiliza para decidir si el hijo reemplaza a una solución xi asociada a un sub-
problema en particular es el valor de escalarización. Si gscl(xi) > gscl(y′) el hijo tomará
el lugar como la solución asociada al subproblema en cuestión. Para evitar disminuir
la presencia de individuos duplicados en la población, se fija un número de reemplazos
al inicio de la ejecución. Este número indica la cantidad de veces que una solución en
particular puede ser copiada en la población.

Un SIAM puro no involucra operadores de cruza, debido a lo cual la etapa de mejora
del vecindario/población presenta una serie de cambios que permitan optimizar los pro-
blemas evitando las limitaciones que implica no generar nuevos individuos derivados de
la recombinación en cada generación. En lugar de generar un nuevo individuo producto
de la cruza, el algoritmo mantiene una población de clones durante todo el proceso de
optimización. La población de clones se llena continuamente de los clones provenientes
de los anticuerpos más afines al sub-problema. Una vez llena la población, los clones son
sometidos a un proceso de mutación hiper-somática. El algoritmo utiliza el esquema de
mutación polinomial [41] donde para un individuo padre xi dado, la solución mutada x′i
se crea con ayuda de un número aleatorio u en el rango [0, 1]. La solución mutada tiene
la forma:

x′i =

{
yi + δL(yi − y(L)i ) para u ≤ 0.5

yi + δR(y
(U)
i − yi) para u > 0.5

donde

δL = (2u
1

1+ηm )− 1 para u ≤ 0.5,

δR = 1− (2(1− u))
1

1+ηm para u > 0.5

y ηm es un parámetro definido por el usuario. Este es el esquema de mutación polinomial
altamente disruptivo.

Mantener una población de clones es una idea recurrente en el diseño de SIAM h́ıbridos,
donde se utiliza como un conjunto de opciones para seleccionar a los individuos que actúan
como padres en operadores de cruza [10]. Después de esta selección el proceso sigue de
manera similar a la de un AEMO basado en descomposición, utilizando el individuo hijo
para la mejora. En lugar de utilizar un solo individuo en la etapa de mejora, el algoritmo
utiliza la población completa de clones comparando cada uno de ellos con cada solución
asociada a cada subproblema dentro del vencindario o población según corresponda. De
esta manera se aprovechan las soluciones mutadas y los clones idénticos (presentes en
menor medida en esta población) y aumentan las posibilidades de encontrar una solución
que optimice mejor a un subproblema dado. El criterio que se utiliza para determinar
si un miembro de la población de clones se asocia como solución de un sub-problema es
la misma que en el marco del trabajo original. Es decir, un miembro de la población de
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clones Ci reemplaza a un anticuerpos asociado a un subproblema Abj si:

gscl(Ci) < gscl(Abj)

4.3. Operador de asignación de clones

En NNIA[31], el operador de asignación de clones es el siguiente:

ci =

⌈
|C| × ζ(Abi, C)∑|C|

j=1 ζ(Abi, C)

⌉

donde ci es la cantidad de clones asignada a un anticuerpo Abi, |C| es el tamaño de
la población de clones, ζ(Abi, C) es el valor de crowding-distance de un anticuerpo Abi
con relación a la población de clones C. NNIA es un SIAM basado en optimalidad de
Pareto; el uso del valor de la distancia de agrupamiento es principalmente para preservar
la diversidad de las soluciones en la población principal, de manera que se asignaran más
clones en las regiones de búsqueda que se encuentren menos pobladas. Este esquema de
asignación de clones es proporcional, es decir, que la cantidad de clones que recibe cada
anticuerpo es proporcional al valor de la función de afinidad definida para un SIAM dado
de manera que los anticuerpos más afines tendrán más clones. Sin embargo, utilizar el valor
de distancia de agrupamiento resulta no ser una medida de afinidad adecuada, en especial
en problemas de alta dimensionalidad. La función de afinidad es de suma importancia,
pues con base en este valor se seleccionan los anticuerpos a clonar y de esta forma, se
selecciona también el tipo de individuos con los que se llena la población principal.

En la sección 2.4.1.3, en la página 20, se mencionan los enfoques de descomposición
que se adoptaron en la versión original de MOEA/D. Entre estos enfoques se encuentra
el PIB, que es una versión modificada del problema de la intersección de frontera basada
en penalización, el cual consiste en la minimización del siguiente problema:

mı́n d1 + θd2

donde

d1 =
||(f(x)− z∗)Tλ||

||λ||

d2 = ||f(x)− (z∗ + d1λ)||

y θ > 0 es un parámetro de penalización definido por el usuario, cuyo valor se sugiere en
5 para la mayoŕıa de los problemas. d1 es la distancia entre z∗ y la proyección de f(x)
sobre el vector de pesos asociado al subproblema. d2 es la distancia entre f(x) y la ĺınea
entre el vector de pesos y z∗. Las distancias más pequeñas indican mejor convergencia.
La ilustración de las distancias se observa en la figura 4.1.
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Figura 4.1: Enfoque de la intersección de frontera basada en penalización PIB.

La distancia d2 fue utilizada por Lingie Li et. al. [30] en un algoritmo inmunológico
h́ıbrido como medida de afinidad en el esquema de asignación de clones de la siguiente
forma:

ci =

⌈
|C| × (1− di2)∑|C|

j=0(1− d
j
2)

⌉

donde d2 es denominado distancia vertical. Este enfoque es prometedor, pues es un buen
indicador de la cercańıa de una solución con respecto a su vector de pesos asignado. Este
esquema de asignación es el utilizado en este trabajo, con la siguiente modificación:

ci =

|C| ×
1
di2∑|C|
j=0

1

dj2


Una vez asignada la cantidad de clones a cada uno de los anticuerpos seleccionados, el
proceso de clonación se lleva a cabo con la siguiente operación:

C =
T⋃
i=1

[Abi ⊗ ci]

donde ⊗ representa la operación de clonación, es decir, el proceso de replicar o copiar un
anticuerpo con todos sus atributos intactos las veces que sean necesarias.

El psedocódigo del proceso de clonación se encuentra en el algoritmo 5, mientras que
el proceso del operador de mutación se puede observar en el algoritmo 6.
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4.4. Selección positiva y negativa

Una vez generados los clones, la población es sometida a mutación que utiliza la dis-
tancia d2 estandarizada en el rango [0, 1]. Este valor se utiliza como el porcentaje de
mutación. La idea que se presenta en CLONALG [27] es que los anticuerpos menos afines
deben de experimentar más mutaciones que aquellos anticuerpos extremadamente afines.
Esto permite refinar la búsqueda alrededor de los anticuerpos más aptos y realizar una
exploración alrededor de aquellos que no lo son. Como en un SIAM puro el único operador
de variación es la mutación y la mutación está regulada por la afinidad de un anticuerpo
aunado a la naturaleza del operador. El rango de diversidad que se observa hasta este pun-
to en la población de clones es limitado. Si se continúa con el proceso de optimización con
la población de clones en su composición actual, la búsqueda prodŕıa sufrir de pérdida de
diversidad y convergencia prematura. Para prevenirlo, hemos incorporado un mecanismo
adicional cuya motivación se encuentra en el proceso inmunológico de selección negativa.

En la sección 3.1.2.2, en la página 28, se describe a la selección negativa como el proceso
mediante el cual las células inmunes, cuyos anticuerpos reconocen a los ant́ıgenos propios,
son eliminadas para evitar que el sistema inmune se ataque a śı mismo. En el contexto del
algoritmo, se inspecciona a los anticuerpos que forman parte de la población de clones con
el objetivo de identificar aquellos que sean idénticos a su padre después de la mutación.
Si se encuentra un clon idéntico que esté presente en la población de clones más de una
vez, éste será candidato para ser removido de la población.

Una vez identificados los anticuerpos que no seguirán formando parte del proceso de op-
timización, estos pueden ser ignorados -anérgicos- durante todo el resto proceso o pueden
ser reemplazados por nuevos anticuerpos generados aleatoriamente. La meta es mantener
una población de anticuerpos diversos entre los clones para ofrecer un buen repertorio en
la etapa de mejora local/global, aunque para procurar mantener una buena convergencia
el algoritmo utiliza una porcentaje de selección pSN que ayuda a decidir si el anticuerpo
debe descartarse o no. La generación de nuevos anticuerpos en cada generación es un
mecanismo auxiliar para preservar variación entre las soluciones, como se presenta en
CLONALG [27]. El pseudocódigo del proceso de selección negativa se encuentra en el
Algoritmo 7.

La selección positiva se puede interpretar como el proceso de mejora local o global. Esto
es, cada elemento activo de la población de clones C se compara con los miembros del
vecindario B(i) (mejora local) o con los de la población principal P (mejora global) y se
determina si el clon es más apto para solucionar el sub-problema adyacente. Un clon puede
convertirse en la solución asociada a un sub-problema si gscl(Ciλ, z

∗) < gscl(Abj|λ, z∗) para
i = 1, . . . , |C| y j = 1, . . . , N . Es decir, el clon tomará el lugar como la mejor solución
actual a un sub-problema si tiene un valor de escalarización más pequeño que el de la
solución asociada a él en ese instante.
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4.5. Algoritmo propuesto

Uniendo las partes, el proceso completo del Sistema Inmune Artificial Multi-objetivo
basado en Descomposición (SIAMD) se presenta en el algoritmo 4. El algoritmo comienza
con la inicialización, donde se calculan los T vectores de pesos más cercanos a cada
problema para determinar su vecindario. Después, se generan N anticuerpos Ab de manera
aleatoria, mismos que conforman la población principal P y posteriormente se calcula
el valor objetivo asociado a cada anticuerpo. Una vez que se cuenta con la población,
comienza el ciclo principal del algoritmo. En el ciclo principal, primero se actualiza el
punto de referencia z∗. Después, se realiza el proceso de clonación donde de acuerdo al
subproblema, se seleccionan los anticuerpos más afines utilizando su valor de distancia
vertical y se les asigna un número de clones. Para cada anticuerpo seleccionado, se produce
la cantidad de clones calculada previamente y los clones resultantes se colocan en la
población de clones C hasta que la población esté llena o se hayan producido todos los
clones asignados a los anticuerpos seleccionados.

Cuando la clonación finaliza, la población de clones es mutada. El procentaje de muta-
ción para cada clon es inversamente proporcional a su afinidad. Es decir, los clones menos
afines son mutados con un porcentaje más alto que aquellos más afines.

La selección negativa se encarga de disminuir la cantidad de clones idénticos en la
población de clones C, reemplazando algunos de ellos por anticuerpos nuevos generados
aleatoriamente. Solo una cierta cantidad de éstos son producidos por generación; esta
cantidad es controlada por el usuario. Uno de los últimos pasos es la actualización o mejora
global/local. Este paso puede ser visto como la selección positiva, donde aquellas células
muy afines a ant́ıgenos son seleccionadas para su activación. En el algoritmo, los miembros
de la población de clones altamente afines son asignados como la solución adjunta a un
sub-problema en particular dependiendo de su valor de función de escalarización.

Una vez que todos los pasos anteriores son ejecutados sobre la población, si se cuenta
con un archivo externo, se incluyen las soluciones no dominadas como parte de éste; de
otra forma se continúa con el proceso de optimización hasta que se alcance el criterio de
paro. Si no se cuenta con un archivo externo, al final de la ejecución del algoritmo se
devuelve la población principal P como el conjunto de aproximación final.
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Algoritmo 4: Algoritmo de SIAMD

Entrada:

POM: problema de optimización multi-objetivo,

un criterio de paro,

N : el número de subproblemas considerados en MOEA/D,

un conjunto de vectores de pesos uniformemente distribuidos λi, . . . , λN ,

T : un número de vectores de pesos en el vecindario de cada vector de peso

Nc : o |C| tamaño de la población de clones C

inicio
Inicialización;
EP = ∅;
Calcular las distancias Euclidianas entre dos vectores de pesos cualquiera y
determinar los T vectores más cercanos para cada vector. Por cada
i = 1, . . . , N , encontrar B(i) = {i1, . . . , iN}, donde λi1 , . . . , λiT son los T
vectores de pesos más cercanos a λi ;

Generar aleatoriamente una población inicial Ab1, . . . , AbN o por un método
espećıfico al problema. Asignar FV i = F (xi);

Actualización;
mientras no se alcance el criterio de paro hacer

para i = 0 a N hacer
Actualización del punto de referencia z∗: Para cada j = 1, . . . , k si
zj < fj(y), entonces zj = fj(y);

Clonación Algoritmo 5;
Mutación Algoritmo 6;
Selección negativa Algoritmo 7;
Actualización local/global (selección positiva): Por cada
i = 1, . . . , NC y por cada ı́ndice j ∈ B(i), si
gscl(Ci|λ, z) ≤ gscl(Abj|λ, z) entonces Abj = Ci y FV j = F (Ci);

Actualización de EP ;

fin

fin

fin
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Algoritmo 5: Clonación(P,C)

Entrada: P : población principal, NC = |C|: tamaño de la población de clones
Salida: C: población de clones
inicio

para i←− 1 a N hacer

nc = dNC ×
1

affi∑NC
j=1

1
affj

e;

Ci = nc
⊗

Pi;
C = C

⋃
Ci;

fin

fin

Algoritmo 6: Mutación(C)

Entrada: C: Población de clones
Salida: C: Población de clones mutados
inicio

Normalizar la afinidad para cada elementos dentro de C;
para i←− 1 a NC hacer

pm = exp(−10 ∗ affi);
Generar un número aleatorio U entre 0 y 1;
si U > pm entonces

mutar(Ci)
fin

fin

fin

Algoritmo 7: Selección negativa(C)

Entrada: C: población de clones, Nns: número máximo de nuevos individuos
Salida: C: población de clones
inicio

número actual de reemplazos = 0;
para i←− 1 a NC hacer

si ci idéntico a su padre entonces
Asignar una afinidad de 0;
si NR < número actual de reemplazos entonces

Reemplazar(P,NR) Algoritmo 8;
número actual de reemplazos++;

fin

fin

fin

fin

Algoritmo 8: Reemplazar(P,NR)

Entrada: C: población de clones
Salida: C
inicio

para i←− 1 a Nc hacer
si Ci cumple criterio para reemplazo entonces

Reemplazar Ci por una solución generada aleatoriamente;
fin

fin

fin
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Resultados experimentales

A continuación exploramos el desempeño del algoritmo propuesto con respecto a algu-
nos SIAMs y AEMOs pertenecientes al estado del arte en problemas cuya cantidad de
objetivos vaŕıa desde tres hasta diez. También exploramos la eficacia del SIAM puro en
contraste con su versión utilizando un operador de recombinación en la búsqueda.

5.1. Problemas de prueba

Para llevar a cabo los experimentos seleccionamos dos conjuntos de prueba. El primero
es el conjunto Deb-Thiele-Laumanns-Zitzler o DTLZ [42] del cual se toman siete instan-
cias. El segundo conjunto corresponde a The Walking Fish Group o WFG [43] donde se
contemplan los nueve problemas que le conforman. Los detalles, aśı como las expresiones
matemáticas y caracteŕısticas de los problemas pueden consultarse en el Apéndice A. Los
problemas de minimización previamente seleccionados son escalables tanto en el número
de objetivos como en el número de variables, y muestran una serie de caracteŕısticas impor-
tantes en la evaluación del desempeño de un optimizador multi-objetivo como: geometŕıas
de frentes de Pareto variadas, frentes degenerados, separabilidad y frentes multi-frontales,
entre otras.

Para el conjunto de problemas DTLZ, la cantidad de variables se asigna utilizando la
siguiente expresión n = m + k − 1, donde m indica la cantidad de objetivos y k es una
constante que para DTLZ1 es k = 5, para DTLZ2-6 k = 10 y para DTLZ7 k = 20. Para
los problemas WFG la cantidad de variables correspondientes para cada problema por
objetivo se especifica en la tabla 5.1, donde también se especifica los cantidad de variables
de posición.
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Tabla 5.1: Parámetros.
Parámetros 3D 4D 5D 6D 7D 8D 9D 10D

N 136 166 175 203 210 240 270 290
Nicho 27 33 35 40 42 54 58 60

WFG
Variables 26 28 30 32 34 36 38 40
Variables de
posición

2 3 4 5 6 7 8 9

SBX pc = 1.0, ηc = 20, ηm = 20

5.2. Indicadores de desempeño

Para realizar comparaciones entre conjuntos de aproximación producidos por distintos
AEMOs y SIAMs, en los experimentos empleamos tres indicadores de desempeñ: el hiper-
volumen [44], la Distancia Generacional Invertida modificada (IGD+) [45] y el espaciado
[46].

El hipervolumen corresponde al tamaño del área dominada en el espacio objetivo por
un conjunto de aproximación demarcado por un punto de referencia. Se puede interpre-
tar como la suma de los rectángulos cubiertos por las soluciones óptimas de Pareto. Su
expresión matemática es la siguiente:

IHV (A : ~zref ) =
{
∪volumen(v : ~zref )|v ∈ A

}
(5.1)

donde A es el conjunto de aproximación y ~zref es el punto de referencia. La selección de
este último es de suma importancia en el cálculo de este indicador, por lo que los puntos
utilizados se especifican en la tabla 5.2.

Tabla 5.2: Puntos de referencia para el cálculo del hipervolumen.
Problema Punto de referencia
DTLZ1-2,4-6 (2, 2, . . . , 2)
DTLZ3 (4, 4, . . . , 4)
WFG1-9 (3, 5, . . . , 2 ∗ k + 1)

El indicador IGD+ es una versión modificada de la Distancia Generacional Invertida
(IGD) cuya intención es disminuir los resultados engañosos ocasionados en algunos esce-
narios. Para su cálculo se requiere un conjunto de referencia de soluciones no dominadas
en el espacio objetivo. Si la solución evaluada es dominada por un punto de referencia, se
utiliza la distancia Euclidiana sin modificación. Si ambos puntos (la solución y el punto
de referencia) son mutuamente no dominados, se calcula la distancia mı́nima desde el
punto de referencia a la región no dominada por la solución. La expresión matemática es
la siguiente:
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IGD+(A) =
1

|Z|

 |Z|∑
j=1

d̂pj

 1
p

(5.2)

donde en lugar de utilizar la norma Euclidiana como en IGD, se utiliza:

d̂j =
√

(max{z1 − a1, 0})2 + . . .+ (max{zk − ak, 0})2 (5.3)

El indicador espaciado (spacing) [46] refleja la varianza en la distancia de cada miembro
que es parte del frente óptimo de Pareto con su vecino más cercano. Al tomar en cuenta
los vecinos de un miembro, este indicador no refleja hoyos en conjunto de aproximación
que se evalúa y no brinda mucha información cuando éstos se encuentran separados pero
no uniformemente distribuidos. Se busca un frente que minimice este valor. El espaciado
se calcula a través de la siguiente expresión:

SP (PF ) =

√√√√ 1

|PF | − 1

|PF |∑
j=1

(d− d1(yj, PF\{yj}))2 (5.4)

donde d1(yj, PF\{yj}) = mı́ny∈PF\{yj} ||y − yj||1 es la distancia l1 de yj ∈ PF al

conjunto PF\{yj} y d es la media de toda d1(yj, PF\{yj}) para j = 1, 2, . . . , |PF |

5.3. Experimentos

A continuación y en las secciones 5.4 y 5.5, detallamos la configuración de los experimen-
tos y los parámetros de cada uno de los siete algoritmos seleccionados para comparación.
En cada experimento, realizamos 50 ejecuciones independientes para cada algoritmo, pro-
blema y número de objetivos. Las implementaciones de SIAMDX, MOEAD y NSGA2
fueron realizadas en C/C++ en el proyecto EMO [47]; las implementaciones de MOIA-
DCSS, VD-MOIA, BCD-MOIA y HEIA fueron realizadas en Java en el marco algoŕıtmico
jMetal [48].

SIAMDX, MOIA-DCSS, VD-MOIA, BCD-MOIA y MOEA/D requieren un conjunto
de vectores ponderados que fueron generados utilizando el método Das-Dennis [49] para
3, 4 y 7 objetivos. Los conjuntos de vectores ponderados para 5,6-10 objetivos fueron ge-
nerados utilizando un enfoque de dos capas [14, 50]. Además de los conjuntos previamente
mencionados, los algoritmos basados en descomposición requieren un tamaño espećıfico de
vecindario o nicho denotado por T ; dichos valores se observan en la tabla 5.1. El tamaño
de población para cada número de objetivos, N , aśı como la cantidad total de evaluacio-
nes designadas como criterio de parada se pueden observar en la tabla 5.1. Los SIAMs
requieren de un tamaño de población de clones NA que fue fijado en 20 para todos los
experimentos.
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5.4. Comparación entre SIAM puro y SIAM con re-

combinación (SIAMDX)

Como establecimos en el caṕıtulo 3, un SIAM emula procesos inmunológicos en una
computadora con el objetivo de resolver un problema de optimización multi-objetivo. Un
SIAM es puro solo si se utilizan operadores inspirados en algún proceso inmune. Uno
de los operadores inmunes es la hipermutación somática; la idea detrás de este tipo de
operador es que la búsqueda se pueda efectuar a través de mutaciones guiadas a un ritmo
acelerado. El porcentaje de mutación no permanece estático a lo largo de la búsqueda,
sino que es modificado para reflejar el nivel de afinidad de un anticuerpo dado contra un
ant́ıgeno. Entre más alta afinidad posea un determinado anticuerpo, su tasa de mutación
será menor y por lo tanto sufrirá menos cambios una vez se mute. En el caso opuesto, los
anticuerpos con menor afinidad serán sometidos a una mayor cantidad de modificaciones
con lo que se pretende elevar su afinidad.

Un SIAM h́ıbrido se vale tanto de operadores inmunológicos como de elementos tomados
de otros AEMOs. La intención principal de los algoritmos h́ıbridos es aprovechar las
fortalezas de distintos paradigmas de la inteligencia computacional para producir un mejor
optimizador. Los SIAMs que utilizan operadores de recombinación, por ejemplo, suelen
colocarse en esta última categoŕıa. El argumento principal es que no existe un proceso
inmunológico natural que referenćıe expĺıcitamente la idea de cruza a nivel inmunológico.

Sin embargo, se puede ver el proceso de la selección natural utilizada en los algoritmos
evolutivos actuando en el sistema inmune natural. Por ejemplo, en la manera en que los
linfocitos son seleccionados para someterse al proceso de clonación con base en su afinidad
a un patógeno dado. Este se denomina microevolución inmune [9] y consta de procesos
como la selección clonal y maduración de afinidad (Caṕıtulo 3). La suposición del principio
de selección clonal es que el repertorio inmune tiene una gran variedad debido al proceso
de recombinación genética aleatoria de los segmentos de genes de distintas bibliotecas,
más la inserción aleatoria de secuencias de genes durante el desarrollo de las células. La
diversidad del repertorio inmune asegura que por lo menos uno de los anticuerpos que
lo componen pueda ser lo suficientemente af́ın a un ant́ıgeno como para uńırsele y aśı
desencadenar su proliferación y comenzar la respuesta inmune.

Lo anterior destaca las similitudes entre los SIAs y los algoritmos evolutivos si tomamos
en cuenta que los procesos responsables de la producción de anticuerpos en los SIAs (re-
combinación genética y mutación), son los mismos que aquellos que se ven involucrados
en la reproducción de las especies (cruza y mutación). Aún cuando la cruza y la recom-
binación genética son operadores mediante los cuales se obtiene variación, es importante
tener en cuenta que ambos difieren en la forma en la que se aplican. El primero, implica
la inserción o eliminación aleatoria de nucleótidos de segmentos de genes de inmunoglo-
bulina y el segundo, se refiere a la combinación del material genético de dos individuos
produciendo hijos que tendrán una mezcla geneética de sus padres.

Bajo la idea anterior y tratando de emular el proceso inmune de la manera más fidedig-
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na posible, hemos desarrollado una versión incorporando un operador de recombinación.
A falta de un operador de recombinación inmunológico, el operador de recombinación
seleccionado fue SBX para observar el comportamiento del algoritmo incorporando va-
riación. Esta adición se lleva a cabo seleccionando a los padres de entre la población de
clones e incorporando al hijo a esta misma para someterla a mutación y al proceso de
selección.

En el conjunto DTLZ (5.3), SIAMDX tiene mejores resultados que SIAMD de manera
general. En los problemas DTLZ1, DTLZ2, DTLZ3, DTLZ5 y DTLZ7, SIAMDX supera a
SIAMD en todos los objetivos. De forma interesante, en los problemas DTLZ4 y DTLZ6,
SIAMD obtiene mejores resultados que SIAMDX en todos los objetivos para DTLZ4 y en
3, 5 y 6 objetivos para DTLZ6. Esto puede deberse a la capacidad de exploración pura
de SIAMD que se vale sólo de la mutación para realizar la búsqueda. En el conjunto de
problemas WFG, SIAMDX muestra un ventaja absoluta sobre los resultados de SIAMD.
En contraste, SIAMD obtiene mejores resultados en cuanto a espaciado en la mayor parte
de problemas de ambos conjuntos.

Tabla 5.3: Resultados de la comparación de los valores de hipervolumen de SIAMD y
SIAMDX en el conjunto de problemas DTLZ según la prueba de suma de rangos de
Wilcoxon con un 95 % de confianza. El mejor valor de hipervolumen se indica en negritas.

Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX

3D

DTLZ1
7.97E+00 7.97E+00

5D

DTLZ1
3.16E+01 3.19E+01

7D

DTLZ1
1.28E+02 1.28E+02

9D

DTLZ1
5.08E+02 5.11E+02

1.51E-03 1.50E-04 2.43E-01 2.33E-02 1.76E-01 1.01E-01 1.31E+00 1.88E-01

DTLZ2
7.39E+00 7.39E+00

DTLZ2
3.05E+01 3.06E+01

DTLZ2
1.25E+02 1.25E+02

DTLZ2
4.71E+02 4.74E+02

1.65E-03 1.37E-03 1.93E-01 1.79E-01 3.93E-01 1.28E+00 4.43E+00 5.34E+00

DTLZ3
6.26E+01 6.34E+01

DTLZ3
9.22E+02 1.02E+03

DTLZ3
1.61E+04 1.63E+04

DTLZ3
2.39E+05 2.59E+05

9.88E-01 2.69E-03 2.50E+01 1.80E+00 2.08E+02 6.78E+01 2.17E+04 5.76E+02

DTLZ4
7.21E+00 6.70E+00

DTLZ4
3.07E+01 3.00E+01

DTLZ4
1.26E+02 1.25E+02

DTLZ4
4.49E+02 4.39E+02

1.53E+01 1.02E+00 1.21E+00 2.52E+00 2.81E-01 2.56E+00 1.58E+01 1.81E+01

DTLZ5
6.09E+00 6.09E+00

DTLZ5
2.31E+01 2.32E+01

DTLZ5
8.71E+01 8.79E+01

DTLZ5
3.60E+02 3.63E+02

1.18E+01 1.09E-05 7.19E-02 8.46E-02 2.72E-01 1.09E-01 1.05E+00 6.10E-01

DTLZ6
6.02E+00 5.88E+00

DTLZ6
2.24E+01 2.17E+01

DTLZ6
7.35E+01 7.77E+01

DTLZ6
3.22E+02 3.39E+02

1.11E+01 6.61E-02 4.22E-02 3.00E-01 5.40E+00 2.12E+00 8.88E+00 6.12E+00

DTLZ7
1.58E+01 1.61E+01

DTLZ7
1.58E+01 2.85E+01

DTLZ7
1.04E+01 9.30E+00

DTLZ7
3.38E+00 3.40E+01

1.87E+01 1.88E+00 6.08E+00 6.30E+00 6.27E+00 1.17E+01 7.14E+00 3.01E+01

4D

DTLZ1
1.60E+01 1.60E+01

6D

DTLZ1
6.26E+01 6.36E+01

8D

DTLZ1
2.54E+02 2.56E+02

10D

DTLZ1
1.02E+03 1.02E+03

2.31E-03 4.90E-05 6.11E-01 1.58E-01 6.40E-01 1.03E-01 2.93E+00 4.15E-01

DTLZ2
1.54E+01 1.55E+01

DTLZ2
5.88E+01 5.90E+01

DTLZ2
2.35E+02 2.37E+02

DTLZ2
9.33E+02 9.44E+02

3.96E-03 2.19E-03 5.72E-01 6.11E-01 2.98E+00 2.00E+00 1.36E+01 9.00E+00

DTLZ3
2.55E+02 2.55E+02

DTLZ3
3.66E+03 4.01E+03

DTLZ3
5.95E+04 6.48E+04

DTLZ3
9.43E+05 1.04E+06

1.28E+00 3.52E-03 1.32E+02 2.63E+01 4.98E+03 1.51E+02 8.36E+04 2.75E+03

DTLZ4
1.53E+01 1.48E+01

DTLZ4
6.00E+01 5.96E+01

DTLZ4
2.27E+02 2.24E+02

DTLZ4
9.02E+02 8.69E+02

2.56E-01 8.85E-01 9.33E-01 5.78E-01 5.60E+00 8.24E+00 2.96E+01 3.22E+01

DTLZ5
1.18E+01 1.19E+01

DTLZ5
4.54E+01 4.56E+01

DTLZ5
1.81E+02 1.82E+02

DTLZ5
7.18E+02 7.23E+02

1.83E-02 3.73E-03 1.20E-01 1.72E-01 4.52E-01 2.39E-01 2.48E+00 1.45E+00

DTLZ6
1.11E+01 1.14E+01

DTLZ6
4.35E+01 4.21E+01

DTLZ6
1.68E+02 1.71E+02

DTLZ6
6.55E+02 6.72E+02

2.18E-01 1.48E-01 1.03E+00 7.88E-01 2.35E+00 3.26E+00 1.46E+01 1.42E+01

DTLZ7
1.87E+01 2.03E+01

DTLZ7
1.54E+01 2.49E+01

DTLZ7
8.63E+00 4.27E+01

DTLZ7
2.15E+00 3.36E+01

3.44E+00 4.93E+00 7.25E+00 8.03E+00 1.02E+01 2.59E+01 6.62E+00 3.05E+01

5.5. Comparación con otros SIAMs

En el primer experimento, comparamos el desempeño de SIAMDX con respecto a cuatro
SIAMs: HEIA, MOIA-DCSS, VD-MOIA y BCD-MOIA. De entre estos, tres utilizan el
paradigma algoŕıtmico de descomposición y sus detalles se abordan en el caṕıtulo 3.
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Tabla 5.4: Resultados de la comparación de los valores de hipervolumen de SIAMD y
SIAMDX en el conjunto de problemas WFG según la prueba de suma de rangos de
Wilcoxon con un 95 % de confianza. El mejor valor de hipervolumen se indica en negritas.

Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX

3D

WFG1
4.64E+01 5.20E+01

5D

WFG1
3.91E+03 4.59E+03

7D

WFG1
6.03E+05 7.56E+05

9D

WFG1
2.20E+08 2.47E+08

3.63E+02 1.33E+00 1.00E+02 8.11E+01 6.97E+04 5.15E+04 3.55E+06 2.09E+06

WFG2
9.24E+01 9.69E+01

WFG2
9.29E+03 9.48E+03

WFG2
1.30E+06 1.56E+06

WFG2
5.37E+08 6.35E+08

7.67E+02 1.01E+00 2.32E+02 2.13E+02 1.59E+05 1.87E+05 2.48E+07 1.20E+07

WFG3
7.11E+01 7.31E+01

WFG3
5.53E+03 5.72E+03

WFG3
9.01E+05 9.61E+05

WFG3
3.67E+08 4.07E+08

5.59E+02 6.88E-01 1.02E+02 1.32E+02 1.92E+04 3.18E+04 7.93E+06 6.29E+06

WFG4
7.44E+01 7.51E+01

WFG4
6.97E+03 7.25E+03

WFG4
6.74E+05 1.15E+06

WFG4
3.43E+08 3.93E+08

2.81E-01 2.30E-01 1.91E+02 1.79E+02 6.96E+04 6.10E+04 1.14E+07 2.19E+07

WFG5
7.01E+01 7.09E+01

WFG5
6.51E+03 6.88E+03

WFG5
7.86E+05 1.14E+06

WFG5
3.48E+08 3.85E+08

2.19E-01 3.80E-01 2.02E+02 1.76E+02 7.54E+04 1.91E+05 1.26E+07 2.66E+07

WFG6
7.10E+01 7.25E+01

WFG6
6.38E+03 6.84E+03

WFG6
6.44E+05 8.14E+05

WFG6
3.15E+08 3.81E+08

3.37E-01 5.13E-01 2.29E+02 1.99E+02 7.44E+04 1.21E+05 1.22E+07 2.54E+07

WFG7
7.26E+01 7.48E+01

WFG7
6.37E+03 7.10E+03

WFG7
6.67E+05 1.33E+06

WFG7
2.87E+08 3.87E+08

2.95E-01 2.91E-01 1.65E+02 1.85E+02 6.44E+04 9.53E+04 1.59E+07 2.67E+07

WFG8
6.79E+01 7.12E+01

WFG8
5.35E+03 6.29E+03

WFG8
5.29E+05 7.35E+05

WFG8
2.93E+08 3.27E+08

1.16E+00 4.08E-01 4.10E+02 2.51E+02 6.91E+04 5.50E+04 1.67E+07 1.40E+07

WFG9
6.98E+01 7.12E+01

WFG9
6.19E+03 6.74E+03

WFG9
5.84E+05 7.39E+05

WFG9
2.79E+08 3.43E+08

1.40E+00 1.51E+00 2.92E+02 4.60E+02 1.43E+05 1.22E+05 1.73E+07 4.81E+07

4D

WFG1
3.63E+02 4.38E+02

6D

WFG1
4.76E+04 5.48E+04

8D

WFG1
1.22E+07 1.35E+07

10D

WFG1
4.49E+09 4.99E+09

9.82E+00 9.64E+00 1.10E+03 1.69E+03 1.31E+05 1.54E+05 5.62E+07 6.67E+07

WFG2
7.67E+02 8.72E+02

WFG2
1.22E+05 1.21E+05

WFG2
2.90E+07 3.34E+07

WFG2
1.15E+10 1.32E+10

1.80E+01 1.17E+01 2.71E+03 3.95E+03 9.45E+05 6.18E+05 6.22E+08 4.06E+08

WFG3
5.59E+02 6.13E+02

WFG3
6.70E+04 6.77E+04

WFG3
2.02E+07 2.19E+07

WFG3
7.68E+09 8.55E+09

1.34E+01 9.97E+00 2.18E+03 2.11E+03 4.44E+05 3.59E+05 1.51E+08 1.58E+08

WFG4
6.61E+02 6.79E+02

WFG4
8.20E+04 8.50E+04

WFG4
1.86E+07 2.13E+07

WFG4
7.03E+09 7.83E+09

1.64E+01 9.63E+00 3.54E+03 3.13E+03 8.51E+05 8.47E+05 2.48E+08 5.94E+08

WFG5
6.24E+02 6.53E+02

WFG5
7.70E+04 8.19E+04

WFG5
1.94E+07 2.15E+07

WFG5
7.17E+09 8.25E+09

1.01E+01 2.20E+01 2.77E+03 4.04E+03 1.07E+06 7.44E+05 1.98E+08 3.27E+08

WFG6
6.17E+02 6.43E+02

WFG6
7.48E+04 7.88E+04

WFG6
1.74E+07 2.06E+07

WFG6
6.24E+09 7.49E+09

9.82E+00 8.28E+00 2.64E+03 2.79E+03 8.39E+05 9.80E+05 2.00E+08 7.61E+08

WFG7
6.07E+02 6.65E+02

WFG7
7.40E+04 8.18E+04

WFG7
1.62E+07 2.14E+07

WFG7
5.89E+09 7.76E+09

1.20E+01 5.90E+00 2.74E+03 2.64E+03 9.11E+05 1.14E+06 2.91E+08 6.28E+08

WFG8
5.25E+02 6.22E+02

WFG8
6.00E+04 6.44E+04

WFG8
1.61E+07 1.78E+07

WFG8
6.10E+09 6.84E+09

2.53E+01 8.48E+00 5.41E+03 6.69E+03 7.45E+05 7.17E+05 3.01E+08 3.65E+08

WFG9
5.57E+02 6.37E+02

WFG9
6.98E+04 7.84E+04

WFG9
1.58E+07 1.95E+07

WFG9
5.92E+09 6.83E+09

4.57E+01 1.62E+01 6.45E+03 5.79E+03 1.39E+06 1.79E+06 3.86E+08 8.91E+08

Tabla 5.5: Resultados de la comparación de los valores de IGD+ de SIAMD y SIAMDX
en el conjunto de problemas DTLZ según la prueba de suma de rangos de Wilcoxon con
un 95 % de confianza. El mejor valor de IDG+ se indica en negritas.

Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX

3D

DTLZ1
2.28E-02 2.23E-02

5D

DTLZ1
6.71E-02 5.74E-02

7D

DTLZ1
1.73E-01 1.26E-01

9D

DTLZ1
1.64E-01 1.07E-01

2.32E-03 3.89E-02 3.46E-03 7.81E-04 1.93E-02 1.73E-02 1.96E-02 1.09E-02

DTLZ2
2.92E-02 2.93E-02

DTLZ2
1.90E-01 1.82E-01

DTLZ2
2.93E-01 2.88E-01

DTLZ2
4.45E-01 4.45E-01

4.22E-04 2.76E-04 1.05E-02 9.33E-03 1.11E-02 1.90E-02 1.09E-02 1.17E-02

DTLZ3
1.73E-01 7.23E-02

DTLZ3
3.52E-01 1.92E-01

DTLZ3
5.21E-01 3.42E-01

DTLZ3
8.72E-01 4.59E-01

1.27E-01 2.82E-01 2.86E-02 1.21E-02 1.21E-01 4.44E-02 4.78E-01 1.58E-02

DTLZ4
7.54E-02 8.03E-02

DTLZ4
1.80E-01 1.93E-01

DTLZ4
2.69E-01 2.71E-01

DTLZ4
4.86E-01 5.21E-01

8.16E-02 8.74E-02 3.99E-02 4.84E-02 1.10E-02 2.09E-02 2.29E-02 1.99E-02

DTLZ5
3.83E-03 3.79E-03

DTLZ5
1.10E-02 7.37E-03

DTLZ5
4.27E-02 2.67E-02

DTLZ5
2.10E-02 1.71E-02

2.84E-05 2.26E-06 1.84E-03 1.54E-03 5.05E-03 8.15E-03 3.25E-03 1.25E-03

DTLZ6
4.97E-03 1.15E-01

DTLZ6
1.14E-02 1.12E-01

DTLZ6
2.72E-01 1.43E-01

DTLZ6
1.89E-01 1.37E-01

1.46E-03 3.85E-02 1.30E-03 2.78E-02 9.48E-02 3.53E-02 4.67E-02 3.36E-02

DTLZ7
1.57E-01 8.51E-02

DTLZ7
6.05E-01 4.82E-01

DTLZ7
7.38E-01 4.48E-01

DTLZ7
6.63E-01 8.92E-01

1.30E-01 2.49E-02 1.55E-01 5.59E-02 8.60E-02 5.11E-02 1.81E-01 5.71E-02

4D

DTLZ1
6.77E-02 5.48E-02

6D

DTLZ1
8.15E-02 7.32E-02

8D

DTLZ1
1.57E-01 1.03E-01

10D

DTLZ1
1.69E-01 1.17E-01

5.66E-03 3.08E-02 2.86E-03 1.32E-03 1.77E-02 5.27E-03 1.63E-02 1.10E-02

DTLZ2
8.93E-02 8.84E-02

DTLZ2
3.07E-01 2.94E-01

DTLZ2
4.38E-01 4.33E-01

DTLZ2
4.92E-01 4.88E-01

1.18E-03 7.23E-04 1.33E-02 1.22E-02 1.43E-02 1.16E-02 1.41E-02 1.38E-02

DTLZ3
2.12E-01 8.83E-02

DTLZ3
4.60E-01 3.24E-01

DTLZ3
7.34E-01 4.39E-01

DTLZ3
8.75E-01 5.02E-01

8.62E-02 1.07E-03 3.36E-02 1.35E-02 2.37E-01 1.03E-02 3.19E-01 1.75E-02

DTLZ4
1.07E-01 1.12E-01

DTLZ4
2.98E-01 2.99E-01

DTLZ4
4.82E-01 5.28E-01

DTLZ4
5.34E-01 5.76E-01

3.53E-02 4.42E-02 1.94E-02 2.20E-02 2.63E-02 2.04E-02 2.63E-02 2.30E-02

DTLZ5
9.79E-03 7.24E-03

DTLZ5
1.04E-02 8.45E-03

DTLZ5
2.02E-02 1.78E-02

DTLZ5
2.27E-02 1.76E-02

6.79E-04 6.03E-05 1.77E-03 2.04E-03 1.87E-03 7.85E-04 3.31E-03 1.51E-03

DTLZ6
1.01E-01 1.29E-01

DTLZ6
1.79E-02 1.12E-01

DTLZ6
1.59E-01 1.30E-01

DTLZ6
1.69E-01 1.36E-01

4.07E-02 4.28E-02 6.50E-03 3.17E-02 2.68E-02 3.82E-02 4.51E-02 4.14E-02

DTLZ7
3.15E-01 2.40E-01

DTLZ7
7.90E-01 6.71E-01

DTLZ7
5.59E-01 8.19E-01

DTLZ7
8.72E-01 1.18E+00

1.11E-01 1.33E-02 1.07E-01 5.69E-02 7.57E-02 4.82E-02 7.00E-02 5.28E-02
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Tabla 5.6: Resultados de la comparación de los valores de IGD+ de SIAMD y SIAMDX
en el conjunto de problemas WFG según la prueba de suma de rangos de Wilcoxon con
un 95 % de confianza. El mejor valor de IGD+ se indica en negritas.

Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX

3D

WFG1
1.44E+00 1.24E+00

5D

WFG1
1.74E+00 1.59E+00

7D

WFG1
2.41E+00 2.20E+00

9D

WFG1
2.59E+00 2.21E+00

1.10E-02 1.27E-02 1.30E-02 2.47E-02 7.15E-02 9.14E-02 7.35E-02 4.01E-02

WFG2
1.95E-01 8.10E-02

WFG2
2.66E-01 2.89E-01

WFG2
2.52E+00 1.35E+00

WFG2
2.62E+00 3.43E-01

3.45E-02 1.32E-02 3.97E-02 4.97E-02 5.40E-01 9.26E-01 5.84E-01 7.86E-02

WFG3
2.26E-01 1.29E-01

WFG3
1.18E+00 1.10E+00

WFG3
2.23E+00 2.28E+00

WFG3
1.17E+00 7.32E-01

3.99E-02 3.14E-02 9.26E-02 8.66E-02 2.34E-01 1.28E-01 1.14E-01 5.04E-02

WFG4
1.29E-01 1.16E-01

WFG4
8.16E-01 8.00E-01

WFG4
3.97E+00 2.63E+00

WFG4
5.24E+00 1.99E+00

4.11E-03 2.52E-03 3.44E-02 3.87E-02 4.66E-01 4.19E-01 4.98E-01 4.83E-01

WFG5
1.79E-01 1.73E-01

WFG5
8.87E-01 8.27E-01

WFG5
3.23E+00 2.14E+00

WFG5
4.50E+00 2.15E+00

2.80E-03 2.26E-03 4.34E-02 4.15E-02 5.59E-01 6.13E-01 5.18E-01 1.04E-01

WFG6
1.85E-01 1.59E-01

WFG6
9.35E-01 8.57E-01

WFG6
3.85E+00 2.34E+00

WFG6
5.35E+00 2.00E+00

4.77E-03 7.62E-03 3.10E-02 2.93E-02 3.05E-01 4.64E-01 4.09E-01 3.01E-01

WFG7
1.66E-01 1.21E-01

WFG7
9.37E-01 8.15E-01

WFG7
3.96E+00 1.68E+00

WFG7
5.70E+00 2.21E+00

6.63E-03 2.57E-03 3.49E-02 3.54E-02 3.64E-01 4.45E-01 3.44E-01 7.45E-01

WFG8
2.43E-01 1.87E-01

WFG8
1.21E+00 9.67E-01

WFG8
4.02E+00 3.04E+00

WFG8
6.07E+00 4.72E+00

1.97E-02 6.07E-03 1.11E-01 5.87E-02 3.19E-01 2.56E-01 3.84E-01 3.42E-01

WFG9
2.03E-01 1.76E-01

WFG9
9.53E-01 8.15E-01

WFG9
3.85E+00 2.60E+00

WFG9
5.48E+00 2.14E+00

2.11E-02 2.37E-02 8.03E-02 4.80E-02 5.25E-01 4.23E-01 5.44E-01 8.95E-01

4D

WFG1
1.73E+00 1.48E+00

6D

WFG1
1.90E+00 1.76E+00

8D

WFG1
2.41E+00 2.06E+00

10D

WFG1
2.77E+00 2.37E+00

4.42E-02 1.59E-02 1.17E-02 2.62E-02 6.41E-02 3.10E-02 6.29E-02 5.29E-02

WFG2
6.22E-01 2.10E-01

WFG2
2.91E-01 3.47E-01

WFG2
1.88E+00 3.08E-01

WFG2
2.92E+00 4.32E-01

7.23E-02 1.76E-02 3.02E-02 5.46E-02 3.83E-01 2.32E-02 6.12E-01 1.80E-01

WFG3
7.14E-01 3.34E-01

WFG3
1.54E+00 1.60E+00

WFG3
9.87E-01 5.83E-01

WFG3
1.22E+00 7.02E-01

9.74E-02 3.60E-02 9.58E-02 9.45E-02 8.54E-02 5.11E-02 9.83E-02 6.03E-02

WFG4
4.98E-01 4.66E-01

WFG4
1.17E+00 1.16E+00

WFG4
4.05E+00 2.00E+00

WFG4
6.73E+00 2.90E+00

2.74E-02 1.47E-02 3.68E-02 3.06E-02 3.77E-01 1.70E-01 4.86E-01 1.37E+00

WFG5
5.30E-01 5.30E-01

WFG5
1.27E+00 1.19E+00

WFG5
3.34E+00 2.10E+00

WFG5
5.95E+00 2.53E+00

2.14E-02 1.06E-02 4.98E-02 3.19E-02 6.10E-01 1.20E-01 5.83E-01 9.80E-02

WFG6
5.68E-01 5.15E-01

WFG6
1.31E+00 1.22E+00

WFG6
4.17E+00 2.01E+00

WFG6
6.95E+00 2.55E+00

1.76E-02 1.29E-02 3.03E-02 2.76E-02 4.88E-01 2.12E-01 4.13E-01 1.02E+00

WFG7
6.07E-01 4.79E-01

WFG7
1.32E+00 1.17E+00

WFG7
4.52E+00 1.79E+00

WFG7
7.26E+00 2.63E+00

2.24E-02 1.10E-02 3.49E-02 2.98E-02 3.76E-01 2.43E-01 3.13E-01 9.08E-01

WFG8
7.85E-01 5.59E-01

WFG8
1.79E+00 1.45E+00

WFG8
4.98E+00 3.77E+00

WFG8
7.66E+00 6.36E+00

5.78E-02 8.59E-03 1.64E-01 8.69E-02 2.88E-01 3.96E-01 4.57E-01 3.84E-01

WFG9
6.60E-01 5.41E-01

WFG9
1.36E+00 1.21E+00

WFG9
4.32E+00 1.91E+00

WFG9
6.87E+00 3.92E+00

1.04E-01 3.43E-02 1.22E-01 9.90E-02 6.96E-01 6.89E-01 8.86E-01 1.79E+00

Tabla 5.7: Resultados de la comparación de los valores de espaciado de SIAMD y SIAMDX
en el conjunto de problemas DTLZ según la prueba de suma de rangos de Wilcoxon con
un 95 % de confianza. El mejor valor de espaciado se indica en negritas.

Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX

3D

DTLZ1
2.63E-02 2.64E-02

5D

DTLZ1
1.05E-01 4.20E-02

7D

DTLZ1
2.27E-01 2.41E-02

9D

DTLZ1
2.16E-02 1.62E-02

1.11E-03 3.76E-03 1.72E-01 6.64E-03 3.02E-01 1.33E-02 1.44E-02 6.72E-03

DTLZ2
7.21E-02 7.25E-02

DTLZ2
1.48E-01 1.40E-01

DTLZ2
1.03E-01 9.25E-02

DTLZ2
4.28E-02 4.61E-02

1.77E-03 1.03E-03 1.24E-02 1.14E-02 2.99E-02 2.26E-02 1.80E-02 2.02E-02

DTLZ3
7.01E-02 7.55E-02

DTLZ3
4.42E-01 1.37E-01

DTLZ3
1.10E+00 6.39E-02

DTLZ3
5.91E-02 4.35E-02

2.32E-02 2.26E-02 7.37E-01 1.46E-02 1.75E+00 3.13E-02 4.68E-02 2.12E-02

DTLZ4
5.12E-02 5.64E-02

DTLZ4
1.28E-01 1.34E-01

DTLZ4
1.37E-01 6.39E-02

DTLZ4
1.79E-02 2.07E-02

3.01E-02 2.85E-02 3.19E-02 4.20E-02 2.35E-02 3.13E-02 1.58E-02 1.63E-02

DTLZ5
5.55E-03 5.58E-03

DTLZ5
8.36E-02 7.64E-02

DTLZ5
1.21E-01 9.56E-02

DTLZ5
1.34E-01 1.38E-01

6.84E-05 2.16E-05 1.94E-02 2.05E-02 2.52E-02 2.33E-02 1.27E-02 1.87E-02

DTLZ6
5.57E-01 7.43E-02

DTLZ6
6.42E-01 2.01E-01

DTLZ6
5.89E-01 3.25E-01

DTLZ6
3.27E-01 1.79E-01

1.24E-01 1.88E-02 8.75E-02 5.90E-02 7.63E-02 1.41E-01 7.17E-02 2.26E-02

DTLZ7
7.25E-02 7.02E-02

DTLZ7
3.56E-01 3.42E-01

DTLZ7
6.85E-01 3.32E-01

DTLZ7
1.65E-01 4.97E-01

1.96E-02 4.70E-03 2.34E-01 1.64E-01 5.40E-01 8.55E-02 3.75E-02 2.16E-01

4D

DTLZ1
2.87E-02 3.59E-02

6D

DTLZ1
2.86E-01 3.58E-02

8D

DTLZ1
2.27E-02 1.63E-02

10D

DTLZ1
1.98E-02 1.52E-02

4.28E-03 7.91E-03 5.50E-01 5.32E-03 1.09E-02 4.21E-03 1.62E-02 6.72E-03

DTLZ2
9.80E-02 1.21E-01

DTLZ2
1.43E-01 1.52E-01

DTLZ2
5.23E-02 5.93E-02

DTLZ2
4.17E-02 4.23E-02

7.92E-03 7.21E-03 1.88E-02 1.46E-02 1.66E-02 2.09E-02 1.48E-02 2.38E-02

DTLZ3
7.76E-02 1.23E-01

DTLZ3
1.92E+00 1.34E-01

DTLZ3
9.72E-02 4.17E-02

DTLZ3
1.07E-01 3.00E-02

2.48E-02 9.31E-03 3.21E+00 6.83E-02 1.23E-01 2.01E-02 3.65E-01 1.66E-02

DTLZ4
8.29E-02 1.09E-01

DTLZ4
1.42E-01 1.54E-01

DTLZ4
1.88E-02 3.44E-02

DTLZ4
1.51E-02 1.35E-02

3.21E-02 3.31E-02 3.53E-02 3.13E-02 1.47E-02 2.30E-02 1.92E-02 1.35E-02

DTLZ5
1.27E-01 1.33E-01

DTLZ5
1.13E-01 5.06E-02

DTLZ5
1.38E-01 1.40E-01

DTLZ5
1.30E-01 1.29E-01

9.58E-03 4.91E-03 3.67E-02 2.51E-02 8.91E-03 1.97E-02 9.28E-03 1.65E-02

DTLZ6
4.03E-01 2.82E-01

DTLZ6
8.17E-01 2.97E-01

DTLZ6
3.16E-01 1.76E-01

DTLZ6
2.83E-01 1.86E-01

6.63E-02 4.63E-02 2.16E-01 2.34E-01 1.00E-01 2.26E-02 6.46E-02 3.21E-02

DTLZ7
1.04E-01 1.10E-01

DTLZ7
5.42E-01 6.76E-01

DTLZ7
1.55E-01 1.57E-01

DTLZ7
2.08E-01 7.51E-01

2.01E-02 6.11E-03 1.38E-01 2.56E-01 3.20E-02 1.01E-01 3.74E-02 2.29E-01
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Tabla 5.8: Resultados de la comparación de los valores de espaciado de SIAMD y SIAMDX
en el conjunto de problemas WFG según la prueba de suma de rangos de Wilcoxon con
un 95 % de confianza. El mejor valor de espaciado se indica en negritas.

Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX Dim. Problema SIAMD SIAMDX

3D

WFG1
1.57E-01 1.45E-01

5D

WFG1
1.19E-01 1.41E-01

7D

WFG1
1.09E-01 2.30E-01

9D

WFG1
2.22E-01 2.39E-01

2.12E-02 3.64E-02 2.87E-02 1.81E-02 7.02E-02 5.60E-02 1.19E-01 3.98E-02

WFG2
1.61E-01 1.46E-01

WFG2
2.05E-01 1.88E-01

WFG2
3.13E-01 4.94E-01

WFG2
3.05E-01 5.51E-01

4.87E-02 3.36E-02 8.66E-02 3.77E-02 2.24E-01 1.86E-01 1.20E-01 2.14E-01

WFG3
1.69E-01 1.69E-01

WFG3
3.49E-01 4.30E-01

WFG3
4.90E-01 4.86E-01

WFG3
5.80E-01 6.53E-01

8.26E-03 6.72E-03 3.73E-02 4.41E-02 8.87E-02 1.32E-01 8.46E-02 1.44E-01

WFG4
3.12E-01 3.03E-01

WFG4
7.30E-01 7.11E-01

WFG4
7.08E-01 8.73E-01

WFG4
7.03E-01 8.74E-01

9.55E-03 9.05E-03 5.56E-02 8.03E-02 3.47E-01 2.78E-01 2.70E-01 3.59E-01

WFG5
2.78E-01 2.94E-01

WFG5
6.84E-01 6.90E-01

WFG5
9.23E-01 7.06E-01

WFG5
9.55E-01 6.81E-01

8.31E-03 7.09E-03 6.75E-02 7.29E-02 3.14E-01 3.19E-01 2.56E-01 3.05E-01

WFG6
2.95E-01 3.04E-01

WFG6
6.42E-01 6.80E-01

WFG6
7.03E-01 6.69E-01

WFG6
4.40E-01 7.48E-01

1.22E-02 8.62E-03 7.25E-02 7.06E-02 3.69E-01 2.58E-01 1.51E-01 2.55E-01

WFG7
2.96E-01 3.00E-01

WFG7
6.62E-01 7.12E-01

WFG7
7.01E-01 5.20E-01

WFG7
6.26E-01 5.71E-01

1.16E-02 7.79E-03 8.24E-02 1.24E-01 3.65E-01 2.47E-01 2.36E-01 1.98E-01

WFG8
3.10E-01 3.19E-01

WFG8
7.02E-01 6.89E-01

WFG8
8.01E-01 1.05E+00

WFG8
4.45E-01 4.56E-01

1.24E-02 9.05E-03 6.02E-02 6.14E-02 4.05E-01 1.10E-01 2.67E-01 2.80E-01

WFG9
2.97E-01 3.05E-01

WFG9
7.33E-01 7.49E-01

WFG9
8.86E-01 7.18E-01

WFG9
1.02E+00 1.43E+00

1.01E-02 9.95E-03 7.68E-02 1.05E-01 3.00E-01 3.71E-01 3.05E-01 3.34E-01

4D

WFG1
1.05E-01 1.50E-01

6D

WFG1
1.13E-01 1.09E-01

8D

WFG1
2.08E-01 2.49E-01

10D

WFG1
2.73E-01 2.43E-01

3.39E-02 2.78E-02 2.12E-02 1.20E-02 8.27E-02 3.88E-02 1.38E-01 5.31E-02

WFG2
1.84E-01 2.44E-01

WFG2
3.48E-01 1.84E-01

WFG2
2.82E-01 4.19E-01

WFG2
3.68E-01 6.14E-01

1.07E-01 1.14E-01 1.45E-01 9.53E-02 1.19E-01 2.37E-01 2.25E-01 2.73E-01

WFG3
3.46E-01 3.12E-01

WFG3
3.81E-01 5.51E-01

WFG3
5.97E-01 6.00E-01

WFG3
6.25E-01 6.35E-01

4.30E-02 2.62E-02 5.61E-02 7.09E-02 6.02E-02 1.05E-01 9.92E-02 1.74E-01

WFG4
5.48E-01 5.61E-01

WFG4
1.02E+00 9.31E-01

WFG4
5.93E-01 5.89E-01

WFG4
7.61E-01 1.19E+00

4.81E-02 3.63E-02 1.33E-01 1.31E-01 2.19E-01 2.75E-01 2.89E-01 4.89E-01

WFG5
5.15E-01 5.32E-01

WFG5
9.92E-01 9.02E-01

WFG5
9.07E-01 5.65E-01

WFG5
1.26E+00 9.45E-01

3.92E-02 2.76E-02 1.31E-01 1.58E-01 2.42E-01 2.64E-01 2.76E-01 4.14E-01

WFG6
4.72E-01 5.49E-01

WFG6
8.38E-01 7.63E-01

WFG6
4.64E-01 5.19E-01

WFG6
4.39E-01 1.06E+00

4.38E-02 3.16E-02 1.75E-01 1.07E-01 1.90E-01 1.66E-01 1.87E-01 3.90E-01

WFG7
4.98E-01 5.33E-01

WFG7
8.53E-01 8.18E-01

WFG7
5.52E-01 5.24E-01

WFG7
6.17E-01 8.51E-01

4.71E-02 2.80E-02 1.83E-01 1.56E-01 1.90E-01 1.74E-01 2.11E-01 4.15E-01

WFG8
5.12E-01 5.55E-01

WFG8
8.67E-01 8.03E-01

WFG8
3.99E-01 4.19E-01

WFG8
3.95E-01 7.29E-01

4.60E-02 3.15E-02 1.53E-01 1.14E-01 1.78E-01 2.52E-01 2.08E-01 4.39E-01

WFG9
5.63E-01 5.64E-01

WFG9
9.49E-01 1.06E+00

WFG9
8.23E-01 1.07E+00

WFG9
1.11E+00 1.73E+00

5.19E-02 4.51E-02 1.28E-01 1.70E-01 2.29E-01 2.80E-01 3.77E-01 4.27E-01
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BCD-MOIA [37]: Utiliza descomposición y el enfoque principal de BCD-MOIA es
mantener diversidad y convergencia mediante un mecanismo de clonación que las
balancee, el cual consta de dos partes: la distancia perpendicular entre una solución
y su vector ponderado y su valor de escalarización.

HEIA [33]: Este marco algoŕıtmico utiliza subpoblaciones de clones y cada una
de ellas es evolucionada sometiéndola a una estrategia evolutiva distinta. En este
caso en particular, se emplean cruza binaria simulada (SBX), evolución diferencial
(ED) y mutación polinomial, además de un mecanismo de selección de grano fino y
elitismo.

MOIA-DCSS [36]: Utiliza descomposición y con la intención de proliferar a las
soluciones más promisorias, selecciona aquellas soluciones cuya mejora sea mayor
de generación a generación para clonarlas.

VD-MOIA [30]: Utiliza descomposición y procurando mantener una buena diversi-
dad de soluciones, utiliza la distancia vertical de una solución a su vector ponderado
para poner más enfasis en soluciones con valores pequeños de distancia vertical.

HEIA, VD-MOIA y BCD-MOIA requieren porcentajes de mutación que permanecen
constantes a lo largo del experimento y cuyo valor se estableció en 1/n, donde n es la
cantidad de variables del problema. Cada SIAM presenta operadores de variación como
clonación, mutación y recombinación. Todos los algoritmos utilizan el esquema de clo-
nación proporcional y la medida de afinidad vaŕıa entre ellos. Además, todos utilizan el
esquema de mutación polinomial (Caṕıtulo 4). HEIA se vale de la SBX y ED. VD-MOIA,
BCD-MOIA y MOIA-DCSS utilizan el operador ED, mientras que la versión de SIAMD
que incorpora un operador de recombinación, SIAMDX, utiliza SBX.

En las figuras 5.1-5.4 se observan los resultados de las comparaciones de acuerdo a la
prueba de suma de rangos de Wilcoxon con un 95 % de confianza. En estas figuras, se
muestra la cantidad de veces en las que un SIAM tuvo un desempeño superior a otros
respecto a una dimensión y un problema especif́ıco. Es decir, cuántas veces un optimizador
dado superó a otros en un escenario de comparación particular. Cada gráfica representa
un problema del conjunto DTLZ o WFG, como se indica en la parte inferior derecha de
cada gráfica. Cada color en la gráfica representa el desempeño de un SIAM.

En el conjunto de problemas DTLZ, BCD-MOIA obtiene la tercera posición de acuerdo
al hipervolumen desempeñándose mejor en problemas cóncavos, uni-modales y separa-
bles tales como como DTLZ2 y DTLZ4. En problemas como DTLZ1, DTLZ3, DTLZ5
y DTLZ6, BCD-MOIA presenta problemas de convergencia y pérdida de diversidad a
partir de los 5 objetivos. En general, muestra un desempeño superior a MOIA-DCSS y
VD-MOIA. En el conjunto de problemas WFG también clasifica en tercera posición, mos-
trando resultados competitivos en los problemas WFG4 a WFG9 de 8 a 10 objetivos. En
estos problemas, mantiene buena convergencia aśı como buena distribución de las solu-
ciones donde muestra un desempeño superior a todos los demás SIAMs con los que se
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le compara. Con respecto al indicador de espaciado, BCD-MOIA supera a la mayoŕıa de
SIAMs en 3 y 4 objetivos; en DTLZ2, DTLZ3, DTLZ7 a partir de los 6 objetivos ob-
tiene valores competitivos de espaciado. En WFG3 y WFG4, obtiene mejores valores de
espaciado que SIAMDX, VD-MOIA y MOIA-DCSS en 3 objetivos, con 4 objetivos o más
supera a HEIA en la mayor parte de los casos.

En el conjunto de problemas DTLZ, HEIA solo es superado por SIAMDX de manera
general. En el problema DTLZ3, HEIA presenta deterioro en cuanto a convergencia. En
los problemas DTLZ2 y DTLZ4, el desempeño de HEIA es superado significativamente
por BCD-MOIA, VD-MOIA y MOIA-DCSS. HEIA muestra resultados competitivos en
los problemas DTLZ5-DTLZ7, superado por SIAMDX a excepción de DTLZ6. Respecto
a los problemas WFG, HEIA muestra desempeño destacable en WFG1, WFG7 y WFG8
en dimensiones mayores a 6. De manera general, HEIA ocupa la primera posición en este
conjunto de problemas manteniendo convergencia aceptable y buena distribución en la
mayoŕıa de ellos. Respecto al indicador de espaciado, HEIA obtiene buenos resultados en
el conjunto de problemas DTLZ con pocos objetivos; en cuanto la cantidad de objetivos
aumenta, los valores de espaciado que obtiene posicionan sus resultado en las últimas
posiciones de la comparación. De manera similar, en el conjunto de problemas de prueba
WFG HEIA obtiene los mejores resultados de espaciado en WFG1 a WFG7 con 3 objeti-
vos. En cuanto la cantidad de objetivos aumenta, los valores de espaciado obtenidos por
HEIA se deterioran.

MOIA-DCSS obtiene resultados variados, siendo superado de manera general por SIAMDX
y HEIA en los conjuntos de problemas utilizados. Muestra el mejor desempeño en DTLZ1,
donde supera a todos los SIAMs considerados en el experimento. En problemas como
WFG1, WFG2, WFG5 su desempeño es superado solo por SIAMDX y HEIA. En los
problemas WFG6, WFG8 y WFG9, HEIA presenta problemas respecto a la convergen-
cia posicionándose en los últimos lugares. Generalmente, los conjuntos de aproximación
producidos por MOIA-DCSS tienden a perder diversidad en cuanto la cantidad de objeti-
vos aumenta. MOIA-DCSS ocupa el cuarto y quinto lugar en los conjuntos de problemas
DTLZ y WFG, respectivamente. En el conjunto DTLZ, obtiene valores de espaciado
competitivos con 7 objetivos o más, espećıficamente en los problemas DTLZ5, DTLZ6 y
DTLZ7 donde supera a los demás SIAMs con 7 a 10 objetivos. En los problemas WFG5
a WFG7 y WFG9 obtiene los mejores valores de espaciado de 8 a 10 objetivos.

SIAMDX muestra un desempeño aceptable en el problema DTLZ1 superando a HEIA,
VD-MOIA y BCD-MOIA por arriba de los 6 objetivos, aunque tiende a perder diversidad.
En DTLZ3, sus resultados son superados solo por MOIA-DCSS. En DTLZ4 sus resultados
son similares a los de HEIA, siendo superado por MOIA-DCSS, BCD-MOIA y VD-MOIA.
En DTLZ5 y DTLZ7, SIAMDX obtiene los mejores resultados, siendo únicamente supe-
rado en 3 objetivos por HEIA. En DTLZ6, los resultados son competitivos por arriba de
los 6 objetivos. En WFG1 y WFG3 el desempeño es aceptable, siendo superado única-
mente por HEIA aunque el resultado sufre ligeramente en convergencia. En WFG2, el
desempeño es competitivo de 7 objetivos en adelante. En WFG4, WFG5, WFG7, WFG8
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y WFG9 su desempeño es superado de manera general por HEIA. SIAMDX obtiene los
peores resultados en WFG6 para 4 o más objetivos, además de sufrir pérdida de diversi-
dad en el conjunto final. De manera general, SIAMDX se posiciona en primer y segundo
lugar con respecto a los conjuntos DTLZ y WFG, respectivamente. En los problemas
DTLZ1 a DTLZ4, SIAMDX obtiene los mejores valores de espaciado con 4 objetivos o
más, mientras que en 3 y 4 objetivos es superado por los demás SIAMs. Para WFG1 a
WFG3, WFG8 y WFG9 SIAMDX obtiene resultados competitivos en 4 o más objetivos,
obteniendo los mejores en la mayoŕıa de los casos de comparación. En WFG7, SIAMDX
es solo superado por HEIA y en WFG9 por MOIA-DCSS.

VD-MOIA tiene un desempeño aceptable en DTLZ2 y DTLZ4, siendo superado en el
primero por BCD-MOIA a partir de los 5 objetivos. En problemas como DTLZ1, DTLZ3,
DTLZ5 y DTLZ6 sus resultados son similares a BCD-MOIA. En DTLZ5, el desempeńo
es ligeramente superior a BCD-MOIA aunque sufre de deterioro en cuanto a diversidad
y convergencia. En DTLZ6, VD-MOIA supera a SIAMDX hasta con 6 objetivos y de ah́ı
en adelante solo supera a MOIA-DCSS. En DTLZ7 su desempeño es inferior a SIAMDX
y HEIA pues también presenta problemas de convergencia. En WFG1, su desempeño es
superior a MOIA-DCSS en 3 y 4 objetivos y presenta pérdida de diversidad a partir de
los 4 objetivos. En WFG2, su desempeño es aceptable hasta con 6 objetivos superando a
SIAMDX, MOIA-DCSS y BDC-MOIA. Además, la convergencia se ve mermada en cuando
la cantidad de objetivos aumenta. En WFG3, solo es superado por HEIA y SIAMDX y
su desemepeño es similar a BCD-MOIA. En los problemas WFG4 a WFG9 su desempeño
es similar a los resultados de BCD-MOIA. De manera general, VD-MOIA ocupa quinto y
cuarto lugar en los conjuntos DTLZ y WFG, respectivamente. Respecto al indicador de
espaciado, VD-MOIA obtiene resultados similares a los de BCD-MOIA en el conjunto de
problemas DTLZ con pequeñas diferencias como en DTLZ7, donde su valor de espaciado
es superado solo por SIAMDX y HEIA con pocos objetivos. En los problemas WFG1 a
WFG6, WFG8 y WFG9 sus valores de espaciado son similares a los de BCD-MOIA; en
WFG7 supera a MOIA-DCSS y BCD-MOIA en 3 a 5 objetivos.

5.6. Comparación con AEMOs del estado del arte

En el segundo experimento, comparamos el desempeño de SIAMD con dos AEMOs del
estado del arte: MOEA/D [3] y NSGA-II [4]. MOEA/D requiere un conjunto de vectores
ponderados cuyo tamaño es igual al de la población total. Los parámetros adicionales que
implica la descomposición son los mismos que aquellos utilizados en la sección anterior
(ver tabla 5.1). En las figuras 5.7 a 5.10 se aprecian los resultados de la prueba de suma
de rangos de Wilcoxon con un 95 % de confianza. En las gráficas se muestra la cantidad
de veces en las que el desempeño de un AEMO fue superior a otro; es decir, cuántas veces
un optimizador superó a otro en un escenario de comparación dado.

MOEA/D supera a NSGA2 a partir de cuatro objetivos en DTLZ1 y a SIAMDX a partir
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ećıfi

cos,
m

ien
tras

q
u
e

el
eje

d
e

las
ab

scisas
rep

resen
ta

la
can

tid
ad

d
e

ob
jetivos

en
cad

a
in

stan
cia

d
e

u
n

p
rob

lem
a.
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de los 7 objetivos. En DTLZ2 es superado en 3 objetivos por SIAMDX y en 5 por NSGA2.
En 7 objetivos supera a SIAMDX y NSGA2 y en adelante su desempeño es similar al de
SIAMDX. En los problemas DTLZ3 y DTLZ4 muestra resultados competitivos por arriba
de los 5 objetivos. En DTLZ5 es superado por SIAMDX y su desempeño es mejor al de
NSGA2 para todos los objetivos. En DTLZ7, supera a SIAMDX y NSGA2 a partir de los
8 objetivos. En WFG1, su desempeño supera a SIAMDX y NSGA2 aunque su cobertura
es reducida. En WFG2 y WFG3 muestra resultados competitivos para 8 a 10 objetivos.
MOEA/D tiene un desempeño pobre en WFG4 a WFG8 siendo superado por SIAMDX
y NSGA2. En WFG9, su desempeño es competitivo después de los 8 objetivos superando
a SIAMDX y NSGA2. De manera general, MOEA/D ocupa la primera posición respecto
al conjunto DTLZ y la tercera posición en el conjunto WFG. Con respecto a los valores
del indicador de espaciado, MOEA/D obtiene valores competitivos en el conjunto DTLZ
donde frecuentemente supera a NSGA2 y el superado en algunos casos por SIAMDX. En
DTLZ1 a DTLZ3, supera a NSGA2 de 5 a 10 objetivos y es superado por SIAMDX. En
WFG2, obtiene los mejores valores de espaciado de 8 a 10 objetivos. En WFG4, WFG5,
WFG7 a WFG9 supera a NSGA2 y SIAMDX a partir de los 6 objetivos.

El desempeño de NSGA2 es competitivo en problemas con pocos objetivos. En DTLZ1
obtiene los mejores resultados para 3 objetivos. Sin embargo, en cuanto la cantidad de
objetivos aumenta es superado por SIAMDX y MOEA/D. Lo mismo sucede en los pro-
blemas DTLZ5 y DTLZ7. En DTLZ2 y DTLZ4, obtiene los mejores resultados con 4
objetivos. En DTLZ3 y DTLZ5 obtiene los peores resultados. En el conjunto de proble-
mas WFG sus resultados son mejores; en WFG2 y WFG3 los resultados son competitivos
de 3 a 7 objetivos, superando a MOEA/D y SIAMDX y es superado por ambos para más
objetivos. En los problemas WFG4, WFG5 y WFG7, NSGA2 obtiene buenos resultados
superando constantemente el desempeño de MOEA/D y SIAMDX por abajo de los 8
objetivos. En WFG6 y WFG9 los resultados son los mejores, superando en casi todos los
casos a MOEA/D y SIAMDX. De manera general, NSGA2 ocupa la tercera posición en
el conjunto de problemas DTLZ y la primera posición en el conjunto WFG. En cuanto al
indicador de espaciado, NSGA2 obtiene los mejores valores de este indicador en la ma-
yor parte del conjunto de problemas DTLZ con 3 y 4 objetivos. Cuando la cantidad de
objetivos aumenta, NSGA2 es superado por SIAMDX y MOEA/D. En DTLZ7, NSGA2
obtiene los mejores resultados en 3, 5 y 6 objetivos superando a SIAMDX y MOEA/D.
En WFG1, supera a ambos optimizadores en 3 objetivos. En WFG5 a WFG8, obtiene los
mejores valores de espaciado en 3 y 4 dimensiones y en WFG3, WFG4 y WFG9 supera a
SIAMDX y MOEA/D en 3 a 5 objetivos.

SIAMDX se desempeña mejor que MOEA/D para 3 y 4 objetivos en DTLZ1. De 5 a 6
objetivos el resultado es similar a MOEA/D y en adelante es superado por MOEA/D y
supera a NSGA2. En DTLZ2 y DTLZ3, SIAMDX muestra resultados competitivos para
3 y 4 objetivos superando a NSGA2 y MOEA/D. De 6 a 10 objetivos, SIAMDX supera
a NSGA2 con un desempeño similar a MOEA/D. DTLZ4 tiene los mejores resultados
en la mayoŕıa de los objetivos superando a NSGA2 y MOEA/D. En DTLZ5 y DTLZ6,
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los resultados de SIAMDX son ligeramente mejores a MOEA/D y supera a NSGA2. En
WFG1, SIAMDX supera a NSGA2 y es superado por MOEA/D. En WFG2 y WFG3
es superior a NSGA2 a partir de 8 objetivos. Cuando se adoptan de 3 a 6 objetivos, es
superado por NSGA2 y MOEA/D. En WFG4 supera a MOEA/D en todos los objetivos
y supera a NSGA2 a partir de los 5 objetivos. En WFG6 y WFG7 supera a MOEA/D y
NSGA2 en 3 objetivos y en adelante, tiene un desempeño similar a MOEA/D. En WFG9,
muestra un desempeño superior a NSGA2 con 7 o más objetivos, siendo superado por
MOEA/D. De manera general, SIAMDX ocupa la segunda posición en ambos conjuntos
de problemas. Respecto al indicador de espaciado, SIAMDX obtiene mejores valores en
cuanto la cantidad de objetivos aumenta en el conjunto de problemas DTLZ a excepción de
DTLZ7, donde es superado por NSGA2 y MOEA/D a partir de 5 objetivos. En WFG1,
SIAMDX obtiene los mejores resultados de espaciado siendo superado por NSGA2 y
MOEA/D en 5, 6 y 10 objetivos. En WFG2 obtiene el mejor valor en 3 objetivos. De ah́ı
en adelante supera a NSGA2 y es superado por MOEA/D en 8 a 10 objetivos. En WFG3,
supera a ambos AEMOs a partir de los 6 objetivos. En WFG4 a WFG9 es superado por
ambos AEMOs de 3 a 5 objetivos y supera a NSGA2 a partir de los 6 objetivos, siendo
superado por MOEA/D.
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Caṕıtulo 5. Resultados experimentales 73

F
ig

u
ra

5.
8:

R
es

u
lt

ad
os

d
e

la
co

m
p
ar

ac
ió

n
d
e

lo
s

va
lo

re
s

d
e

h
ip

er
vo

lu
m

en
en

tr
e

S
IA

M
D

X
,

M
O

E
A

/D
y

N
S
G

A
2

d
e

ac
u
er

d
o

a
la

p
ru

eb
a

W
il
co

x
on

co
n

u
n

n
iv

el
d
e

co
n
fi
an

za
d
el

95
%

en
el

co
n
ju

n
to

d
e

p
ro

b
le

m
as

W
F

G
d
e

3
a

10
ob

je
ti

vo
s.

E
l

ej
e

d
e

la
s

or
d
en

ad
as

re
p
re

se
n
ta

la
ca

n
ti

d
ad

d
e

ve
ce

s
en

la
s

q
u
e

u
n

op
ti

m
iz

ad
or

es
m

ej
or

q
u
e

lo
s

ot
ro

s
d
e

ac
u
er

d
o

a
u
n

p
ro

b
le

m
a

y
n
ú
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo, introdujimos un nuevo sistema inmune artificial multi-objetivo (SIAM)
basado en descomposición tanto en una versión pura (SIAMD) como en una que incorpora
recombinación (SIAMDX). En este SIAM se priorizan los conceptos inmunes pues, incluso
en el escenario donde es h́ıbrido el diseño preserva y aprovecha el componente inmune en la
selección de las soluciones no dominadas en conjunto con el paradigma de descomposición.

SIAMD y SIAMDX incorporan operadores inspirandos en el principio de selección clo-
nal, en la selección positiva y en la selección negativa. El operador de clonación se vale
de la distancia vertical para asignar la cantidad de clones a los individuos seleccionados
para proliferación, de tal forma que asignan más recursos a aquellos que son más afines al
problema en cuestión aumentando de esta manera la posibilidad de encontrar soluciones
más afines al problema. Los operadores de selección positiva y negativa permiten combatir
la pérdida de diversidad que se introduce en la clonación, procurando regular la cantidad
de individuos idénticos que son seleccionados a lo largo de la búsqueda.

En la comparación entre SIAMD y SIAMDX, encontramos que la versión h́ıbrida tiende
a obtener mejores resultados que la versión pura de manera general. Sin embargo, obser-
vamos que la versión pura hace un mejor trabajo en mantener una buena distribución de
las soluciones que forman parte del conjunto de aproximación final.

Los resultados experimentales utilizando indicadores de calidad, muestran que SIAMDX
es capaz de lidiar con problemas complejos con resultados competitivos respecto a algo-
ritmos del estado del arte. SIAMDX muestra, generalmente, un desempeño superior al
de NSGA2 en problemas con más de tres objetivos. También iguala e incluso, en algu-
nos problemas, supera el desempeño de MOEA/D. En cuanto a otros SIAs (BCD-MOIA,
HEIA, MOIA-DCSS y VD-MOIA), SIAMDX es capaz de superar el desempeño de éstos
en la mayoŕıa de los problemas de los conjuntos de prueba DTLZ y WFG.

A lo largo de esta tesis, se observa que los SIAs son técnicas válidas de optimización
multi-objetivo cuyas caracteŕısticas permiten obtener resultados competitivos y su estudio
da pie al desarrollo de nuevos algoritmos de búsqueda poderosos.

Como parte del trabajo futuro, nos interesa explorar distintos esquemas de clonación
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donde se tomen en cuenta otras métricas para la asignación de clones. Además, conside-
ramos interesante profundizar en el papel que toma la selección negativa en el contexto
de las soluciones disponibles en la población de clones. Quizás tomando ciertas medidas
para guiarla, podŕıamos lograr hacerla aún más efectiva. Sin lugar a dudas, el rol de la
mutación en SIAMD y SIAMDX es sumamente importante, pues es el encargado de pro-
veer la mayor parte de la diversidad en el repertorio inmune. Por esta razón, la elección
del esquema de clonación utilizado en el algoritmo, aśı como la asignación adaptativa de
los porcentajes de mutación representan aspectos en los que el desempeño de este SIAM
puede ser mejorado. Por último, una extensión interesante seŕıa incorporar un mecanismo
para manejo de restricciones, dado que la mayor parte de los problemas de optimización
del mundo real tienen restricciones.



Apéndice A

Conjunto de problemas de prueba

Con el fin de estandarizar la evaluación y comparación entre distintos AEMOs, se han
propuesto distintos conjuntos de problemas de prueba [43]. Un conjunto de problemas
de prueba se compone de problemas que representan cada uno distintos retos durante el
proceso de optimización. Dentro de éstos, se encuentran los utilizados en el caṕıtulo 4 para
evaluar el desempeño del algoritmo propuesto. A continuación, detallamos los problemas
que componen al conjunto Deb-Thiele-Laumanns-Zitzler (DTLZ) [51, 52, 42] y al conjunto
Walking Fish Group (WFG) [43] incluyendo sus caracteŕısticas.

A.1. Conjunto Deb-Thiele-Laumanns-Zitzler (DTLZ)

Este conjunto de problemas de prueba fue publicado por primera vez en forma de un
reporte técnico [51]. Los problemas DTLZ se construyen utilizando el enfoque bottom-up
y el enfoque de superficie de restricción. El conjunto se compone de nueve problemas
escalables con distintas caracteŕısticas que pretender probar la habilidad de un AEMO
en términos de convergencia y diversidad. Los detalles de los primeros siete problemas se
retoman en esta sección.
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Figura A.1: DTLZ1

A.1.1. DTLZ1

El problema tiene un frente óptimo de Pareto lineal, es separable y multimodal. El
problema está definido por la siguiente expresión:

minimizar f1(~x) = 1
2
x1x2 . . . xM−1(1 + g(xM)),

minimizar f2(~x) = 1
2
x1x2 . . . (1− xM−1)(1 + g(xM)),

...

minimizar fM−1(~x) = 1
2
x1(1− x2)(1 + g(xM)),

minimizar fM(~x) = 1
2
(1− x1)(1 + g(xM)),

sujeto a 0 ≤ xi ≤ 1, para i = 1, 2, . . . , n.

(A.1)

g(xM) = 100

[
|xM |+

∑
xi∈xM

(xi − 0.5)2 − cos(20π(xi − 0.5))

]
(A.2)

Las soluciones óptimas de Pareto corresponden a xM = 0 y los valores de las funciones
objetivos se encuentran dentro del hiper plano lineal:

∑M
m=1 fm = 0.5. Se sugiere un valor

de k = 5 para este problema. El número total de variables es n = M +k−1. La dificultad
de este problema consiste en converger al hiper-plano. El espacio de búsqueda contiene
(11k − 1) frentes óptimos de Pareto locales y cada uno es capaz de atraer un AEMO. El
frente óptimo de Pareto se puede observar en la figura A.1.
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Figura A.2: DTLZ2

A.1.2. DTLZ2

El frente óptimo de Pareto de este problema es cóncavo, separable y uni-modal. El
problema está definido por la siguiente expresión:

minimizar f1(~x) = (1 + g(xM))cos(x1π/2)cos(x2π/2) . . . cos(xM−2π/2)cos(xM−1π/2),

minimizar f2(~x) = (1 + g(xM))cos(x1π/2)cos(x2π/2) . . . cos(xM−2π/2)sen(xM−1π/2),

minimizar f3(~x) = (1 + g(xM))cos(x1π/2)cos(x2π/2) . . . sen(xM−2π/2),
...

minimizar fM−1(~x) = (1 + g(xM))cos(x1π/2)sen(x2π/2),

minimizar fM(~x) = (1 + g(xM))sen(x1π/2),

sujeto a 0 ≤ xi ≤ 1, para i = 1, 2, . . . , n.

donde g(xM) =
∑
xi∈xM

(xi − 0.5)2.

(A.3)

Las soluciones óptimas de Pareto corresponden a xi = 0.5 y todas la funciones objetivo
deben de satisfacer

∑M
i=1 = (fi)

2 = 1. El frente óptimo de Pareto se puede observar en
la figura A.2. Se recomienda un valor de k = |xM | = 10 para este problema. El número
total de las variables es n = M + k − 1.
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Figura A.3: DTLZ3

A.1.3. DTLZ3

El problema es similar a DTLZ2, a excepción de la función g, que la hace multi-frontal.
El problema está definido por la siguiente expresión:

minimizar f1(~x) = (1 + g(xM))cos(x1π/2)cos(x2π/2) . . . cos(xM−2π/2)cos(xM−1π/2),

minimizar f2(~x) = (1 + g(xM))cos(x1π/2)cos(x2π/2) . . . cos(xM−2π/2)sen(xM−1π/2),

minimizar f3(~x) = (1 + g(xM))cos(x1π/2)cos(x2π/2) . . . sen(xM−2π/2),
...

minimizar fM−1(~x) = (1 + g(xM))cos(x1π/2)sen(x2π/2),

minimizar fM(~x) = (1 + g(xM))sen(x1π/2),

sujeto a 0 ≤ xi ≤ 1, para i = 1, 2, . . . , n.

donde g(xM) = 100

[
|xM |+

∑
xi∈xM

(xi − 0.5)2 − cos(20π(xi − 0.5))

]
.

(A.4)

Se sugiere el valor de k = |xM | = 10. Hay un total de n = M + k − 1 variables de
decisión. La función g introduce (3k − 1) frentes de Pareto locales, aunque solo hay un
frente óptimo de Pareto global. Todos los frentes locales están paralelos al frente global.
El frente óptimo de Pareto corresponde a xM = (0.5, . . . , 0.5)T y g = 0. El próximo frente
óptimo de Pareto está en g = 1. El frente óptimo de Pareto se observa en la figura A.3.
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Figura A.4: DTLZ4

A.1.4. DTLZ4

El frente óptimo de Pareto correspondiente es cóncavo, separable y uni-modal. El pro-
blema tiene el objetivo de investigar la capacidad de un AEMO de mantener una buena
distribución de soluciones, modificando DTLZ2. El problema está definido por la siguiente
expresión:

minimizar f1(~x) = (1 + g(xM))cos(x
α
1 π/2)cos(x

α
2 π/2) . . . cos(x

α
M−2π/2)cos(x

α
M−1π/2),

minimizar f2(~x) = (1 + g(xM))cos(x
α
1 π/2)cos(x

α
2 π/2) . . . cos(x

α
M−2π/2)sen(x

α
M−1π/2),

minimizar f1(~x) = (1 + g(xM))cos(x
α
1 π/2)cos(x

α
2 π/2) . . . sen(x

α
M−2π/2),

...

minimizar f1(~x) = (1 + g(xM))cos(x
α
1 π/2)sen(x

α
2 π/2),

minimizar f1(~x) = (1 + g(xM))sen(x
α
1 π/2),

sujeto a 0 ≤ xi ≤ para i = 1, 2, . . . , n

donde g(xM) =
∑
xi∈xM

(xi − 0.5)2.

(A.5)

Se sugiere el valor de α = 100. Todas las variables de decisión se encuentran en el rango
[0, 1]. Se sugiere un valor de k = 10. Hay n = M + k − 1 variables de decisión en el
problema. La modificación permite que exista un conjunto de soluciones denso cerca del
plano fM − f1. El frente óptimo de Pareto se observa en la figura A.4.
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Figura A.5: DTLZ5

A.1.5. DTLZ5

El frente de óptimos de Pareto es uni-modal y degenerado. Se define de la siguiente
forma:

minimizar f1(~x) = (1 + g(xM))cos(θ1π/2)cos(θ2π/2) . . . cos(θM−2π/2)cos(θM−1π/2),

minimizar f2(~x) = (1 + g(xM))cos(θ1π/2)cos(θ2π/2) . . . cos(θM−2π/2)sen(θM−1π/2),

minimizar f3(~x) = (1 + g(xM))cos(θ1π/2)cos(θ2π/2) . . . sen(θM−2π/2),
...

minimizar fM−1(~x) = (1 + g(xM))cos(θ1π/2)sen(θ2π/2),

minimizar fM(~x) = (1 + g(xM))sen(θ1π/2),

donde θi =
π

4(1 + g(r))
(1 + 2g(r)xi), para i = 2, 3, . . . , (M − 1),

g(xM) =
∑
xi∈xM

(xi − 0.5)2,

sujeto a 0 ≤ xi ≤ 1, para i = 1, 2, . . . , n.

(A.6)

Este problema es una modificación de DTLZ2, donde se sugiere la función g con k =
|xM | = 10. La cantidad de variables de decisión está dado por es n = M + k − 1. DTLZ5
prueba la habilidad de un AEMO para converger a una curva. El frente óptimo de Pareto
corresponde a xM = (0.5, . . . , 0.5)T , y todos los valores de función objetivo debe satisfacer∑M

n=1(fi)
2 = 1. El frente óptimo de Pareto se observa en la figura A.5.
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Figura A.6: DTLZ6

A.1.6. DTLZ6

Es una modificación de DTLZ5, cambiando la función g. El frente óptimo de Pareto es
uni-modal y degenerado. El problema se expresa a través de la siguiente expresión:

minimizar f1(~x) = (1 + g(xM))cos(θ1π/2)cos(θ2π/2) . . . cos(θM−2π/2)cos(θM−1π/2),

minimizar f2(~x) = (1 + g(xM))cos(θ1π/2)cos(θ2π/2) . . . cos(θM−2π/2)sen(θM−1π/2),

minimizar f3(~x) = (1 + g(xM))cos(θ1π/2)cos(θ2π/2) . . . sen(θM−2π/2),
...

minimizar fM−1(~x) = (1 + g(xM))cos(θ1π/2)sen(θ2π/2),

minimizar fM(~x) = (1 + g(xM))sen(θ1π/2),

donde θi =
π

4(1 + g(r))
(1 + 2g(r)xi), para i = 2, 3, . . . , (M − 1),

g(xM) =
∑
xi∈xM

(xi)
0.1,

sujeto a 0 ≤ xi ≤ 1, para i = 1, 2, . . . , n.

(A.7)

El frente óptimo de Pareto corresponde a xM = (0, . . . , 0)T . Se sugiere el valor de k = 10.
La falta de convergencia al frente óptimo de Pareto verdadero causa que los AEMOs
encuentren una superficie dominada como el frente obtenido, mientras que el frente óptimo
de Pareto verdadero es una curva. El frente óptimo de Pareto se observa en la figura A.6.
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Figura A.7: DTLZ7

A.1.7. DTLZ7

El problema tiene un conjunto disconexo de 2M−1 regiones óptimas de Pareto en el
espacio de búsqueda y prueba la capacidad del algoritmo de mantener sub-poblaciones en
distintas regiones óptimas de Pareto. El problema está dado por la siguiente expresión:

minimizar f1(x1) = x1,

minimizar f2(x2) = x2,

...

minimizar fM−1(xM−1) = xM−1,

minimizar fM = (1 + g(xM))h(f1, f2, . . . , fM−1, g),

donde g(xM−1) = 1 +
9

|xM |
∑
xi=xM

xi,

h(f1, f2, . . . , fM−1, g) = M −
M−1∑
i=1

[
fi

1 + g
(1 + sen(3πfi))

]
,

sujeto a 0 ≤ xi ≤ 1, para i = 1, 2, . . . , n.

(A.8)

La función g requiere de k = |xM | = 20 variables de decisión. Las soluciones óptimas
de Pareto corresponden a xM = (0, . . . , 0)T . El frente óptimo de Pareto se observa en la
figura A.7.
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A.2. Conjunto Walking Fish Group (WFG)

El conjunto de problemas de prueba WFG [43] surge como una alternativa para aliviar
deficiencias y áreas de oportunidad identificadas en los conjuntos existentes. Mediante un
enfoque sistemático, se proponen nueve problemas escalables multi-objetivo, enfocándose
en algunas caracteŕısticas definidas previamente por los autores. Los problemas mani-
pulan indirectamente al vector de variables decisión a través de un vector adicional que
representa un problema simple. Este vector se obtiene aplicando al vector de variables
decisión a una serie de transformaciones. Cada tranformación aumenta la complejidad del
problema adyacente.

Dado ~z = {z1, . . . , zk, zk+1, . . . , zn}
minimizar fm=1:M(~x) = DxM + Smhm(x1, . . . , xM−1)

donde ~x = {x1, . . . , xM−1}
= {max(tPm, A1)(t

P
M−1 − 0.5) + 0.5, . . . ,max(tPM , AM−1)(t

P
m − 0.5) + 0.5, tPM}

tP = {tP1 , . . . , tPM} ← tP−1 ← . . .← t1 ← z[0,1]

z[0,1] = {z1,[0,1], . . . , zn,[0,1]}
= {z1/z1,max, . . . , zn/zn,max}

(A.9)

donde M es el número de objetivos, x es un conjunto de M parámetros adyacentes
(donde xM es un parámetro de distancia y x1:M−1 son parámetros de posición), z es un
conjunto de k + l = n ≥ M parámetros (los primeros k parámetros son de posición y
los últimos l son de distancia), D > 0 es una constante de escalamiento de distancia,
A1:M−1 ∈ {0, 1} son constantes de degeneración, h1:M son funciones de forma, S1:M > 0
son constantes de escala y t1:P son vectores de transición, donde ” ← ” indica que cada
vector de transición se crea de otro, utilizando funciones de transición. El dominio de las
componentes de z es [0, zi,max], donde zi,max > 0. Todas las componentes de x tiene el
dominio de [0, 1].

Las funciones de forma determinan la naturaleza del frente óptimo de Pareto y mapean
los parámetros con dominio [0, 1] en el rango [0, 1]. Estas funciones se detallan en la tabla
A.2. Las funciones de transformación mapean parámetros de entrada con dominio [0, 1]
en el rango [0, 1]. Las transformaciones de sesgo afectan el proceso de búsqueda sesgando
el paisaje de aptitud. Las transformaciones de desplazamiento mueven la posición del
óptimo. Las transformaciones de reducción incorporan dependencias entre parámetros
distintos o incluyen no-separabilidad en el problema. Estas funciones son descritas en la
tabla A.2.

Todos los problemas dentro del conjunto WFG cuentan con parámetros de posición
k que es un valor que debe ser divisible por el número de parámetros subyacentes de
posición, M − 1, que simplifica las reducciones. El número de parámetros de distancia
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Lineal

linear1(x1, . . . , xM−1) = ΠM−1
i=1 xi

linearm=2:M−1(x1, . . . , xM−1) =
(
ΠM−m
i=1 xi

)
(1− xM−m+1)

linearM = 1− x1

Donde hm=1:M = linearm. El frente óptimo de Pareto es un hiperplano lineal, donde
∑M

m=1 hm =
1.
Convexo

convex1(x1, . . . , xM−1) = ΠM−1
i=1 (1− cos(xiπ/2))

convexm=2:M−1(x1, . . . , xM−1) =
(
ΠM−m
i=1 (1− cos(xiπ/2))

)
(1− sen(xM−m+1π/2))

convexM(x1, . . . , xM−1) = 1− sen(x1π/2)

Donde hm=1:M = convexm. El frente óptimo de Pareto es convexo.
Cóncavo

concave1(x1, . . . , xM−1) = ΠM−1
i=1 sen(xiπ/2)

concavem=2:M−1(x1, . . . , xM−1) =
(
ΠM−m
i=1 sen(xiπ/2)

)
cos(xM−m+1π/2)

concaveM(x1, . . . , xM−1) = cos(x1π/2)

Donde hm=1:M = concavem. El frente óptimo de Pareto es cóncavo, y consiste en un segmento
de la hiper-esfera de radio uno centrada en el origen, donde

∑M
m=1 h

2
m = 1.

Mixto cóncavo/convexo (α > 0, A ∈ {1, 2, . . .})

mixedm(x1, . . . , xM−1) =

(
1− x1 −

cos(2Aπx1 + π/2)

2Aπ

)α
Causa que el frente óptimo de Pareto contenga segmentos convexos y cóncavos, el número es
controlado por A. La forma general es controlada por α: cuando α > 1 la forma general es
convexa y cuando α < 1, la forma general es cóncava. Cuando α = 1, la forma general es lineal.
Disconexo (α, β > 0, A ∈ {1, 2, . . .})

discM(x1, . . . , xM−1) = 1− (x1)
αcos2(A(x1)

βπ)

Causa que el frente óptimo de Pareto tenga regiones disconexas; el número de estas regiones es
controlada por A. La forma general es controlada por α (donde α > 1 o donde α < 1, la forma
general es cóncava o convexa, respectivamente, y cuando α = 1, la forma general es lineal). β
influenćıa la localización de las regiones disconexas (valores altos mueven la posición de regiones
desconectadas hacia valores grandes de x1, y vice versa).

Tabla A.1: Funciones de forma del conjunto de problemas WFG.
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Sesgo: Polinomial (α > 0, α 6= 1)

b poly(y, α) = yα

donde α > 1 o donde α < 1, y está sesgada hacia cero o hacia uno, respectivamente.
Sesgo: Región plana (A,B,C ∈ [0, 1], B < C,B = 0 ⇒ A = 0 ∧ C 6= 1, C = 1 ⇒ A =
1 ∧B 6= 0)

b flat(y, A,B,C) = A+ min(0, by −Bc)A(B − y)

B
−min(0, bC − yc)(1− A)(y − C)

1− C

Valores de y entre B y C (el área de la región plana) son todas mapeadas al valor de A.
Sesgo: Dependencia entre parámetros (A ∈ (0, 1), 0 < B < C)

b param(y, y′, A,B,C) = yB+(C−B)v(u(y′))

v(u(y′)) = A− (1− 2u(y′))|b0.5− u(y′)c+ A|

A,B,C y el vector de parámetros secundarios y′ determinan el grado en que y está sesgado
siendo elevado a una potencia asociada: los valores de u(y′) ∈ [0, 0.5] son linealmente mapeados
en [B,B+(C−B)A], y los valores u(y′) ∈ [0.5, 1] son linealmente mapeados en [B+(C−B)A,C].
Desplazamiento: Lineal A ∈ (0, 1)

s lineal(y, A) =
|y − A|

|bA− yc|+ A

A es el valor para el cual y se mapea a cero.
Desplazamiento: Deceptivo (A ∈ (0, 1), 0 < B � 1 < C � 1, A−B > 0, A+B < 1)

s deceptive(y, A,B,C) = 1 + (|y − A| −B)×(
by − A+Bc(1− C + A−B

B
)

A−B
+
bA+B − yc(1− C + 1−A−B

B
)

1− A−B
+

1

B

)

A es el valor en el que y se mapea a cero, y el mı́nimo global de la transformación. B es el
tamaño de “abertura” del pozo que lleva al mı́nimo global, y C es el valor del mı́nimo deceptivo.

Tabla A.2: Funciones de transformación para el conjunto de problemas WFG.
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Desplazamiento: Multi-modal (A ∈ {1, 2, . . .}, B ≥ 0, (4A+ 2)π ≥ 4B,C ∈ (0, 1))

s multi(y, A,B,C) =
1 + cos

[
(4A+ 2)π

(
0.5− |y−C|

2(bC−yc+C)

)]
+ 4B

(
|y−C|

2(bC−yc+C)

)2
B + 2

A controla el número de mı́nimos, B controla la magnitud de los “tamaños de colinas” de la
multi-modalidad, y C es el valor para el que y se mapea a cero. Cuando B = 0, 2A+ 1 valores
de y (uno en C) son mapeados a cero, y cuando B 6= 0, hay 2A mı́nimos locales, y un mı́nimo
local en C. Valores más grandes de A y valores más pequeños de B hacen al problema más
dif́ıcil.
Reducción: Suma ponderada (|w| = |y|, w1, w2, . . . , w|y| > 0)

r sum(y, w) =

(∑|y|
i=1wiyi

)
∑|y|

i=1wi

Variando las constantes del vector ponderado w.
Reducción: No separable (A ∈ {1, . . . , |y|}, |y|modA = 0)

r nonsep(y, w) =

∑|y|
j=1

(
yj +

∑A−2
k=0

∣∣yj − y1+(j+k)mod|y|
∣∣)

|y|
A
dA/2e(1 + 2A− 2dA/2e)

A controla el grado de no separabilidad (notando que r nonsep(y, 1) = r sum(y, {1, . . . , 1})).

Tabla A.3: Funciones de transformación para el conjunto de problemas WFG (continua-
ción).
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l puede ser fijado a cualquier entero positivo, a excepción de WFG2 y WFG3, para los
cuales l debe ser un múltiplo de dos. Las constantes para todos los problemas son

Sm=1:M = 2m

D = 1

A1 = 1

A2:M−1 =

{
0, para WFG3

1, de otra forma

La configuración para S1:M asegura que el frente óptimo de Pareto tenga frentes con
magnitudes disimilares, y la configuración para A1:M−1 asegura que el frente óptimo de
Pareto no sea degenerado, a excepción del problema WFG3, que tiene un frente óptimo
de Pareto unidimensional. Los parámetros de trabajo tienen dominios de magnitudes
disimilares: zi=1:n,max = 2i.

A.2.1. WFG1

El problema es separable y unimodal, pero tiene regiones planas y polinomiales. Pre-
senta un sesgo fuerte hacia valores pequeños de las variables, lo que aumenta su dificultad
de solución. Se define con la siguiente expresión:

Dado ~z = {z1, . . . , zk, zk+1, . . . , zn}

minimizar

fm=1:M(~x) = xM + 2convex1(x1, . . . , xM−1)

fm=2:M−1(~x) = xM + (2m)convexm(x1, . . . , xM−1)

fM(~x) = xM + (2M)mixedM(x1, . . . , xM−1)

donde xi=1:M−1 = r sum({y(i− 1)k/(M − 1) + 1, . . . , yik/(M − 1)},
{2((i− 1)k/(M − 1) + 1), . . . , 2ik/(M − 1)})

xM = r sum({yk+1, . . . , yn}, {2(k + 1), . . . , 2n})
yi=1:n = b poly(yi, 0.02)

y′i=1:k = y
′′

i

y′k+1:n = b flat(y
′′

i , 0.8, 0.75, 0.85)

y′i=1:k =
zi
2i

y
′′

i = s linear(
zi
2i
, 0.35)

(A.10)

El frente óptimo de Pareto para este problema se observa en la figura A.8.
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Figura A.8: WFG1

A.2.2. WFG2

El problema no es separable y multi-modal. Además, el frente óptimo de Pareto está
desconectado y está dado por la siguiente expresión:

Dado ~z = {z1, . . . , zk, zk+1, . . . , zn}

minimizar

fm=1:M(~x) = xM + 2convex1(x1, . . . , xM−1)

fm=2:M−1(~x) = xM + (2m)convexm(x1, . . . , xM−1)

fM(~x) = xM + (2M)discM(x1, . . . , xM−1)

donde xi=1:M−1 = r sum({y(i−1)k/(M−1)+1, . . . , yik/(M−1)}, {1, . . . , 1}),
xM = r sum({yk+1, . . . , yk+l/2}, {1, . . . , 1})

yi=1:n = b poly(yi, 0.02)

y′i=1:k = y
′′

i

y′k+1:k+l/2 = r nonsep({y′k+2(i−k)−1, y
′
k+2(i−k)}, 2)

y′i=1:k =
zi
2i

y′i=k+l:n = s linear(
zi
2i
, 0.35)

(A.11)

El frente óptimo de Pareto se puede observar en la figura A.9.
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Figura A.9: WFG2

A.2.3. WFG3

El problema no es separable y unimodal. Tiene un frente óptimo de Pareto degenerado,
que se define a través de la siguiente expresión:

Dado ~z = {z1, . . . , zk, zk+1, . . . , zn}
minimizar fm=1:M(~x) = xM + (2m)linearm(x1, . . . , xM−1)

donde xi=1:M−1 = r sum({y(i−1)k/(M−1)+1, . . . , yik/(M−1)}, {1, . . . , 1})
xM = r sum({yk+1, . . . , yk+l/2}, {1, . . . , 1})

yi=1:n = y′i
y′k+1:k+l/2 = r nonsep({y′k+2(i−k)−1, y

′
k+2(i−k)}, 2)

y′i=1:k =
zi
2i

y′i=k+l:n = s linear(
zi
2i
, 0.35)

(A.12)

El frente óptimo de Pareto se observa en la figura A.10.
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Figura A.10: WFG3

A.2.4. WFG4

El problema es separable y altamente multi-modal. El frente óptimo de Pareto es cónca-
vo y se define de la siguiente forma:

Dado ~z = {z1, . . . , zk, zk+1, . . . , zn}
minimizar fm=1:M(~x) = xM + (2m)concavem(x1, . . . , xM−1)

donde xi=1:M−1 = r sum({y(i−1)k/(M−1)+1, . . . , yik/(M−1)}, {1, . . . , 1})
xM = r sum({yk+1, . . . , yk+l/2}, {1, . . . , 1})

yi=1:M−1 = s multi(
zi
2i
, 30, 100.35)

(A.13)

El frente óptimo de Pareto se puede observar en la figura A.11.

A.2.5. WFG5

El problema es deceptivo y separable. El frente óptimo de Pareto es cóncavo y se define
de la siguiente forma:

Dado ~z = {z1, . . . , zk, zk+1, . . . , zn}
minimizar fm=1:M(~x) = xM + (2m)concavem(x1, . . . , xM−1)

donde xi=1:M−1 = r sum({y(i−1)k/(M−1)+1, . . . , yik/(M−1)}, {1, . . . , 1})
xM = r sum({yk+1, . . . , yk+l/2}, {1, . . . , 1})

yi=1:M−1 = s decept(
zi
2i
, 0.35, 0.001, 0.05)

(A.14)
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Figura A.11: WFG4

El frente óptimo de Pareto se puede observar en la figura A.12.

A.2.6. WFG6

El problema no es separable y es unimodal. El frente óptimo de Pareto es cóncavo y
está dado por la siguiente expresión:

Dado ~z = {z1, . . . , zk, zk+1, . . . , zn}
minimizar fm=1:M(~x) = xM + (2m)concavem(x1, . . . , xM−1)

donde xi=1:M−1 = r nonsep{y(i−1)k/(M−1)+1, . . . , yik/(M−1)}, k/(M − 1))

xM = r nonsep({yk+1, . . . , yn}, 1})

yi=1:k =
zi
2i

yi=k+l:n = s linear(
zi
2i
, 0.35)

(A.15)

El frente óptimo de Pareto se puede observar en la figura A.13.

A.2.7. WFG7

El problema es separable y unimodal, pues tiene sesgo de dependencia entre parámetros.
El frente óptimo de Pareto se puede ver en la figura A.14 y está dado por la siguiente
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Figura A.12: WFG5

Figura A.13: WFG6
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Figura A.14: WFG7

expresión:

Dado ~z = {z1, . . . , zk, zk+1, . . . , zn}
minimizar fm=1:M(~x) = xM + (2m)concavem(x1, . . . , xM−1)

donde xi=1:M−1 = r sum({y(i−1)k/(M−1)+1, . . . , yik/(M−1)}, {1, . . . , 1})
xM = r sum({yk+1, . . . , yn}, {1, . . . , 1})

yi=1:k = y′i
yi=k+l:n = s linear(y′i, 0.35)

yi=l:k = b param(
zi
2i
, r sum({ zi+l

2(i+ l)
, . . . ,

zn
2n
}, {1, . . . , 1}), 0.98/49.98, 0.02, 50)

y′i=k+l:n =
zi
2i

(A.16)



Apéndice A. Conjunto de problemas de prueba 100

Figura A.15: WFG8

A.2.8. WFG8

El problema es no separable y unimodal, pues también tiene sesgo de dependencia entre
parámetros. El frente óptimo de Pareto es cóncavo y está dado por la siguiente expresión:

Dado ~z = {z1, . . . , zk, zk+1, . . . , zn}
minimizar fm=1:M(~x) = xM + (2m)concavem(x1, . . . , xM−1)

donde xi=1:M−1 = r sum({y(i−1)k/(M−1)+1, . . . , yik/(M−1)}, {1, . . . , 1})
xM = r sum({yk+1, . . . , yn}, {1, . . . , 1})

yi=1:k = y′i
yi=k+l:n = s linear(y′i, 0.35)

yi=l:k = b param(
zi
2i
, r sum({ zn

2n
, . . . ,

zi+l
2(i+ l)

}, {1, . . . , 1}), 0.98/49.98, 0.02, 50)

(A.17)

El frente óptimo de Pareto se observa en la figura A.15.

A.2.9. WFG9

Este problema es no separable, multi-modal y deceptivo y tiene sesgo de dependencia
entre parámetros. Estas caracteŕısticas hacen que este problema sea dif́ıcil de resolver. El
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Figura A.16: WFG9

frente óptimo de Pareto es cóncavo y se define de la siguiente forma:

Dado ~z = {z1, . . . , zk, zk+1, . . . , zn}
minimizar fm=1:M(~x) = xM + (2m)concavem(x1, . . . , xM−1)

donde xi=1:M−1 = r nonsep({y(i−1)k/(M−1)+1, . . . , yik/(M−1)}, k/(M − 1))

xM = r nonsep({yk+1, . . . , yn}, l)
yi=1:k = s decept(yi, 0.35, 0.001, 0.05)

yi=k+l:n = s multi(yi, 30, 95, 0.35)

yi=l:n−1 = b param(
zi
2i
, r sum({ zi+l

i+ l
, . . . ,

zn
2n
}, {1, . . . , 1}), 0.98/49.98, 0.02, 50)

y′n =
zn
2n

(A.18)
El frente óptimo de Pareto se puede ver en la figura A.16.
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Apéndice B

Resultados numéricos

B.1. Hipervolumen

A continuación se muestran las tablas con los resultados de los experimentos; cada tabla
cuenta con las estad́ısticas de los valores de hipervolumen obtenidos por cada optimizador
en un experimento dado. La información que se brinda corresponde al promedio, varianza,
máximo, mı́nimo y desviación estádar de las 50 ejecuciones por configuración de problema
y algoritmo. Los mejores tres valores se encuentran resaltados en gris.
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Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDX

3D

prom. 7.97E+00 7.97E+00 7.97E+00 7.72E+00 7.74E+00 7.64E+00 7.97E+00 7.97E+00
var. 8.56E-09 2.66E-06 2.94E-07 8.42E-01 6.72E-01 1.10E+00 2.29E-06 2.25E-08
max. 7.97E+00 7.97E+00 7.97E+00 7.97E+00 7.97E+00 7.97E+00 7.97E+00 7.97E+00
min. 7.97E+00 7.96E+00 7.97E+00 1.17E+00 3.97E+00 3.19E+00 7.96E+00 7.97E+00
desv.est. 9.25E-05 1.63E-03 7.97E-01 9.17E-01 8.20E-01 1.05E+00 1.51E-03 1.50E-04

4D

prom. 1.60E+01 1.60E+01 1.60E+01 1.12E+01 9.46E+00 9.46E+00 1.60E+01 1.60E+01
var. 2.44E-09 1.36E-07 6.02E-04 1.87E+01 2.73E+01 2.73E+01 5.32E-06 2.40E-09
max. 1.60E+01 1.60E+01 1.60E+01 1.60E+01 1.60E+01 1.60E+01 1.60E+01 1.60E+01
min. 1.60E+01 1.60E+01 1.59E+01 3.64E-01 0.00E+00 0.00E+00 1.60E+01 1.60E+01
desv.est. 4.94E-05 3.68E-04 2.45E-02 4.33E+00 5.22E+00 5.22E+00 2.31E-03 4.90E-05

5D

prom. 3.19E+01 3.20E+01 3.17E+01 2.93E+01 2.77E+01 2.70E+01 3.16E+01 3.19E+01
var. 2.81E-04 1.00E-07 4.62E+00 2.45E+01 3.55E+01 4.84E+01 5.91E-02 5.41E-04
max. 3.20E+01 3.20E+01 3.20E+01 3.20E+01 3.20E+01 3.20E+01 3.19E+01 3.20E+01
min. 3.19E+01 3.20E+01 1.37E+01 1.29E+01 1.17E+01 1.15E+01 3.08E+01 3.19E+01
desv.est. 1.68E-02 3.16E-04 2.15E+00 4.95E+00 5.96E+00 6.96E+00 2.43E-01 2.33E-02

6D

prom. 6.37E+01 6.40E+01 5.73E+01 5.63E+01 4.34E+01 4.46E+01 6.26E+01 6.36E+01
var. 1.28E-02 4.11E-06 1.67E+02 1.15E+02 1.60E+02 2.50E+02 3.74E-01 2.49E-02
max. 6.39E+01 6.40E+01 6.40E+01 6.40E+01 6.39E+01 6.39E+01 6.36E+01 6.38E+01
min. 6.34E+01 6.40E+01 0.00E+00 2.41E+01 1.42E+01 1.72E+01 6.11E+01 6.33E+01
desv.est. 1.13E-01 2.03E-03 1.29E+01 1.07E+01 1.26E+01 1.58E+01 6.11E-01 1.58E-01

7D

prom. 1.28E+02 1.28E+02 9.28E+01 1.18E+02 3.54E+01 3.85E+01 1.28E+02 1.28E+02
var. 3.82E-03 9.82E-05 1.77E+03 3.00E+02 1.73E+03 1.76E+03 3.09E-02 1.02E-02
max. 1.28E+02 1.28E+02 1.28E+02 1.28E+02 1.28E+02 1.23E+02 1.28E+02 1.28E+02
min. 1.27E+02 1.28E+02 0.00E+00 5.71E+01 0.00E+00 0.00E+00 1.27E+02 1.27E+02
desv.est. 6.18E-02 9.91E-03 4.21E+01 1.73E+01 4.15E+01 4.20E+01 1.76E-01 1.01E-01

8D

prom. 2.56E+02 2.56E+02 1.20E+02 2.40E+02 2.03E+02 1.77E+02 2.54E+02 2.56E+02
var. 1.76E-03 1.29E-04 8.54E+03 6.80E+02 3.37E+03 4.43E+03 4.05E-01 1.06E-02
max. 2.56E+02 2.56E+02 2.53E+02 2.56E+02 2.56E+02 2.56E+02 2.55E+02 2.56E+02
min. 2.56E+02 2.56E+02 0.00E+00 1.23E+02 4.24E+01 1.53E+01 2.52E+02 2.55E+02
desv.est. 4.20E-02 1.13E-02 9.30E+01 2.61E+01 5.80E+01 6.65E+01 6.40E-01 1.03E-01

9D

prom. 5.12E+02 5.12E+02 1.13E+02 4.45E+02 3.19E+02 3.12E+02 5.08E+02 5.11E+02
var. 4.03E-03 1.13E-03 2.28E+04 7.68E+03 1.85E+04 1.74E+04 1.70E+00 3.52E-02
max. 5.12E+02 5.12E+02 5.12E+02 5.12E+02 5.12E+02 5.12E+02 5.11E+02 5.12E+02
min. 5.12E+02 5.12E+02 0.00E+00 1.35E+02 2.24E+01 2.27E+01 5.05E+02 5.11E+02
desv.est. 6.35E-02 3.37E-02 1.50E+02 8.76E+01 1.36E+02 1.32E+02 1.31E+00 1.88E-01

10D

prom. 1.02E+03 1.02E+03 2.72E+02 8.94E+02 6.54E+02 5.78E+02 1.02E+03 1.02E+03
var. 1.51E-02 4.98E-03 9.52E+04 3.11E+04 6.21E+04 6.81E+04 8.58E+00 1.72E-01
max. 1.02E+03 1.02E+03 9.66E+02 1.02E+03 1.02E+03 1.02E+03 2.93E+00 1.02E+03
min. 1.02E+03 1.02E+03 0.00E+00 2.54E+02 1.01E+02 1.41E+02 1.01E+03 1.02E+03
desv.est. 1.23E-01 7.06E-02 3.09E+02 1.76E+02 2.49E+02 2.61E+02 2.93E+00 4.15E-01

Tabla B.1: Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimizado-
res para el problema DTLZ1.
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Tabla B.2: Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimizado-
res para el problema DTLZ2.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDX

3D

prom. 7.39E+00 7.43E+00 7.39E+00 7.42E+00 7.42E+00 7.42E+00 7.39E+00 7.39E+00
var. 3.80E-07 5.79E-07 1.20E-05 3.15E-07 2.24E-07 2.00E-07 2.76E-06 1.89E-06
max. 7.39E+00 7.43E+00 7.39E+00 7.42E+00 7.42E+00 7.42E+00 7.40E+00 7.40E+00
min. 7.39E+00 7.42E+00 7.38E+00 7.42E+00 7.42E+00 7.42E+00 7.39E+00 7.39E+00
desv.est. 6.17E-04 7.61E-04 3.47E-03 5.61E-04 4.73E-04 4.47E-04 1.65E-03 1.37E-03

4D

prom. 1.54E+01 1.56E+01 1.55E+01 1.56E+01 1.56E+01 9.12E+00 1.54E+01 1.55E+01
var. 6.46E-07 3.61E-07 1.06E-04 3.34E-06 1.57E-06 2.43E+01 1.57E-05 4.79E-06
max. 1.54E+01 1.56E+01 1.55E+01 1.56E+01 1.56E+01 1.60E+01 1.55E+01 1.55E+01
min. 1.54E+01 1.56E+01 1.54E+01 1.56E+01 1.56E+01 5.81E-01 1.54E+01 1.54E+01
desv.est. 8.04E-04 6.01E-04 1.03E-02 1.83E-03 1.25E-03 4.93E+00 3.96E-03 2.19E-03

5D

prom. 3.08E+01 3.16E+01 3.13E+01 3.15E+01 3.15E+01 3.16E+01 3.05E+01 3.06E+01
var. 1.14E-02 2.01E-06 6.19E-03 7.68E-05 7.22E-05 6.24E-05 3.74E-02 3.21E-02
max. 3.12E+01 3.16E+01 3.14E+01 3.16E+01 3.16E+01 3.16E+01 3.10E+01 3.09E+01
min. 3.04E+01 3.16E+01 3.10E+01 3.15E+01 3.15E+01 3.15E+01 2.99E+01 3.02E+01
desv.est. 1.07E-01 1.42E-03 7.87E-02 8.76E-03 8.50E-03 7.90E-03 1.93E-01 1.79E-01

6D

prom. 5.91E+01 6.36E+01 6.19E+01 6.35E+01 6.35E+01 6.36E+01 5.88E+01 5.90E+01
var. 4.09E-01 4.62E-05 1.21E-01 5.48E-04 7.27E-04 2.55E-04 3.28E-01 3.74E-01
max. 6.08E+01 6.36E+01 6.28E+01 6.36E+01 6.36E+01 6.36E+01 5.99E+01 6.07E+01
min. 5.73E+01 6.36E+01 6.10E+01 6.35E+01 6.35E+01 6.35E+01 5.71E+01 5.70E+01
desv.est. 6.40E-01 6.80E-03 3.48E-01 2.34E-02 2.70E-02 1.60E-02 5.72E-01 6.11E-01

7D

prom. 1.26E+02 1.28E+02 1.21E+02 1.27E+02 1.28E+02 1.28E+02 1.25E+02 1.25E+02
var. 2.36E-01 2.32E-06 8.51E-01 3.40E-03 8.29E-04 2.69E-03 1.54E-01 1.63E+00
max. 1.26E+02 1.28E+02 1.25E+02 1.27E+02 1.28E+02 1.28E+02 1.26E+02 1.26E+02
min. 1.23E+02 1.28E+02 1.19E+02 1.27E+02 1.28E+02 1.27E+02 1.23E+02 1.18E+02
desv.est. 4.85E-01 1.52E-03 9.23E-01 5.83E-02 2.88E-02 5.19E-02 3.93E-01 1.28E+00

8D

prom. 2.37E+02 2.56E+02 2.39E+02 2.54E+02 2.56E+02 2.56E+02 2.35E+02 2.37E+02
var. 5.71E+00 8.97E-06 5.32E+00 2.18E-02 1.18E-04 5.11E-05 6.32E+00 4.02E+00
max. 2.43E+02 2.56E+02 2.47E+02 2.54E+02 2.56E+02 2.56E+02 2.40E+02 2.44E+02
min. 2.29E+02 2.56E+02 2.33E+02 2.54E+02 2.56E+02 2.56E+02 2.24E+02 2.32E+02
desv.est. 2.39E+00 2.99E-03 2.31E+00 1.48E-01 1.09E-02 7.15E-03 2.98E+00 2.00E+00

9D

prom. 4.75E+02 5.12E+02 4.61E+02 5.08E+02 5.12E+02 5.12E+02 4.71E+02 4.74E+02
var. 1.82E+01 1.54E-05 1.27E+02 1.07E-01 2.23E-03 3.74E-04 1.91E+01 2.85E+01
max. 4.84E+02 5.12E+02 4.77E+02 5.09E+02 5.12E+02 5.12E+02 4.81E+02 4.88E+02
min. 4.62E+02 5.12E+02 4.02E+02 5.07E+02 5.12E+02 5.12E+02 4.54E+02 4.61E+02
desv.est. 4.27E+00 3.92E-03 1.13E+01 3.27E-01 4.73E-02 1.93E-02 4.43E+00 5.34E+00

10D

prom. 9.50E+02 1.02E+03 8.93E+02 1.02E+03 1.02E+03 1.02E+03 9.33E+02 9.44E+02
var. 1.13E+02 3.33E+02 1.21E+03 5.70E-01 3.60E-02 6.69E-03 1.84E+02 8.09E+01
max. 9.79E+02 1.02E+03 9.53E+02 1.02E+03 1.02E+03 1.02E+03 1.36E+01 9.64E+02
min. 9.18E+02 9.42E+02 7.73E+02 1.01E+03 1.02E+03 1.02E+03 9.04E+02 9.19E+02
desv.est. 1.06E+01 1.83E+01 3.48E+01 7.55E-01 1.90E-01 8.18E-02 1.36E+01 9.00E+00
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Tabla B.3: Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimizado-
res para el problema DTLZ3.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDX

3D

prom. 6.34E+01 6.33E+01 6.32E+01 4.90E+01 4.98E+01 4.98E+01 6.26E+01 6.34E+01
var. 3.22E-05 2.01E-01 9.20E-01 5.78E+02 5.39E+02 5.39E+02 9.87E-01 7.26E-06
max. 6.34E+01 6.34E+01 6.40E+01 6.34E+01 6.34E+01 6.34E+01 6.33E+01 6.34E+01
min. 6.34E+01 5.89E+01 5.89E+01 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 5.85E+01 6.34E+01
desv.est. 5.67E-03 4.49E-01 9.59E-01 2.40E+01 2.32E+01 2.32E+01 9.88E-01 2.69E-03

4D

prom. 2.55E+02 2.52E+02 1.82E+02 1.50E+02 1.31E+02 1.31E+02 2.55E+02 2.55E+02
var. 1.77E-04 5.86E+01 9.80E+03 1.37E+04 1.43E+04 1.43E+04 1.64E+00 1.24E-05
max. 2.55E+02 2.55E+02 2.56E+02 2.56E+02 2.56E+02 2.56E+02 2.55E+02 2.55E+02
min. 2.55E+02 2.06E+02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 2.45E+02 2.55E+02
desv.est. 1.33E-02 7.66E+00 9.90E+01 1.17E+02 1.20E+02 1.20E+02 1.28E+00 3.52E-03

5D

prom. 1.02E+03 1.02E+03 0.00E+00 8.21E+02 8.13E+02 8.13E+02 9.22E+02 1.02E+03
var. 2.05E+00 6.50E+00 0.00E+00 1.39E+05 1.42E+05 1.42E+05 6.26E+02 3.22E+00
max. 1.02E+03 1.02E+03 0.00E+00 1.02E+03 1.02E+03 1.02E+03 9.76E+02 1.02E+03
min. 1.01E+03 9.98E+02 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 8.68E+02 1.01E+03
desv.est. 1.43E+00 2.55E+00 0.00E+00 3.73E+02 3.76E+02 3.76E+02 2.50E+01 1.80E+00

6D

prom. 4.03E+03 4.08E+03 0.00E+00 3.33E+03 2.83E+03 2.83E+03 3.66E+03 4.01E+03
var. 5.10E+02 7.00E+03 0.00E+00 1.86E+06 2.74E+06 2.74E+06 1.75E+04 6.90E+02
max. 4.06E+03 4.10E+03 0.00E+00 4.10E+03 4.10E+03 4.10E+03 4.02E+03 4.07E+03
min. 3.97E+03 3.28E+03 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 3.41E+03 3.95E+03
desv.est. 2.26E+01 8.36E+01 0.00E+00 1.37E+03 1.66E+03 1.66E+03 1.32E+02 2.63E+01

7D

prom. 1.64E+04 1.51E+04 0.00E+00 1.51E+04 7.09E+02 7.09E+02 1.61E+04 1.63E+04
var. 1.56E+02 1.34E+07 0.00E+00 1.31E+07 5.24E+06 5.24E+06 4.33E+04 4.60E+03
max. 1.64E+04 1.64E+04 0.00E+00 1.64E+04 1.20E+04 1.20E+04 1.63E+04 1.64E+04
min. 1.63E+04 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 1.45E+04 1.62E+04
desv.est. 1.25E+01 3.67E+03 0.00E+00 3.62E+03 2.29E+03 2.29E+03 2.08E+02 6.78E+01

8D

prom. 6.50E+04 5.39E+04 0.00E+00 5.40E+04 1.51E+04 1.51E+04 5.95E+04 6.48E+04
var. 1.81E+04 5.88E+08 0.00E+00 4.88E+08 5.78E+08 5.78E+08 2.55E+07 2.28E+04
max. 6.54E+04 6.55E+04 0.00E+00 6.55E+04 6.55E+04 6.55E+04 6.44E+04 6.52E+04
min. 6.46E+04 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 3.21E+04 6.44E+04
desv.est. 1.35E+02 2.42E+04 0.00E+00 2.21E+04 2.40E+04 2.40E+04 4.98E+03 1.51E+02

9D

prom. 2.60E+05 1.79E+05 0.00E+00 1.81E+05 1.24E+04 1.24E+04 2.39E+05 2.59E+05
var. 2.65E+05 1.33E+10 0.00E+00 1.00E+10 1.81E+09 1.81E+09 4.33E+08 3.32E+05
max. 2.61E+05 2.62E+05 0.00E+00 2.62E+05 2.32E+05 2.32E+05 2.57E+05 2.61E+05
min. 2.59E+05 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 9.86E+04 2.58E+05
desv.est. 5.15E+02 1.15E+05 0.00E+00 1.00E+05 4.25E+04 4.25E+04 2.17E+04 5.76E+02

10D

prom. 1.04E+06 3.55E+05 0.00E+00 6.29E+05 1.67E+05 1.67E+05 9.43E+05 1.04E+06
var. 4.78E+06 2.18E+11 0.00E+00 2.00E+11 1.26E+11 1.26E+11 6.99E+09 7.58E+06
max. 1.05E+06 1.05E+06 0.00E+00 1.05E+06 1.05E+06 1.05E+06 8.36E+04 1.04E+06
min. 1.03E+06 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 4.74E+05 1.03E+06
desv.est. 2.19E+03 4.67E+05 0.00E+00 4.47E+05 3.54E+05 3.54E+05 8.36E+04 2.75E+03
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Tabla B.4: Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimizado-
res para el problema DTLZ4.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDX

3D

prom. 7.24E+00 7.16E+00 7.39E+00 7.42E+00 7.42E+00 7.42E+00 7.21E+00 6.70E+00
var. 1.23E-01 2.85E-01 1.81E-05 1.99E-04 2.01E-04 5.51E-07 1.41E-01 1.04E+00
max. 7.40E+00 7.43E+00 7.40E+00 7.42E+00 7.42E+00 7.42E+00 7.40E+00 7.40E+00
min. 6.41E+00 4.00E+00 7.38E+00 7.32E+00 7.32E+00 7.42E+00 6.41E+00 4.00E+00
desv.est. 3.50E-01 5.34E-01 4.26E-03 1.41E-02 1.42E-02 7.43E-04 3.73E-01 1.02E+00

4D

prom. 1.52E+01 1.54E+01 1.55E+01 1.56E+01 1.56E+01 1.23E+02 1.53E+01 1.48E+01
var. 1.62E-01 2.30E-01 1.10E-04 2.28E-04 9.41E-05 1.44E+04 6.57E-02 7.83E-01
max. 1.55E+01 1.56E+01 1.55E+01 1.56E+01 1.56E+01 2.56E+02 1.55E+01 1.55E+01
min. 1.28E+01 1.28E+01 1.54E+01 1.55E+01 1.55E+01 0.00E+00 1.46E+01 1.28E+01
desv.est. 4.03E-01 4.79E-01 1.05E-02 1.51E-02 9.70E-03 1.20E+02 2.56E-01 8.85E-01

5D

prom. 3.08E+01 3.15E+01 3.14E+01 3.16E+01 3.16E+01 3.16E+01 3.07E+01 3.00E+01
var. 4.55E-01 1.09E-01 2.38E-03 1.40E-04 9.11E-05 7.95E-05 1.47E+00 6.36E+00
max. 3.12E+01 3.16E+01 3.15E+01 3.16E+01 3.16E+01 3.16E+01 3.11E+01 3.11E+01
min. 2.56E+01 2.95E+01 3.12E+01 3.16E+01 3.16E+01 3.16E+01 2.56E+01 1.60E+01
desv.est. 6.74E-01 3.30E-01 4.88E-02 1.18E-02 9.55E-03 8.92E-03 1.21E+00 2.52E+00

6D

prom. 6.37E+01 6.40E+01 6.25E+01 6.37E+01 6.37E+01 6.37E+01 6.00E+01 5.96E+01
var. 1.28E-02 4.11E-06 7.98E-02 1.51E-04 1.15E-04 8.02E-05 8.70E-01 3.34E-01
max. 6.39E+01 6.40E+01 6.31E+01 6.37E+01 6.37E+01 6.37E+01 6.16E+01 6.08E+01
min. 6.34E+01 6.40E+01 6.17E+01 6.36E+01 6.37E+01 6.37E+01 5.82E+01 5.85E+01
desv.est. 1.13E-01 2.03E-03 2.82E-01 1.23E-02 1.07E-02 8.95E-03 9.33E-01 5.78E-01

7D

prom. 1.26E+02 1.28E+02 1.23E+02 1.27E+02 1.28E+02 1.28E+02 1.26E+02 1.25E+02
var. 2.27E-01 2.74E-01 6.24E-01 5.68E-04 2.86E-05 5.93E-05 7.88E-02 6.58E+00
max. 1.26E+02 1.28E+02 1.25E+02 1.27E+02 1.28E+02 1.28E+02 1.26E+02 1.26E+02
min. 1.23E+02 1.24E+02 1.22E+02 1.27E+02 1.28E+02 1.28E+02 1.25E+02 1.16E+02
desv.est. 4.76E-01 5.23E-01 7.90E-01 2.38E-02 5.35E-03 7.70E-03 2.81E-01 2.56E+00

8D

prom. 2.13E+02 2.56E+02 2.38E+02 2.55E+02 2.56E+02 2.56E+02 2.27E+02 2.24E+02
var. 3.96E+01 1.31E-01 1.18E+02 2.54E-03 2.58E-06 3.78E-06 4.08E+01 6.78E+01
max. 2.29E+02 2.56E+02 2.47E+02 2.55E+02 2.56E+02 2.56E+02 2.44E+02 2.37E+02
min. 2.02E+02 2.54E+02 1.97E+02 2.55E+02 2.56E+02 2.56E+02 2.07E+02 2.06E+02
desv.est. 6.29E+00 3.62E-01 1.09E+01 5.04E-02 1.61E-03 1.94E-03 5.60E+00 8.24E+00

9D

prom. 4.17E+02 5.12E+02 4.32E+02 5.10E+02 5.12E+02 5.12E+02 4.49E+02 4.39E+02
var. 2.00E+02 8.93E-02 1.46E+03 6.50E-03 1.94E-06 3.46E-06 2.41E+02 3.26E+02
max. 4.57E+02 5.12E+02 4.86E+02 5.10E+02 5.12E+02 5.12E+02 4.87E+02 4.73E+02
min. 3.94E+02 5.11E+02 3.47E+02 5.09E+02 5.12E+02 5.12E+02 4.07E+02 3.98E+02
desv.est. 1.41E+01 2.99E-01 3.82E+01 8.06E-02 1.39E-03 1.86E-03 1.58E+01 1.81E+01

10D

prom. 8.22E+02 1.02E+03 8.05E+02 1.02E+03 1.02E+03 1.02E+03 9.02E+02 8.69E+02
var. 8.49E+02 1.88E+00 7.36E+03 3.73E-02 9.26E-07 6.35E-07 8.76E+02 1.03E+03
max. 9.09E+02 1.02E+03 9.42E+02 1.02E+03 1.02E+03 1.02E+03 2.96E+01 9.43E+02
min. 7.69E+02 1.01E+03 5.94E+02 1.02E+03 1.02E+03 1.02E+03 8.05E+02 8.01E+02
desv.est. 2.91E+01 1.37E+00 8.58E+01 1.93E-01 9.62E-04 7.97E-04 2.96E+01 3.22E+01
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Tabla B.5: Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimizado-
res para el problema DTLZ5.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDX

3D

prom. 6.09E+00 5.85E+00 6.10E+00 6.08E+00 6.08E+00 6.08E+00 6.09E+00 6.09E+00
var. 4.08E-08 4.29E-02 1.08E-07 6.11E-09 1.06E-08 5.44E-09 2.56E-08 1.18E-10
max. 6.09E+00 6.08E+00 6.10E+00 6.08E+00 6.08E+00 6.08E+00 6.09E+00 6.09E+00
min. 6.09E+00 5.11E+00 6.10E+00 6.08E+00 6.08E+00 6.08E+00 6.09E+00 6.09E+00
desv.est. 2.02E-04 2.07E-01 6.10E-01 7.82E-05 1.03E-04 7.37E-05 1.59E-04 1.09E-05

4D

prom. 1.19E+01 1.15E+01 1.19E+01 1.19E+01 1.19E+01 1.56E+01 1.18E+01 1.19E+01
var. 8.03E-04 4.34E-02 3.90E-04 2.33E-06 2.88E-07 3.86E-05 3.36E-04 1.39E-05
max. 1.19E+01 1.18E+01 1.19E+01 1.19E+01 1.19E+01 1.56E+01 1.19E+01 1.19E+01
min. 1.17E+01 1.05E+01 1.18E+01 1.19E+01 1.19E+01 1.55E+01 1.18E+01 1.19E+01
desv.est. 2.83E-02 2.08E-01 1.97E-02 1.53E-03 5.36E-04 6.21E-03 1.83E-02 3.73E-03

5D

prom. 2.33E+01 2.21E+01 2.32E+01 2.18E+01 2.18E+01 2.18E+01 2.31E+01 2.32E+01
var. 1.44E-02 3.02E-01 2.33E+01 3.37E-02 4.29E-02 5.56E-02 5.18E-03 7.16E-03
max. 2.35E+01 2.28E+01 2.32E+01 2.26E+01 2.28E+01 2.27E+01 2.32E+01 2.34E+01
min. 2.29E+01 2.04E+01 2.29E+01 2.16E+01 2.16E+01 2.16E+01 2.25E+01 2.30E+01
desv.est. 1.20E-01 5.49E-01 2.29E+01 1.84E-01 2.07E-01 2.36E-01 7.19E-02 8.46E-02

6D

prom. 5.91E+01 6.36E+01 4.48E+01 4.39E+01 4.37E+01 4.37E+01 4.54E+01 4.56E+01
var. 4.09E-01 4.62E-05 4.61E-02 2.19E-01 2.33E-01 1.98E-01 1.45E-02 2.97E-02
max. 6.08E+01 6.36E+01 4.51E+01 4.47E+01 4.46E+01 4.46E+01 4.58E+01 4.59E+01
min. 5.73E+01 6.36E+01 4.40E+01 4.30E+01 4.29E+01 4.29E+01 4.44E+01 4.51E+01
desv.est. 6.40E-01 6.80E-03 4.48E+00 4.68E-01 4.83E-01 4.45E-01 1.20E-01 1.72E-01

7D

prom. 8.75E+01 6.69E+01 8.77E+01 4.79E+01 7.63E+01 7.60E+01 8.71E+01 8.79E+01
var. 6.97E-01 5.75E+01 2.04E-01 1.15E-01 1.80E+00 2.84E+00 7.42E-02 1.18E-02
max. 8.80E+01 7.86E+01 8.86E+01 4.87E+01 7.89E+01 7.91E+01 8.82E+01 8.80E+01
min. 8.46E+01 4.06E+01 8.66E+01 4.71E+01 7.41E+01 7.41E+01 8.62E+01 8.75E+01
desv.est. 8.35E-01 7.58E+00 4.52E-01 3.39E-01 1.34E+00 1.69E+00 2.72E-01 1.09E-01

8D

prom. 1.83E+02 9.59E+01 1.73E+02 6.62E+01 1.67E+02 1.67E+02 1.81E+02 1.82E+02
var. 4.89E-02 5.54E+02 1.13E+00 0.00E+00 8.97E-01 1.33E+00 2.02E-01 5.71E-02
max. 1.83E+02 1.44E+02 1.76E+02 6.62E+01 1.68E+02 1.68E+02 1.82E+02 1.83E+02
min. 1.82E+02 3.40E+01 1.71E+02 6.62E+01 1.65E+02 1.64E+02 1.80E+02 1.82E+02
desv.est. 2.21E-01 2.35E+01 1.06E+00 0.00E+00 9.47E-01 1.15E+00 4.52E-01 2.39E-01

9D

prom. 3.64E+02 1.39E+02 3.45E+02 1.30E+02 3.25E+02 3.24E+02 3.60E+02 3.63E+02
var. 1.80E-01 1.65E+03 7.15E+00 0.00E+00 4.06E+00 5.54E+00 1.20E+00 3.73E-01
max. 3.65E+02 2.37E+02 3.49E+02 1.30E+02 3.29E+02 3.28E+02 3.62E+02 3.64E+02
min. 3.62E+02 3.54E+01 3.36E+02 1.30E+02 3.18E+02 3.18E+02 3.57E+02 3.61E+02
desv.est. 4.24E-01 4.07E+01 2.67E+00 0.00E+00 2.02E+00 2.35E+00 1.05E+00 6.10E-01

10D

prom. 7.24E+02 2.49E+02 6.86E+02 2.55E+02 6.29E+02 6.28E+02 7.18E+02 7.23E+02
var. 9.91E-01 6.44E+03 3.08E+01 0.00E+00 2.30E+01 2.44E+01 6.13E+00 2.10E+00
max. 7.28E+02 4.98E+02 6.96E+02 2.55E+02 6.38E+02 6.37E+02 2.48E+00 7.28E+02
min. 7.21E+02 8.30E+01 6.74E+02 2.55E+02 6.20E+02 6.15E+02 7.12E+02 7.21E+02
desv.est. 9.95E-01 8.02E+01 5.55E+00 0.00E+00 4.80E+00 4.94E+00 2.48E+00 1.45E+00
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Tabla B.6: Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimizado-
res para el problema DTLZ6.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDX

3D

prom. 5.79E+00 5.68E+00 6.11E+00 6.08E+00 6.08E+00 6.08E+00 6.02E+00 5.88E+00
var. 7.62E-03 1.01E-02 2.95E-09 1.36E-10 1.28E-10 8.35E-11 2.24E-04 4.37E-03
max. 6.00E+00 5.94E+00 6.11E+00 6.08E+00 6.08E+00 6.08E+00 6.09E+00 6.03E+00
min. 5.57E+00 5.42E+00 6.11E+00 6.08E+00 6.08E+00 6.08E+00 6.01E+00 5.72E+00
desv.est. 8.73E-02 1.01E-01 5.43E-05 1.17E-05 1.13E-05 9.14E-06 1.49E-02 6.61E-02

4D

prom. 1.12E+01 3.30E+00 1.18E+01 1.18E+01 1.18E+01 1.19E+01 1.11E+01 1.14E+01
var. 3.05E-02 4.16E-01 2.21E-03 2.43E-03 1.97E-03 2.56E-06 4.74E-02 2.18E-02
max. 1.16E+01 5.61E+00 1.19E+01 1.19E+01 1.19E+01 1.19E+01 1.15E+01 1.18E+01
min. 1.07E+01 2.11E+00 1.17E+01 1.17E+01 1.17E+01 1.19E+01 1.05E+01 1.11E+01
desv.est. 1.75E-01 6.45E-01 1.18E+00 4.93E-02 4.44E-02 1.60E-03 2.18E-01 1.48E-01

5D

prom. 2.01E+01 1.76E+00 2.24E+01 2.20E+01 2.19E+01 2.20E+01 2.24E+01 2.17E+01
var. 8.85E-01 4.94E-01 1.50E-02 1.86E-01 1.65E-01 1.55E-01 1.78E-03 9.00E-02
max. 2.21E+01 4.07E+00 2.27E+01 2.28E+01 2.27E+01 2.27E+01 2.28E+01 2.24E+01
min. 1.81E+01 4.83E-01 2.20E+01 2.13E+01 2.13E+01 2.13E+01 2.23E+01 2.11E+01
desv.est. 9.41E-01 7.03E-01 1.22E-01 4.31E-01 4.06E-01 3.94E-01 4.22E-02 3.00E-01

6D

prom. 4.02E+03 4.05E+03 4.36E+01 4.39E+01 4.36E+01 4.38E+01 4.35E+01 4.21E+01
var. 3.99E+03 3.98E+03 5.75E-03 3.54E-01 2.98E-01 3.15E-01 1.07E+00 6.21E-01
max. 4.04E+03 4.09E+03 4.41E+01 4.51E+01 4.47E+01 4.50E+01 4.50E+01 4.43E+01
min. 4.04E+03 4.10E+03 4.35E+01 4.27E+01 4.27E+01 4.29E+01 4.06E+01 4.04E+01
desv.est. 4.04E+03 4.09E+03 7.58E-02 5.95E-01 5.46E-01 5.62E-01 1.03E+00 7.88E-01

7D

prom. 7.68E+01 0.00E+00 8.59E+01 4.68E+01 7.49E+01 7.50E+01 7.35E+01 7.77E+01
var. 4.25E+00 0.00E+00 3.81E-01 1.25E+00 1.62E+00 1.97E+00 2.92E+01 4.50E+00
max. 8.17E+01 0.00E+00 8.64E+01 4.87E+01 7.85E+01 7.92E+01 8.06E+01 8.19E+01
min. 7.20E+01 0.00E+00 8.43E+01 4.48E+01 7.41E+01 7.41E+01 5.76E+01 7.20E+01
desv.est. 2.06E+00 0.00E+00 6.17E-01 1.12E+00 1.27E+00 1.40E+00 5.40E+00 2.12E+00

8D

prom. 1.72E+02 0.00E+00 1.70E+02 6.62E+01 1.66E+02 1.66E+02 1.68E+02 1.71E+02
var. 9.73E+00 0.00E+00 1.72E+00 6.59E-03 2.33E+00 3.87E+00 5.40E+00 1.06E+01
max. 1.80E+02 0.00E+00 1.72E+02 6.62E+01 1.69E+02 1.69E+02 1.72E+02 1.82E+02
min. 1.64E+02 0.00E+00 1.67E+02 6.55E+01 1.61E+02 1.59E+02 1.62E+02 1.65E+02
desv.est. 3.12E+00 0.00E+00 1.31E+00 8.12E-02 1.53E+00 1.97E+00 2.35E+00 3.26E+00

9D

prom. 3.41E+02 0.00E+00 3.37E+02 1.30E+02 3.23E+02 3.23E+02 3.22E+02 3.39E+02
var. 3.30E+01 0.00E+00 6.40E+00 5.11E-02 1.24E+01 1.43E+01 7.75E+01 3.75E+01
max. 3.55E+02 0.00E+00 3.43E+02 1.30E+02 3.29E+02 3.29E+02 3.39E+02 3.53E+02
min. 3.28E+02 0.00E+00 3.32E+02 1.27E+02 3.16E+02 3.12E+02 3.05E+02 3.26E+02
desv.est. 5.74E+00 0.00E+00 2.53E+00 2.26E-01 3.52E+00 3.78E+00 8.88E+00 6.12E+00

10D

prom. 6.75E+02 0.00E+00 6.71E+02 2.55E+02 6.27E+02 6.25E+02 6.55E+02 6.72E+02
var. 2.00E+02 0.00E+00 2.23E+01 1.20E-01 4.43E+01 4.22E+01 2.12E+02 2.02E+02
max. 7.12E+02 0.00E+00 6.82E+02 2.55E+02 6.37E+02 6.38E+02 1.46E+01 7.01E+02
min. 6.42E+02 0.00E+00 6.59E+02 2.52E+02 6.12E+02 6.09E+02 6.10E+02 6.41E+02
desv.est. 1.41E+01 0.00E+00 4.72E+00 3.46E-01 6.65E+00 6.50E+00 1.46E+01 1.42E+01
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Tabla B.7: Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimizado-
res para el problema DTLZ7.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDX

3D

prom. 1.73E+01 1.73E+01 1.72E+01 1.67E+01 1.50E+01 1.70E+01 1.58E+01 1.61E+01
var. 9.64E-02 9.31E-02 5.13E-01 2.20E+00 7.79E+00 9.76E-01 2.83E+00 3.52E+00
max. 1.73E+01 1.74E+01 1.74E+01 1.74E+01 1.74E+01 1.74E+01 1.72E+01 1.73E+01
min. 1.42E+01 1.43E+01 1.43E+01 1.12E+01 1.12E+01 1.43E+01 1.12E+01 1.11E+01
desv.est. 3.10E-01 3.05E-01 7.16E-01 1.48E+00 2.79E+00 9.88E-01 1.67E+00 1.88E+00

4D

prom. 2.59E+01 2.54E+01 2.46E+01 2.02E+01 2.04E+01 2.07E+01 1.87E+01 2.03E+01
var. 3.31E-01 1.00E+00 1.23E-01 4.12E+00 1.06E+01 2.38E+00 1.18E+01 2.44E+01
max. 2.59E+01 2.64E+01 2.55E+01 2.62E+01 2.61E+01 2.51E+01 2.23E+01 2.60E+01
min. 2.02E+01 2.06E+01 2.38E+01 1.63E+01 9.34E+00 1.74E+01 9.33E+00 8.96E+00
desv.est. 5.75E-01 1.00E+00 3.50E-01 2.03E+00 3.25E+00 1.54E+00 3.44E+00 4.93E+00

5D

prom. 3.00E+01 2.72E+01 2.63E+01 1.33E+01 1.19E+01 1.34E+01 1.58E+01 2.85E+01
var. 5.96E+00 7.28E+00 8.88E-01 2.00E+00 3.02E+01 2.23E+00 3.70E+01 3.97E+01
max. 3.45E+01 3.26E+01 2.83E+01 1.72E+01 1.79E+01 1.92E+01 2.06E+01 3.58E+01
min. 2.24E+01 1.85E+01 2.41E+01 1.21E+01 0.00E+00 1.23E+01 0.00E+00 1.60E+01
desv.est. 2.44E+00 2.70E+00 9.42E-01 1.42E+00 5.50E+00 1.49E+00 6.08E+00 6.30E+00

6D

prom. 5.94E+01 6.36E+01 2.27E+01 1.07E+01 6.90E+00 1.13E+01 1.54E+01 2.49E+01
var. 4.44E-01 5.09E-02 2.90E+00 3.05E+00 2.06E+01 6.29E-01 5.26E+01 6.45E+01
max. 6.06E+01 6.36E+01 2.73E+01 1.25E+01 1.17E+01 1.24E+01 2.22E+01 3.79E+01
min. 5.79E+01 6.21E+01 1.79E+01 0.00E+00 0.00E+00 8.43E+00 0.00E+00 5.04E+00
desv.est. 6.66E-01 2.26E-01 1.70E+00 1.75E+00 4.54E+00 7.93E-01 7.25E+00 8.03E+00

7D

prom. 3.95E+01 1.17E+01 1.74E+01 9.66E+00 1.05E+01 8.46E+00 1.04E+01 9.30E+00
var. 2.40E+02 3.77E+01 3.29E+00 1.39E+01 4.31E-01 1.80E+00 3.93E+01 1.37E+02
max. 5.32E+01 2.70E+01 2.33E+01 1.26E+01 1.18E+01 1.07E+01 1.98E+01 5.28E+01
min. 2.85E+00 0.00E+00 1.29E+01 0.00E+00 8.49E+00 3.94E+00 0.00E+00 0.00E+00
desv.est. 1.55E+01 6.14E+00 2.51E+00 3.73E+00 6.56E-01 1.34E+00 6.27E+00 1.17E+01

8D

prom. 7.43E+01 8.48E-01 1.25E+01 6.26E+00 1.17E+01 1.17E+01 8.63E+00 4.27E+01
var. 2.25E+01 5.04E+00 2.83E+00 2.04E+01 5.77E-02 2.10E-01 1.17E+02 6.72E+02
max. 7.52E+01 1.28E+01 1.70E+01 1.26E+01 1.24E+01 1.23E+01 3.11E+01 7.52E+01
min. 4.12E+01 0.00E+00 8.49E+00 0.00E+00 1.12E+01 9.79E+00 0.00E+00 0.00E+00
desv.est. 4.74E+00 2.25E+00 1.68E+00 4.52E+00 2.40E-01 4.58E-01 1.02E+01 2.59E+01

9D

prom. 7.96E+01 3.40E-02 9.23E+00 3.28E+00 1.19E+01 1.18E+01 3.38E+00 3.40E+01
var. 8.32E+01 5.64E-02 2.84E+00 1.77E+01 1.92E-01 2.43E+00 2.81E+01 9.06E+02
max. 8.19E+01 2.23E+00 1.36E+01 1.30E+01 1.24E+01 1.49E+01 2.58E+01 8.18E+01
min. 3.51E+01 0.00E+00 5.50E+00 0.00E+00 9.33E+00 2.04E+00 0.00E+00 0.00E+00
desv.est. 9.12E+00 2.38E-01 1.69E+00 4.21E+00 4.38E-01 1.56E+00 7.14E+00 3.01E+01

10D

prom. 7.61E+01 0.00E+00 7.23E+00 1.16E+00 1.23E+01 1.25E+01 2.15E+00 3.36E+01
var. 8.44E+01 0.00E+00 3.64E+00 8.07E+00 2.58E-01 7.70E-01 4.38E+01 9.30E+02
max. 7.85E+01 0.00E+00 1.22E+01 1.22E+01 1.32E+01 1.40E+01 6.62E+00 7.87E+01
min. 3.12E+01 0.00E+00 1.99E+00 0.00E+00 9.39E+00 8.59E+00 0.00E+00 0.00E+00
desv.est. 9.19E+00 0.00E+00 1.91E+00 2.84E+00 5.08E-01 8.77E-01 6.62E+00 3.05E+01
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Tabla B.8: Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimizado-
res para el problema WFG1.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDX

3D

prom. 5.49E+01 5.08E+01 8.03E+01 4.31E+01 4.34E+01 4.30E+01 4.64E+01 5.10E+01
var. 1.69E+00 4.11E+00 6.61E+00 1.03E+00 9.32E-01 1.03E+00 1.32E-01 1.25E+00
max. 5.70E+01 5.37E+01 8.92E+01 4.56E+01 4.51E+01 4.55E+01 4.73E+01 5.29E+01
min. 5.29E+01 4.74E+01 7.40E+01 4.09E+01 4.15E+01 4.15E+01 4.57E+01 4.91E+01
desv.est. 1.30E+00 2.03E+00 2.57E+00 1.02E+00 9.65E-01 1.02E+00 3.62E-01 1.12E+00

4D

prom. 4.72E+02 4.11E+02 6.81E+02 3.40E+02 3.41E+02 3.37E+02 3.63E+02 4.33E+02
var. 8.71E+01 2.22E+02 4.11E+02 1.78E+02 1.45E+02 2.10E+02 9.65E+01 1.20E+02
max. 4.91E+02 4.40E+02 7.34E+02 3.70E+02 3.74E+02 3.66E+02 3.89E+02 4.57E+02
min. 4.49E+02 3.84E+02 6.11E+02 3.13E+02 3.21E+02 3.14E+02 3.30E+02 4.13E+02
desv.est. 9.33E+00 1.49E+01 2.03E+01 1.33E+01 1.20E+01 1.45E+01 9.82E+00 1.10E+01

5D

prom. 4.85E+03 3.78E+03 6.81E+02 3.75E+03 3.80E+03 3.81E+03 3.91E+03 4.59E+03
var. 9.74E+03 3.65E+04 4.11E+02 4.56E+03 1.76E+03 2.38E+03 1.00E+04 5.52E+03
max. 5.04E+03 4.18E+03 7.34E+02 3.88E+03 3.88E+03 3.93E+03 4.17E+03 4.76E+03
min. 4.58E+03 3.39E+03 6.11E+02 3.57E+03 3.68E+03 3.68E+03 3.59E+03 4.44E+03
desv.est. 9.87E+01 1.91E+02 2.03E+01 6.75E+01 4.19E+01 4.88E+01 1.00E+02 7.43E+01

6D

prom. 5.76E+04 4.53E+04 8.70E+04 4.54E+04 4.53E+04 4.56E+04 4.76E+04 5.40E+04
var. 1.69E+06 1.45E+06 1.33E+07 2.43E+05 2.56E+05 1.53E+05 1.22E+06 2.03E+06
max. 6.16E+04 4.83E+04 9.46E+04 4.69E+04 4.65E+04 4.63E+04 5.07E+04 5.78E+04
min. 5.53E+04 4.14E+04 7.92E+04 4.43E+04 4.38E+04 4.46E+04 4.52E+04 5.06E+04
desv.est. 1.30E+03 1.20E+03 3.64E+03 4.93E+02 5.06E+02 3.91E+02 1.10E+03 1.43E+03

7D

prom. 8.78E+05 6.66E+05 1.28E+06 4.66E+05 3.07E+05 3.23E+05 6.03E+05 7.56E+05
var. 1.71E+08 4.02E+08 2.79E+09 8.42E+08 1.64E+09 3.06E+09 4.86E+09 2.65E+09
max. 9.04E+05 7.32E+05 1.42E+06 5.38E+05 4.06E+05 4.96E+05 7.38E+05 8.11E+05
min. 8.44E+05 6.26E+05 1.16E+06 3.95E+05 2.15E+05 2.11E+05 4.26E+05 5.61E+05
desv.est. 1.31E+04 2.01E+04 5.28E+04 2.90E+04 4.04E+04 5.53E+04 6.97E+04 5.15E+04

8D

prom. 1.45E+07 1.08E+07 2.04E+07 9.81E+06 1.09E+07 1.09E+07 1.22E+07 1.33E+07
var. 3.10E+10 2.84E+10 6.15E+11 1.11E+11 2.09E+09 2.65E+09 1.64E+10 2.38E+10
max. 1.49E+07 1.13E+07 2.22E+07 1.07E+07 1.10E+07 1.10E+07 1.27E+07 1.37E+07
min. 1.41E+07 1.03E+07 1.86E+07 8.71E+06 1.08E+07 1.08E+07 1.17E+07 1.28E+07
desv.est. 1.76E+05 1.68E+05 7.84E+05 3.33E+05 4.57E+04 5.15E+04 1.31E+05 1.54E+05

9D

prom. 2.67E+08 1.94E+08 3.50E+08 1.71E+08 1.96E+08 1.96E+08 2.20E+08 2.45E+08
var. 1.15E+13 2.01E+13 1.95E+14 3.62E+13 6.64E+11 9.50E+11 1.27E+13 6.88E+12
max. 2.80E+08 2.06E+08 3.79E+08 1.84E+08 1.99E+08 2.01E+08 2.31E+08 2.51E+08
min. 2.60E+08 1.79E+08 3.19E+08 1.56E+08 1.94E+08 1.94E+08 2.10E+08 2.37E+08
desv.est. 3.39E+06 4.49E+06 1.40E+07 6.02E+06 8.15E+05 9.75E+05 3.55E+06 2.62E+06

10D

prom. 5.44E+09 3.74E+09 6.94E+09 3.44E+09 3.93E+09 3.94E+09 4.49E+09 4.99E+09
var. 6.03E+15 2.07E+16 7.36E+16 9.09E+15 1.16E+14 1.33E+14 3.15E+15 3.47E+15
max. 5.59E+09 4.21E+09 7.66E+09 3.72E+09 3.96E+09 3.96E+09 5.62E+07 5.09E+09
min. 5.30E+09 3.35E+09 6.14E+09 3.21E+09 3.91E+09 3.92E+09 4.34E+09 4.81E+09
desv.est. 7.76E+07 1.44E+08 2.71E+08 9.53E+07 1.08E+07 1.15E+07 5.62E+07 5.89E+07
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Tabla B.9: Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimizado-
res para el problema WFG2.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDX

3D

prom. 9.79E+01 1.00E+02 9.97E+01 9.64E+01 9.65E+01 9.67E+01 9.24E+01 9.63E+01
var. 1.37E-01 1.22E-02 7.75E-02 4.15E-01 3.37E-01 2.90E-01 1.70E+00 1.14E+00
max. 9.89E+01 1.01E+02 1.00E+02 9.81E+01 9.79E+01 9.85E+01 9.66E+01 9.79E+01
min. 9.67E+01 1.00E+02 9.87E+01 9.50E+01 9.53E+01 9.57E+01 8.91E+01 9.28E+01
desv.est. 3.71E-01 1.11E-01 2.78E-01 6.44E-01 5.81E-01 5.39E-01 1.30E+00 1.07E+00

4D

prom. 8.91E+02 9.27E+02 9.22E+02 8.63E+02 8.83E+02 8.71E+02 7.67E+02 8.69E+02
var. 1.61E+01 3.59E+00 1.81E+01 2.51E+02 2.71E+02 3.17E+02 3.23E+02 1.48E+02
max. 9.01E+02 9.31E+02 9.29E+02 8.97E+02 9.18E+02 9.10E+02 8.19E+02 8.99E+02
min. 8.83E+02 9.22E+02 9.11E+02 8.22E+02 8.46E+02 8.27E+02 7.22E+02 8.37E+02
desv.est. 4.02E+00 1.90E+00 4.26E+00 1.58E+01 1.65E+01 1.78E+01 1.80E+01 1.22E+01

5D

prom. 9.77E+03 1.01E+04 9.22E+02 9.74E+03 9.82E+03 9.78E+03 9.29E+03 9.36E+03
var. 2.70E+04 1.45E+03 1.81E+01 9.80E+03 5.40E+03 8.31E+03 5.38E+04 4.91E+04
max. 1.01E+04 1.02E+04 9.29E+02 9.95E+03 9.97E+03 9.94E+03 9.81E+03 9.81E+03
min. 9.37E+03 1.00E+04 9.11E+02 9.44E+03 9.67E+03 9.52E+03 8.38E+03 8.81E+03
desv.est. 1.64E+02 3.81E+01 4.26E+00 9.90E+01 7.35E+01 9.11E+01 2.32E+02 2.22E+02

6D

prom. 1.27E+05 1.30E+05 1.33E+05 1.24E+05 1.25E+05 1.26E+05 1.22E+05 1.19E+05
var. 5.54E+06 1.95E+06 4.57E+05 8.35E+05 6.32E+05 7.62E+05 7.33E+06 1.42E+07
max. 1.32E+05 1.34E+05 1.34E+05 1.26E+05 1.27E+05 1.28E+05 1.28E+05 1.26E+05
min. 1.21E+05 1.27E+05 1.31E+05 1.21E+05 1.23E+05 1.24E+05 1.14E+05 1.12E+05
desv.est. 2.35E+03 1.40E+03 6.76E+02 9.14E+02 7.95E+02 8.73E+02 2.71E+03 3.77E+03

7D

prom. 1.72E+06 1.98E+06 1.99E+06 1.89E+06 1.76E+06 1.70E+06 1.30E+06 1.56E+06
var. 2.34E+10 6.04E+07 1.31E+08 6.83E+09 1.42E+10 1.70E+10 2.54E+10 3.51E+10
max. 1.94E+06 1.99E+06 2.01E+06 2.00E+06 1.93E+06 1.88E+06 1.57E+06 1.91E+06
min. 1.19E+06 1.96E+06 1.96E+06 1.65E+06 1.38E+06 1.36E+06 9.67E+05 1.06E+06
desv.est. 1.53E+05 7.77E+03 1.14E+04 8.26E+04 1.19E+05 1.31E+05 1.59E+05 1.87E+05

8D

prom. 3.41E+07 3.30E+07 3.38E+07 3.27E+07 3.06E+07 3.08E+07 2.90E+07 3.33E+07
var. 1.22E+10 5.74E+10 4.73E+10 6.77E+11 2.01E+11 3.09E+11 1.29E+12 4.54E+11
max. 3.43E+07 3.35E+07 3.42E+07 3.38E+07 3.14E+07 3.19E+07 3.15E+07 3.41E+07
min. 3.38E+07 3.25E+07 3.28E+07 2.95E+07 2.95E+07 2.94E+07 2.60E+07 3.16E+07
desv.est. 1.10E+05 2.40E+05 2.18E+05 8.23E+05 4.49E+05 5.56E+05 9.45E+05 6.74E+05

9D

prom. 6.49E+08 6.31E+08 6.40E+08 6.22E+08 5.75E+08 5.77E+08 5.37E+08 6.34E+08
var. 2.27E+12 1.73E+13 1.42E+13 1.25E+14 9.09E+13 1.08E+14 7.00E+14 2.87E+14
max. 6.52E+08 6.39E+08 6.48E+08 6.40E+08 5.96E+08 5.98E+08 5.86E+08 6.51E+08
min. 6.43E+08 6.17E+08 6.26E+08 5.82E+08 5.53E+08 5.57E+08 4.88E+08 5.47E+08
desv.est. 1.51E+06 4.16E+06 3.77E+06 1.12E+07 9.53E+06 1.04E+07 2.48E+07 1.70E+07

10D

prom. 1.36E+10 1.32E+10 1.34E+10 1.30E+10 1.18E+10 1.19E+10 1.15E+10 1.32E+10
var. 2.14E+15 6.27E+15 1.06E+16 7.95E+16 2.45E+16 4.51E+16 3.86E+17 1.65E+17
max. 1.37E+10 1.34E+10 1.36E+10 1.34E+10 1.22E+10 1.24E+10 6.22E+08 1.37E+10
min. 1.34E+10 1.30E+10 1.31E+10 1.19E+10 1.15E+10 1.16E+10 1.02E+10 1.20E+10
desv.est. 4.63E+07 7.92E+07 1.03E+08 2.82E+08 1.56E+08 2.12E+08 6.22E+08 4.06E+08
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Tabla B.10: Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimiza-
dores para el problema WFG3.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDX

3D

prom. 7.47E+01 7.42E+01 7.46E+01 7.15E+01 7.16E+01 7.20E+01 7.11E+01 7.24E+01
var. 1.19E-01 4.25E-02 7.29E-02 5.51E-01 3.02E-01 4.24E-01 9.65E-01 8.17E-01
max. 7.51E+01 7.45E+01 7.52E+01 7.29E+01 7.30E+01 7.31E+01 7.34E+01 7.39E+01
min. 7.31E+01 7.36E+01 7.37E+01 6.99E+01 7.04E+01 7.06E+01 6.88E+01 6.90E+01
desv.est. 3.46E-01 2.06E-01 2.70E-01 7.42E-01 5.50E-01 6.51E-01 9.78E-01 9.04E-01

4D

prom. 6.32E+02 6.32E+02 6.41E+02 5.67E+02 5.62E+02 5.83E+02 5.59E+02 6.05E+02
var. 3.37E+01 1.91E+01 3.21E+01 3.77E+02 2.08E+02 4.35E+02 1.79E+02 8.20E+01
max. 6.44E+02 6.42E+02 6.52E+02 6.12E+02 6.07E+02 6.11E+02 5.99E+02 6.23E+02
min. 6.11E+02 6.19E+02 6.27E+02 5.34E+02 5.38E+02 5.44E+02 5.27E+02 5.87E+02
desv.est. 5.81E+00 4.37E+00 5.66E+00 1.94E+01 1.44E+01 2.09E+01 1.34E+01 9.05E+00

5D

prom. 5.87E+03 4.72E+03 6.41E+02 5.11E+03 5.15E+03 5.21E+03 5.53E+03 5.72E+03
var. 8.31E+03 6.02E+04 3.21E+01 9.99E+03 1.21E+04 1.46E+04 1.04E+04 1.75E+04
max. 6.14E+03 5.45E+03 6.52E+02 5.35E+03 5.44E+03 5.53E+03 5.70E+03 6.03E+03
min. 5.59E+03 4.10E+03 6.27E+02 4.92E+03 4.93E+03 4.97E+03 5.27E+03 5.45E+03
desv.est. 9.11E+01 2.45E+02 5.66E+00 1.00E+02 1.10E+02 1.21E+02 1.02E+02 1.32E+02

6D

prom. 6.63E+04 5.77E+04 8.59E+04 5.70E+04 5.90E+04 5.83E+04 6.70E+04 6.77E+04
var. 2.78E+06 3.18E+06 1.86E+06 3.28E+06 3.77E+06 3.83E+06 4.76E+06 4.46E+06
max. 7.04E+04 6.19E+04 8.98E+04 6.09E+04 6.30E+04 6.30E+04 7.11E+04 7.37E+04
min. 6.27E+04 5.37E+04 8.27E+04 5.33E+04 5.37E+04 5.46E+04 6.18E+04 6.35E+04
desv.est. 1.67E+03 1.78E+03 1.36E+03 1.81E+03 1.94E+03 1.96E+03 2.18E+03 2.11E+03

7D

prom. 1.01E+06 1.18E+06 1.27E+06 9.26E+05 8.82E+05 8.79E+05 9.01E+05 9.61E+05
var. 3.54E+08 3.99E+08 3.64E+08 1.51E+08 5.12E+08 4.65E+08 3.68E+08 1.01E+09
max. 1.06E+06 1.22E+06 1.31E+06 9.56E+05 9.31E+05 9.36E+05 9.69E+05 1.04E+06
min. 9.59E+05 1.12E+06 1.23E+06 8.92E+05 8.17E+05 8.24E+05 8.53E+05 8.67E+05
desv.est. 1.88E+04 2.00E+04 1.91E+04 1.23E+04 2.26E+04 2.16E+04 1.92E+04 3.18E+04

8D

prom. 2.23E+07 1.86E+07 2.15E+07 8.62E+06 1.62E+07 1.60E+07 2.02E+07 2.17E+07
var. 4.12E+10 2.11E+11 1.60E+11 2.26E+11 7.43E+10 8.03E+10 1.93E+11 1.61E+11
max. 2.27E+07 2.10E+07 2.23E+07 9.39E+06 1.70E+07 1.67E+07 2.11E+07 2.24E+07
min. 2.18E+07 1.79E+07 2.04E+07 7.19E+06 1.57E+07 1.53E+07 1.90E+07 2.06E+07
desv.est. 2.03E+05 4.59E+05 4.00E+05 4.76E+05 2.73E+05 2.83E+05 4.44E+05 4.01E+05

9D

prom. 4.15E+08 3.65E+08 4.03E+08 1.53E+08 2.86E+08 2.82E+08 3.67E+08 4.05E+08
var. 2.20E+13 4.08E+14 4.70E+13 8.62E+13 3.56E+13 3.54E+13 5.36E+13 5.35E+13
max. 4.25E+08 4.08E+08 4.21E+08 1.70E+08 2.96E+08 2.97E+08 3.95E+08 4.18E+08
min. 4.03E+08 3.40E+08 3.87E+08 1.27E+08 2.71E+08 2.64E+08 3.51E+08 3.76E+08
desv.est. 4.69E+06 2.02E+07 6.85E+06 9.29E+06 5.96E+06 5.95E+06 7.93E+06 7.32E+06

10D

prom. 8.72E+09 8.07E+09 8.42E+09 3.07E+09 5.69E+09 5.57E+09 7.68E+09 8.51E+09
var. 7.49E+15 1.54E+17 2.51E+16 2.83E+16 8.20E+15 1.10E+16 2.29E+16 2.31E+16
max. 8.94E+09 8.60E+09 8.71E+09 3.41E+09 5.87E+09 5.79E+09 1.51E+08 8.87E+09
min. 8.57E+09 6.76E+09 7.97E+09 2.54E+09 5.44E+09 5.37E+09 7.06E+09 8.16E+09
desv.est. 8.65E+07 3.92E+08 1.58E+08 1.68E+08 9.05E+07 1.05E+08 1.51E+08 1.52E+08
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Tabla B.11: Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimiza-
dores para el problema WFG4.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDX

3D

prom. 7.45E+01 7.63E+01 7.36E+01 6.96E+01 6.98E+01 6.98E+01 7.44E+01 7.51E+01
var. 3.20E-02 1.75E-02 1.66E-01 4.63E-01 3.76E-01 4.88E-01 7.98E-02 5.31E-02
max. 7.50E+01 7.67E+01 7.46E+01 7.13E+01 7.10E+01 7.13E+01 7.51E+01 7.55E+01
min. 7.41E+01 7.60E+01 7.24E+01 6.79E+01 6.83E+01 6.87E+01 7.37E+01 7.45E+01
desv.est. 1.79E-01 1.32E-01 4.07E-01 6.81E-01 6.13E-01 6.99E-01 2.81E-01 2.30E-01

4D

prom. 6.74E+02 7.60E+02 7.16E+02 6.78E+02 6.82E+02 6.88E+02 6.61E+02 6.79E+02
var. 2.64E+01 2.57E+00 4.34E+01 2.24E+02 1.97E+02 2.04E+02 2.70E+02 9.27E+01
max. 6.87E+02 7.64E+02 7.29E+02 7.08E+02 7.12E+02 7.13E+02 7.00E+02 7.01E+02
min. 6.64E+02 7.57E+02 7.00E+02 6.45E+02 6.46E+02 6.43E+02 6.24E+02 6.67E+02
desv.est. 5.14E+00 1.60E+00 6.59E+00 1.50E+01 1.40E+01 1.43E+01 1.64E+01 9.63E+00

5D

prom. 7.17E+03 8.32E+03 7.16E+02 7.00E+03 7.11E+03 7.07E+03 6.97E+03 7.19E+03
var. 2.68E+04 1.97E+03 4.34E+01 3.17E+04 1.38E+04 2.12E+04 3.66E+04 3.79E+04
max. 7.84E+03 8.44E+03 7.29E+02 7.52E+03 7.40E+03 7.46E+03 7.40E+03 7.76E+03
min. 6.85E+03 8.21E+03 7.00E+02 6.64E+03 6.88E+03 6.79E+03 6.49E+03 6.81E+03
desv.est. 1.64E+02 4.43E+01 6.59E+00 1.78E+02 1.18E+02 1.46E+02 1.91E+02 1.95E+02

6D

prom. 8.43E+04 9.39E+04 1.04E+05 8.75E+04 8.91E+04 8.92E+04 8.20E+04 8.50E+04
var. 5.86E+06 3.43E+07 2.87E+06 2.87E+06 2.51E+06 1.63E+06 1.25E+07 9.78E+06
max. 9.36E+04 1.05E+05 1.08E+05 9.30E+04 9.33E+04 9.33E+04 9.11E+04 9.34E+04
min. 8.06E+04 8.25E+04 9.92E+04 8.34E+04 8.58E+04 8.72E+04 7.74E+04 8.09E+04
desv.est. 2.42E+03 5.85E+03 1.69E+03 1.69E+03 1.58E+03 1.28E+03 3.54E+03 3.13E+03

7D

prom. 9.68E+05 1.81E+06 1.55E+06 1.13E+06 1.41E+06 1.42E+06 6.74E+05 1.15E+06
var. 9.65E+09 8.04E+07 1.17E+09 7.22E+09 4.61E+09 2.55E+09 4.84E+09 3.72E+09
max. 1.26E+06 1.82E+06 1.64E+06 1.32E+06 1.52E+06 1.53E+06 8.69E+05 1.33E+06
min. 7.64E+05 1.78E+06 1.47E+06 9.23E+05 1.23E+06 1.30E+06 5.49E+05 1.04E+06
desv.est. 9.82E+04 8.97E+03 3.41E+04 8.50E+04 6.79E+04 5.05E+04 6.96E+04 6.10E+04

8D

prom. 2.10E+07 2.93E+07 2.59E+07 2.00E+07 2.72E+07 2.75E+07 1.86E+07 2.13E+07
var. 8.61E+11 8.85E+10 4.16E+11 2.13E+12 1.42E+11 1.38E+11 5.83E+11 7.18E+11
max. 2.41E+07 2.99E+07 2.75E+07 2.37E+07 2.80E+07 2.82E+07 2.10E+07 2.31E+07
min. 1.96E+07 2.86E+07 2.44E+07 1.66E+07 2.62E+07 2.67E+07 1.69E+07 1.86E+07
desv.est. 9.28E+05 2.97E+05 6.45E+05 1.46E+06 3.77E+05 3.71E+05 8.51E+05 8.47E+05

9D

prom. 3.92E+08 5.70E+08 4.69E+08 3.67E+08 5.13E+08 5.19E+08 3.43E+08 3.93E+08
var. 3.59E+14 3.37E+13 2.35E+14 6.95E+14 8.97E+13 6.93E+13 1.20E+14 4.80E+14
max. 4.54E+08 5.83E+08 5.04E+08 4.31E+08 5.32E+08 5.34E+08 3.73E+08 4.38E+08
min. 3.58E+08 5.53E+08 4.10E+08 3.05E+08 4.92E+08 5.04E+08 2.92E+08 3.39E+08
desv.est. 1.90E+07 5.81E+06 1.53E+07 2.64E+07 9.47E+06 8.32E+06 1.14E+07 2.19E+07

10D

prom. 8.06E+09 1.18E+10 9.64E+09 7.69E+09 1.07E+10 1.09E+10 7.03E+09 7.78E+09
var. 2.10E+17 7.04E+15 1.24E+17 4.43E+17 3.42E+16 2.53E+16 6.13E+16 5.91E+17
max. 9.29E+09 1.20E+10 1.05E+10 1.02E+10 1.11E+10 1.13E+10 2.48E+08 9.46E+09
min. 7.29E+09 1.16E+10 8.39E+09 6.19E+09 1.03E+10 1.05E+10 6.31E+09 6.44E+09
desv.est. 4.58E+08 8.39E+07 3.52E+08 6.65E+08 1.85E+08 1.59E+08 2.48E+08 7.69E+08
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Tabla B.12: Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimiza-
dores para el problema WFG5.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDX

3D

prom. 7.07E+01 7.38E+01 7.24E+01 7.02E+01 7.04E+01 7.03E+01 7.01E+01 7.09E+01
var. 1.31E-02 5.53E-03 9.25E-02 3.45E-01 2.96E-01 2.85E-01 4.83E-02 1.84E-01
max. 7.10E+01 7.39E+01 7.28E+01 7.21E+01 7.25E+01 7.18E+01 7.08E+01 7.16E+01
min. 7.01E+01 7.35E+01 7.14E+01 6.93E+01 6.95E+01 6.95E+01 6.95E+01 7.00E+01
desv.est. 1.15E-01 7.44E-02 3.04E-01 5.87E-01 5.44E-01 5.34E-01 2.19E-01 4.29E-01

4D

prom. 6.76E+02 7.40E+02 7.05E+02 6.71E+02 6.68E+02 6.80E+02 6.24E+02 6.34E+02
var. 1.55E+02 2.26E+00 7.01E+01 3.98E+02 2.45E+02 3.02E+02 1.02E+02 8.93E+01
max. 6.99E+02 7.43E+02 7.19E+02 7.06E+02 7.01E+02 7.09E+02 6.54E+02 6.64E+02
min. 6.47E+02 7.35E+02 6.69E+02 6.11E+02 6.30E+02 6.32E+02 5.89E+02 6.22E+02
desv.est. 1.24E+01 1.50E+00 8.37E+00 2.00E+01 1.56E+01 1.74E+01 1.01E+01 9.45E+00

5D

prom. 6.78E+03 8.14E+03 7.05E+02 7.28E+03 7.34E+03 7.30E+03 6.51E+03 6.88E+03
var. 2.25E+04 1.80E+03 7.01E+01 1.48E+04 1.31E+04 6.19E+03 4.08E+04 2.10E+04
max. 7.45E+03 8.24E+03 7.19E+02 7.67E+03 7.54E+03 7.50E+03 7.03E+03 7.24E+03
min. 6.54E+03 8.01E+03 6.69E+02 7.00E+03 7.05E+03 7.14E+03 6.08E+03 6.59E+03
desv.est. 1.50E+02 4.24E+01 8.37E+00 1.22E+02 1.14E+02 7.87E+01 2.02E+02 1.45E+02

6D

prom. 8.04E+04 8.06E+04 9.78E+04 9.48E+04 9.57E+04 9.49E+04 7.70E+04 8.14E+04
var. 7.65E+06 1.25E+08 1.90E+07 4.00E+06 2.64E+06 3.60E+06 7.70E+06 1.06E+07
max. 9.20E+04 1.04E+05 1.04E+05 9.86E+04 9.91E+04 9.91E+04 8.51E+04 9.01E+04
min. 7.65E+04 6.12E+04 8.61E+04 8.87E+04 9.24E+04 9.03E+04 6.96E+04 7.64E+04
desv.est. 2.77E+03 1.12E+04 4.36E+03 2.00E+03 1.62E+03 1.90E+03 2.77E+03 3.25E+03

7D

prom. 1.50E+06 1.77E+06 1.36E+06 1.45E+06 1.09E+06 1.09E+06 7.86E+05 1.14E+06
var. 9.50E+09 1.16E+07 6.73E+09 2.64E+09 9.03E+09 1.18E+10 5.68E+09 3.65E+10
max. 1.68E+06 1.78E+06 1.56E+06 1.50E+06 1.34E+06 1.40E+06 1.20E+06 1.50E+06
min. 1.16E+06 1.76E+06 1.20E+06 1.06E+06 8.82E+05 8.56E+05 6.41E+05 7.57E+05
desv.est. 9.75E+04 3.41E+03 8.20E+04 5.14E+04 9.50E+04 1.09E+05 7.54E+04 1.91E+05

8D

prom. 1.97E+07 2.82E+07 2.19E+07 2.27E+07 2.81E+07 2.83E+07 1.94E+07 2.15E+07
var. 7.09E+11 1.53E+11 2.54E+12 6.97E+12 1.69E+11 2.09E+11 1.01E+12 5.53E+11
max. 2.23E+07 2.90E+07 2.55E+07 2.58E+07 2.90E+07 2.93E+07 2.31E+07 2.31E+07
min. 1.82E+07 2.67E+07 1.88E+07 1.61E+07 2.71E+07 2.72E+07 1.75E+07 2.03E+07
desv.est. 8.42E+05 3.92E+05 1.59E+06 2.64E+06 4.11E+05 4.57E+05 1.07E+06 7.44E+05

9D

prom. 3.68E+08 5.54E+08 4.00E+08 3.69E+08 5.21E+08 5.32E+08 3.48E+08 3.85E+08
var. 3.92E+14 2.34E+13 1.44E+14 3.82E+15 7.56E+13 5.96E+13 1.29E+14 7.06E+14
max. 4.31E+08 5.64E+08 4.30E+08 4.82E+08 5.43E+08 5.47E+08 3.95E+08 4.48E+08
min. 3.31E+08 5.37E+08 3.65E+08 2.63E+08 4.98E+08 5.13E+08 3.17E+08 3.46E+08
desv.est. 1.98E+07 4.84E+06 1.20E+07 6.18E+07 8.70E+06 7.72E+06 1.26E+07 2.66E+07

10D

prom. 7.42E+09 1.15E+10 8.23E+09 7.40E+09 1.08E+10 1.10E+10 7.17E+09 7.87E+09
var. 1.98E+17 3.06E+15 5.05E+16 1.12E+18 3.93E+16 2.62E+16 3.92E+16 3.07E+17
max. 8.76E+09 1.17E+10 9.13E+09 9.70E+09 1.13E+10 1.14E+10 1.98E+08 9.11E+09
min. 6.77E+09 1.14E+10 7.77E+09 5.24E+09 1.02E+10 1.06E+10 6.40E+09 6.36E+09
desv.est. 4.45E+08 5.53E+07 2.25E+08 1.06E+09 1.98E+08 1.62E+08 1.98E+08 5.54E+08
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Tabla B.13: Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimiza-
dores para el problema WFG6.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDX

3D

prom. 7.18E+01 7.40E+01 7.14E+01 7.18E+01 7.17E+01 7.15E+01 7.10E+01 7.25E+01
var. 2.11E-01 1.16E-01 1.30E+00 1.33E-01 6.13E-01 2.04E-01 1.14E-01 2.73E-01
max. 7.30E+01 7.49E+01 7.33E+01 7.35E+01 7.41E+01 7.34E+01 7.18E+01 7.37E+01
min. 7.09E+01 7.29E+01 6.96E+01 7.13E+01 7.07E+01 7.12E+01 7.03E+01 7.13E+01
desv.est. 4.59E-01 3.40E-01 1.14E+00 3.65E-01 7.83E-01 4.52E-01 3.37E-01 5.22E-01

4D

prom. 6.37E+02 7.38E+02 6.81E+02 7.23E+02 7.22E+02 7.19E+02 6.17E+02 6.43E+02
var. 3.55E+03 1.36E+01 2.31E+01 4.32E+02 2.82E+02 1.30E+02 9.65E+01 6.85E+01
max. 6.59E+02 7.48E+02 7.01E+02 7.65E+02 7.63E+02 7.62E+02 6.37E+02 6.73E+02
min. 4.92E+01 7.30E+02 6.70E+02 6.41E+02 6.68E+02 6.66E+02 5.88E+02 6.30E+02
desv.est. 5.96E+01 3.69E+00 4.81E+00 2.08E+01 1.68E+01 1.14E+01 9.82E+00 8.28E+00

5D

prom. 6.89E+03 8.12E+03 6.81E+02 7.75E+03 7.59E+03 7.56E+03 6.38E+03 6.84E+03
var. 2.34E+04 1.15E+04 2.31E+01 2.79E+04 2.55E+04 3.08E+04 5.24E+04 3.94E+04
max. 7.29E+03 8.26E+03 7.01E+02 8.06E+03 7.99E+03 7.90E+03 7.02E+03 7.32E+03
min. 6.57E+03 7.29E+03 6.70E+02 7.23E+03 7.24E+03 7.16E+03 6.05E+03 6.41E+03
desv.est. 1.53E+02 1.07E+02 4.81E+00 1.67E+02 1.60E+02 1.75E+02 2.29E+02 1.99E+02

6D

prom. 8.08E+04 7.89E+04 1.01E+05 9.65E+04 9.52E+04 9.39E+04 7.48E+04 7.88E+04
var. 4.98E+06 1.20E+08 8.34E+05 4.58E+06 3.08E+06 3.66E+06 6.99E+06 7.77E+06
max. 8.93E+04 1.04E+05 1.04E+05 1.02E+05 9.88E+04 9.95E+04 8.25E+04 8.62E+04
min. 7.56E+04 6.10E+04 9.88E+04 9.22E+04 9.00E+04 9.05E+04 6.96E+04 7.34E+04
desv.est. 2.23E+03 1.10E+04 9.13E+02 2.14E+03 1.76E+03 1.91E+03 2.64E+03 2.79E+03

7D

prom. 8.94E+05 1.78E+06 1.54E+06 1.54E+06 1.63E+06 1.64E+06 6.44E+05 8.12E+05
var. 1.34E+10 9.47E+07 1.58E+08 1.87E+09 2.81E+10 2.66E+10 5.54E+09 1.98E+10
max. 1.29E+06 1.81E+06 1.58E+06 1.60E+06 1.83E+06 1.73E+06 9.04E+05 1.25E+06
min. 6.51E+05 1.75E+06 1.52E+06 1.32E+06 1.21E+06 1.16E+06 4.98E+05 6.47E+05
desv.est. 1.16E+05 9.73E+03 1.26E+04 4.33E+04 1.68E+05 1.63E+05 7.44E+04 1.41E+05

8D

prom. 2.01E+07 2.84E+07 2.63E+07 2.65E+07 2.97E+07 2.98E+07 1.74E+07 2.06E+07
var. 8.95E+11 1.82E+11 5.75E+10 9.93E+11 1.51E+10 1.07E+10 8.68E+11 9.60E+11
max. 2.28E+07 2.93E+07 2.69E+07 2.74E+07 3.00E+07 2.99E+07 1.90E+07 2.27E+07
min. 1.84E+07 2.66E+07 2.57E+07 2.12E+07 2.94E+07 2.95E+07 1.49E+07 1.73E+07
desv.est. 9.46E+05 4.26E+05 2.40E+05 9.96E+05 1.23E+05 1.03E+05 8.39E+05 9.80E+05

9D

prom. 3.71E+08 5.58E+08 5.23E+08 5.03E+08 5.69E+08 5.73E+08 3.15E+08 3.76E+08
var. 3.67E+14 3.22E+13 1.23E+13 8.41E+14 1.02E+13 4.64E+12 1.78E+14 8.22E+14
max. 4.41E+08 5.68E+08 5.31E+08 5.19E+08 5.75E+08 5.76E+08 3.47E+08 4.50E+08
min. 3.42E+08 5.41E+08 5.14E+08 3.33E+08 5.62E+08 5.69E+08 2.83E+08 3.22E+08
desv.est. 1.92E+07 5.67E+06 3.51E+06 2.90E+07 3.19E+06 2.16E+06 1.22E+07 2.87E+07

10D

prom. 7.56E+09 1.16E+10 1.12E+10 1.07E+10 1.21E+10 1.21E+10 6.24E+09 7.09E+09
var. 1.84E+17 6.89E+15 5.10E+15 6.99E+16 9.53E+14 1.36E+15 4.01E+16 3.93E+17
max. 8.62E+09 1.18E+10 1.13E+10 1.09E+10 1.22E+10 1.22E+10 2.00E+08 9.34E+09
min. 6.24E+09 1.13E+10 1.09E+10 8.82E+09 1.20E+10 1.20E+10 5.79E+09 5.92E+09
desv.est. 4.29E+08 8.30E+07 7.14E+07 2.64E+08 3.09E+07 3.68E+07 2.00E+08 6.27E+08
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Tabla B.14: Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimiza-
dores para el problema WFG7.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDX

3D

prom. 7.42E+01 7.69E+01 7.45E+01 7.21E+01 7.23E+01 7.24E+01 7.26E+01 7.48E+01
var. 1.63E-02 2.67E-03 6.19E-02 1.78E-01 1.15E-01 1.34E-01 8.79E-02 8.48E-02
max. 7.49E+01 7.70E+01 7.50E+01 7.34E+01 7.33E+01 7.34E+01 7.38E+01 7.52E+01
min. 7.40E+01 7.67E+01 7.39E+01 7.11E+01 7.16E+01 7.17E+01 7.19E+01 7.41E+01
desv.est. 1.28E-01 5.17E-02 2.49E-01 4.22E-01 3.39E-01 3.66E-01 2.95E-01 2.91E-01

4D

prom. 6.67E+02 7.71E+02 7.18E+02 6.44E+02 6.51E+02 6.50E+02 6.07E+02 6.65E+02
var. 1.85E+01 1.46E+00 2.41E+01 2.97E+02 3.15E+02 2.63E+02 1.43E+02 3.48E+01
max. 6.86E+02 7.73E+02 7.30E+02 6.89E+02 6.85E+02 6.86E+02 6.32E+02 6.85E+02
min. 6.60E+02 7.65E+02 7.04E+02 5.99E+02 6.21E+02 6.10E+02 5.85E+02 6.57E+02
desv.est. 4.31E+00 1.21E+00 4.91E+00 1.72E+01 1.78E+01 1.62E+01 1.20E+01 5.90E+00

5D

prom. 7.18E+03 8.18E+03 7.18E+02 6.69E+03 6.78E+03 6.85E+03 6.37E+03 7.10E+03
var. 3.44E+04 1.96E+04 2.41E+01 1.99E+04 1.21E+04 1.42E+04 2.71E+04 3.44E+04
max. 7.65E+03 8.41E+03 7.30E+02 7.07E+03 7.02E+03 7.13E+03 6.97E+03 7.44E+03
min. 6.73E+03 7.60E+03 7.04E+02 6.38E+03 6.48E+03 6.65E+03 6.09E+03 6.74E+03
desv.est. 1.86E+02 1.40E+02 4.91E+00 1.41E+02 1.10E+02 1.19E+02 1.65E+02 1.85E+02

6D

prom. 8.38E+04 8.38E+04 1.06E+05 8.21E+04 8.41E+04 8.54E+04 7.40E+04 8.18E+04
var. 6.82E+06 1.00E+08 3.63E+06 2.85E+06 3.66E+06 3.54E+06 7.48E+06 6.98E+06
max. 9.04E+04 1.04E+05 1.09E+05 8.64E+04 8.83E+04 8.93E+04 8.14E+04 8.96E+04
min. 7.89E+04 6.44E+04 9.82E+04 7.82E+04 7.94E+04 8.14E+04 6.67E+04 7.65E+04
desv.est. 2.61E+03 1.00E+04 1.90E+03 1.69E+03 1.91E+03 1.88E+03 2.74E+03 2.64E+03

7D

prom. 1.14E+06 1.86E+06 1.59E+06 1.04E+06 1.01E+06 9.88E+05 6.67E+05 1.33E+06
var. 1.38E+10 1.63E+07 1.34E+09 1.31E+10 1.30E+10 1.49E+10 4.15E+09 9.09E+09
max. 1.43E+06 1.87E+06 1.64E+06 1.38E+06 1.27E+06 1.23E+06 8.91E+05 1.46E+06
min. 8.77E+05 1.85E+06 1.47E+06 7.84E+05 7.50E+05 7.07E+05 5.15E+05 8.89E+05
desv.est. 1.17E+05 4.03E+03 3.66E+04 1.14E+05 1.14E+05 1.22E+05 6.44E+04 9.53E+04

8D

prom. 2.09E+07 2.96E+07 2.72E+07 1.66E+07 2.49E+07 2.55E+07 1.62E+07 2.14E+07
var. 8.39E+11 1.64E+11 8.52E+11 2.15E+12 4.51E+11 2.93E+11 6.85E+11 1.29E+12
max. 2.39E+07 3.05E+07 2.86E+07 2.01E+07 2.64E+07 2.66E+07 1.83E+07 2.45E+07
min. 1.95E+07 2.84E+07 2.34E+07 1.36E+07 2.33E+07 2.44E+07 1.42E+07 1.77E+07
desv.est. 9.16E+05 4.05E+05 9.23E+05 1.47E+06 6.71E+05 5.41E+05 9.11E+05 1.14E+06

9D

prom. 3.87E+08 5.83E+08 4.85E+08 2.97E+08 4.54E+08 4.73E+08 2.87E+08 3.87E+08
var. 3.27E+14 3.12E+13 3.94E+14 5.07E+14 1.50E+14 1.01E+14 2.77E+14 7.11E+14
max. 4.39E+08 5.94E+08 5.27E+08 3.62E+08 4.79E+08 4.90E+08 3.20E+08 4.36E+08
min. 3.59E+08 5.66E+08 4.28E+08 2.51E+08 4.29E+08 4.48E+08 2.57E+08 2.96E+08
desv.est. 1.81E+07 5.59E+06 1.99E+07 2.25E+07 1.22E+07 1.01E+07 1.59E+07 2.67E+07

10D

prom. 7.71E+09 1.22E+10 9.95E+09 6.01E+09 9.36E+09 9.84E+09 5.89E+09 7.76E+09
var. 2.13E+17 3.77E+15 1.63E+17 2.33E+17 1.29E+17 6.52E+16 8.45E+16 3.94E+17
max. 8.94E+09 1.23E+10 1.09E+10 7.22E+09 1.03E+10 1.05E+10 2.91E+08 9.00E+09
min. 6.43E+09 1.20E+10 9.08E+09 4.80E+09 8.26E+09 9.21E+09 5.14E+09 6.34E+09
desv.est. 4.61E+08 6.14E+07 4.04E+08 4.82E+08 3.60E+08 2.55E+08 2.91E+08 6.28E+08
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Tabla B.15: Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimiza-
dores para el problema WFG8.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDX

3D

prom. 7.17E+01 7.29E+01 6.94E+01 6.52E+01 6.55E+01 6.58E+01 6.79E+01 7.12E+01
var. 4.92E-02 3.18E-02 1.93E-01 8.86E-01 8.48E-01 4.82E-01 1.35E+00 1.67E-01
max. 7.21E+01 7.34E+01 7.04E+01 6.75E+01 6.73E+01 6.75E+01 6.95E+01 7.18E+01
min. 7.07E+01 7.24E+01 6.83E+01 6.27E+01 6.30E+01 6.42E+01 6.35E+01 6.99E+01
desv.est. 2.22E-01 1.78E-01 4.39E-01 9.41E-01 9.21E-01 6.94E-01 1.16E+00 4.08E-01

4D

prom. 6.29E+02 7.28E+02 6.43E+02 5.43E+02 5.58E+02 5.46E+02 5.25E+02 6.22E+02
var. 1.87E+01 4.04E+00 6.81E+01 2.52E+02 2.03E+02 2.48E+02 6.38E+02 7.19E+01
max. 6.39E+02 7.33E+02 6.60E+02 5.83E+02 5.90E+02 5.84E+02 5.87E+02 6.40E+02
min. 6.18E+02 7.23E+02 6.27E+02 5.05E+02 5.26E+02 5.19E+02 4.26E+02 5.99E+02
desv.est. 4.33E+00 2.01E+00 8.25E+00 1.59E+01 1.42E+01 1.57E+01 2.53E+01 8.48E+00

5D

prom. 6.36E+03 7.88E+03 6.43E+02 5.71E+03 5.82E+03 5.81E+03 5.35E+03 6.29E+03
var. 6.04E+04 3.82E+03 6.81E+01 4.00E+04 4.59E+04 3.96E+04 1.68E+05 6.30E+04
max. 6.75E+03 8.00E+03 6.60E+02 6.11E+03 6.29E+03 6.33E+03 6.30E+03 6.76E+03
min. 5.27E+03 7.68E+03 6.27E+02 5.28E+03 5.40E+03 5.29E+03 4.37E+03 5.66E+03
desv.est. 2.46E+02 6.18E+01 8.25E+00 2.00E+02 2.14E+02 1.99E+02 4.10E+02 2.51E+02

6D

prom. 6.95E+04 8.58E+04 8.94E+04 6.66E+04 6.82E+04 6.87E+04 6.00E+04 6.44E+04
var. 2.07E+07 6.04E+07 4.72E+06 4.02E+06 5.59E+06 6.10E+06 2.93E+07 4.47E+07
max. 7.90E+04 9.77E+04 9.41E+04 7.13E+04 7.31E+04 7.46E+04 7.08E+04 7.28E+04
min. 4.94E+04 6.28E+04 8.05E+04 6.03E+04 6.41E+04 6.41E+04 4.66E+04 5.05E+04
desv.est. 4.55E+03 7.77E+03 2.17E+03 2.01E+03 2.36E+03 2.47E+03 5.41E+03 6.69E+03

7D

prom. 7.14E+05 1.71E+06 1.32E+06 6.48E+05 7.45E+05 7.17E+05 5.29E+05 7.35E+05
var. 9.21E+08 5.50E+07 1.20E+09 4.30E+09 4.71E+09 6.70E+09 4.78E+09 3.03E+09
max. 8.40E+05 1.73E+06 1.39E+06 8.09E+05 8.78E+05 9.49E+05 6.96E+05 8.60E+05
min. 6.52E+05 1.69E+06 1.21E+06 4.70E+05 6.19E+05 5.91E+05 3.74E+05 6.20E+05
desv.est. 3.03E+04 7.42E+03 3.47E+04 6.56E+04 6.86E+04 8.19E+04 6.91E+04 5.50E+04

8D

prom. 1.78E+07 2.58E+07 2.18E+07 1.07E+07 2.07E+07 2.14E+07 1.61E+07 1.78E+07
var. 4.13E+11 3.71E+11 8.01E+11 1.24E+12 4.79E+11 5.19E+11 7.89E+11 5.15E+11
max. 1.98E+07 2.68E+07 2.37E+07 1.30E+07 2.22E+07 2.30E+07 1.75E+07 1.92E+07
min. 1.64E+07 2.42E+07 1.94E+07 8.47E+06 1.92E+07 1.95E+07 1.42E+07 1.57E+07
desv.est. 6.43E+05 6.09E+05 8.95E+05 1.11E+06 6.92E+05 7.21E+05 7.45E+05 7.17E+05

9D

prom. 3.22E+08 5.15E+08 4.02E+08 1.81E+08 3.80E+08 3.92E+08 2.93E+08 3.27E+08
var. 1.79E+14 4.61E+13 1.95E+14 4.78E+14 1.94E+14 2.33E+14 2.72E+14 1.95E+14
max. 3.62E+08 5.27E+08 4.35E+08 2.38E+08 4.05E+08 4.22E+08 3.26E+08 3.54E+08
min. 2.92E+08 4.96E+08 3.62E+08 1.39E+08 3.30E+08 3.60E+08 2.46E+08 3.02E+08
desv.est. 1.34E+07 6.79E+06 1.40E+07 2.19E+07 1.39E+07 1.53E+07 1.67E+07 1.40E+07

10D

prom. 6.71E+09 1.09E+10 8.30E+09 3.34E+09 7.96E+09 8.14E+09 6.10E+09 6.84E+09
var. 1.50E+17 3.08E+16 1.01E+17 1.49E+17 1.10E+17 1.12E+17 9.07E+16 1.33E+17
max. 7.77E+09 1.12E+10 9.00E+09 4.37E+09 8.75E+09 8.92E+09 3.01E+08 7.86E+09
min. 5.89E+09 1.02E+10 7.64E+09 2.59E+09 7.22E+09 7.39E+09 4.55E+09 6.22E+09
desv.est. 3.88E+08 1.75E+08 3.19E+08 3.86E+08 3.31E+08 3.35E+08 3.01E+08 3.65E+08
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Tabla B.16: Comparación de los valores de hipervolumen obtenidos por varios optimiza-
dores para el problema WFG9.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VC-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDX

3D

prom. 7.24E+01 7.40E+01 6.92E+01 6.92E+01 6.88E+01 6.99E+01 6.98E+01 7.12E+01
var. 1.84E+00 4.44E-01 8.23E-01 1.09E+00 1.07E+00 3.33E+00 1.98E+00 2.27E+00
max. 7.38E+01 7.47E+01 7.25E+01 7.30E+01 7.32E+01 7.31E+01 7.34E+01 7.40E+01
min. 6.83E+01 7.05E+01 6.77E+01 6.80E+01 6.77E+01 6.75E+01 6.77E+01 6.87E+01
desv.est. 1.36E+00 6.66E-01 9.07E-01 1.04E+00 1.04E+00 1.82E+00 1.40E+00 1.51E+00

4D

prom. 6.52E+02 7.23E+02 6.36E+02 6.26E+02 6.33E+02 6.28E+02 5.57E+02 6.37E+02
var. 2.06E+02 1.03E+02 2.47E+02 2.54E+02 4.53E+02 5.09E+02 2.09E+03 2.62E+02
max. 6.77E+02 7.39E+02 6.81E+02 6.69E+02 7.00E+02 7.03E+02 6.48E+02 6.64E+02
min. 6.09E+02 6.94E+02 5.99E+02 5.91E+02 5.94E+02 5.90E+02 4.42E+02 6.02E+02
desv.est. 1.43E+01 1.02E+01 1.57E+01 1.59E+01 2.13E+01 2.26E+01 4.57E+01 1.62E+01

5D

prom. 7.11E+03 7.39E+03 6.45E+03 7.21E+03 7.25E+03 7.25E+03 6.19E+03 6.74E+03
var. 4.53E+04 8.51E+04 1.20E+05 1.82E+04 1.99E+04 1.85E+04 8.55E+04 2.11E+05
max. 7.86E+03 8.00E+03 7.06E+03 7.48E+03 7.51E+03 7.57E+03 6.89E+03 7.44E+03
min. 6.62E+03 6.49E+03 5.57E+03 6.91E+03 6.98E+03 6.92E+03 4.77E+03 4.27E+03
desv.est. 2.13E+02 2.92E+02 3.47E+02 1.35E+02 1.41E+02 1.36E+02 2.92E+02 4.60E+02

6D

prom. 8.56E+04 7.83E+04 7.33E+04 9.10E+04 9.30E+04 9.19E+04 6.98E+04 7.84E+04
var. 8.92E+06 1.02E+08 1.89E+07 4.31E+06 3.51E+06 2.56E+06 4.16E+07 3.35E+07
max. 9.29E+04 9.34E+04 8.85E+04 9.63E+04 9.65E+04 9.49E+04 8.36E+04 8.96E+04
min. 7.79E+04 5.85E+04 6.36E+04 8.61E+04 8.80E+04 8.81E+04 5.04E+04 5.13E+04
desv.est. 2.99E+03 1.01E+04 4.35E+03 2.08E+03 1.87E+03 1.60E+03 6.45E+03 5.79E+03

7D

prom. 8.67E+05 1.72E+06 1.02E+06 1.01E+06 1.15E+06 1.14E+06 5.84E+05 7.39E+05
var. 1.93E+10 3.87E+08 2.49E+09 2.53E+10 1.22E+10 1.13E+10 2.05E+10 1.48E+10
max. 1.26E+06 1.75E+06 1.18E+06 1.32E+06 1.44E+06 1.37E+06 1.16E+06 1.02E+06
min. 6.64E+05 1.66E+06 9.28E+05 6.34E+05 8.28E+05 8.68E+05 3.67E+05 4.77E+05
desv.est. 1.39E+05 1.97E+04 4.99E+04 1.59E+05 1.11E+05 1.06E+05 1.43E+05 1.22E+05

8D

prom. 2.25E+07 2.72E+07 1.55E+07 1.73E+07 2.68E+07 2.71E+07 1.58E+07 1.95E+07
var. 4.57E+12 3.20E+11 7.59E+11 5.00E+12 8.27E+11 4.59E+11 2.16E+12 3.21E+12
max. 2.64E+07 2.85E+07 1.81E+07 2.26E+07 2.88E+07 2.84E+07 2.14E+07 2.33E+07
min. 1.69E+07 2.57E+07 1.31E+07 1.05E+07 2.38E+07 2.57E+07 1.34E+07 1.38E+07
desv.est. 2.14E+06 5.66E+05 8.71E+05 2.24E+06 9.09E+05 6.78E+05 1.39E+06 1.79E+06

9D

prom. 4.25E+08 5.33E+08 3.20E+08 3.30E+08 5.02E+08 5.10E+08 2.79E+08 3.43E+08
var. 2.30E+15 5.78E+13 1.49E+14 1.40E+15 2.30E+14 2.58E+14 2.42E+14 2.31E+15
max. 5.21E+08 5.51E+08 3.49E+08 4.22E+08 5.41E+08 5.40E+08 3.57E+08 4.28E+08
min. 3.18E+08 5.12E+08 2.94E+08 2.54E+08 4.58E+08 4.78E+08 2.48E+08 2.68E+08
desv.est. 4.80E+07 7.61E+06 1.22E+07 3.75E+07 1.52E+07 1.61E+07 1.73E+07 4.81E+07

10D

prom. 8.76E+09 1.12E+10 6.71E+09 6.64E+09 1.03E+10 1.05E+10 5.92E+09 6.83E+09
var. 8.73E+17 1.50E+16 7.60E+16 4.84E+17 1.30E+17 1.33E+17 1.49E+17 7.94E+17
max. 1.11E+10 1.15E+10 7.40E+09 8.59E+09 1.10E+10 1.12E+10 3.86E+08 9.24E+09
min. 6.32E+09 1.09E+10 6.10E+09 4.84E+09 9.49E+09 9.62E+09 5.10E+09 5.39E+09
desv.est. 9.34E+08 1.22E+08 2.76E+08 6.96E+08 3.60E+08 3.64E+08 3.86E+08 8.91E+08
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B.2. IGD+

A continuación se muestran las tablas con los resultados de los experimentos; cada
tabla cuenta con las estad́ısticas de los valores de IGD+ obtenidos por cada optimizador
en un experimento dado. La información que se brinda corresponde al promedio, varianza,
máximo, mı́nimo y desviación estádar de las 50 ejecuciones por configuración para cada
problema y algoritmo. Los mejores tres valores se encuentran resaltados en gris. Cada
tabla representa un problema.
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Tabla B.17: Comparación de los valores de IGD+ obtenidos por varios optimizadores para
el problema DTLZ1.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDx

3D

prom. 1.66E-02 1.31E-02 1.61E-02 1.63E-01 8.75E-02 9.98E-02 2.28E-02 1.65E-02
var. 2.28E-08 2.41E-05 4.48E-07 6.72E-02 5.51E-02 6.06E-02 5.37E-06 4.31E-09
max. 1.73E-02 4.26E-02 1.87E-02 8.78E-01 1.06E+00 1.15E+00 2.78E-02 1.67E-02
min. 1.64E-02 1.16E-02 1.49E-02 1.23E-02 1.22E-02 1.21E-02 1.80E-02 1.64E-02
desv.est. 1.51E-04 4.91E-03 6.70E-04 2.59E-01 2.35E-01 2.46E-01 2.32E-03 6.57E-05

4D

prom. 5.08E-02 2.74E-02 4.86E-02 5.56E-01 7.52E-01 7.95E-01 6.77E-02 5.06E-02
var. 9.90E-08 3.51E-06 3.68E-04 1.99E-01 3.98E-01 3.48E-01 3.21E-05 7.63E-08
max. 5.16E-02 3.66E-02 1.81E-01 1.70E+00 2.30E+00 2.04E+00 8.55E-02 5.12E-02
min. 5.00E-02 2.58E-02 4.12E-02 2.87E-02 2.90E-02 3.12E-02 5.90E-02 4.99E-02
desv.est. 3.15E-04 1.87E-03 1.92E-02 4.47E-01 6.31E-01 2.71E-01 5.66E-03 2.76E-04

5D

prom. 5.72E-02 4.63E-02 1.38E-01 1.71E-01 1.96E-01 2.71E-01 6.71E-02 5.74E-02
var. 8.14E-07 4.19E-06 1.15E-02 4.23E-02 5.05E-02 1.04E-01 1.20E-05 6.10E-07
max. 5.91E-02 5.72E-02 5.60E-01 7.43E-01 8.25E-01 1.06E+00 7.54E-02 5.88E-02
min. 5.51E-02 4.45E-02 7.60E-02 4.87E-02 4.87E-02 4.87E-02 6.07E-02 5.58E-02
desv.est. 9.02E-04 2.05E-03 1.07E-01 2.06E-01 2.25E-01 3.23E-01 3.46E-03 7.81E-04

6D

prom. 7.18E-02 5.73E-02 5.75E-01 2.29E-01 4.61E-01 4.85E-01 8.15E-02 7.32E-02
var. 1.31E-06 3.22E-05 2.81E-01 6.25E-02 8.83E-02 1.54E-01 8.19E-06 1.73E-06
max. 7.46E-02 8.28E-02 3.03E+00 8.88E-01 1.46E+00 1.31E+00 8.95E-02 7.71E-02
min. 6.95E-02 5.41E-02 1.08E-01 5.83E-02 5.84E-02 5.81E-02 7.58E-02 7.05E-02
desv.est. 1.14E-03 5.67E-03 5.30E-01 2.50E-01 2.97E-01 3.92E-01 2.86E-03 1.32E-03

7D

prom. 1.23E-01 6.91E-02 1.01E+00 1.64E-01 1.74E+00 1.75E+00 1.73E-01 1.24E-01
var. 1.32E-04 1.05E-04 5.08E-01 2.33E-02 1.10E+00 1.52E+00 3.72E-04 2.03E-04
max. 1.51E-01 1.09E-01 3.38E+00 5.91E-01 3.86E+00 4.64E+00 2.11E-01 1.57E-01
min. 1.06E-01 6.30E-02 2.04E-01 7.43E-02 1.51E-01 1.90E-01 1.34E-01 9.95E-02
desv.est. 1.15E-02 1.03E-02 7.13E-01 1.53E-01 1.05E+00 1.23E+00 1.93E-02 1.43E-02

8D

prom. 9.96E-02 8.22E-02 1.51E+00 1.48E-01 5.16E-01 7.03E-01 1.57E-01 1.08E-01
var. 2.82E-06 3.27E-04 1.33E+00 2.14E-02 1.91E-01 2.25E-01 3.12E-04 9.45E-05
max. 1.02E-01 1.31E-01 5.59E+00 9.76E-01 1.72E+00 1.98E+00 2.11E-01 1.30E-01
min. 9.61E-02 7.01E-02 3.83E-01 8.79E-02 9.65E-02 8.82E-02 1.22E-01 9.53E-02
desv.est. 1.68E-03 1.81E-02 1.15E+00 1.46E-01 4.37E-01 4.75E-01 1.77E-02 9.72E-03

9D

prom. 9.31E-02 1.07E-01 2.27E+00 2.03E-01 8.10E-01 8.08E-01 1.64E-01 1.11E-01
var. 4.82E-06 2.69E-04 3.25E+00 5.62E-02 2.37E-01 2.37E-01 3.84E-04 1.62E-04
max. 1.01E-01 1.50E-01 1.15E+01 1.27E+00 2.00E+00 2.01E+00 2.12E-01 1.38E-01
min. 8.93E-02 9.21E-02 6.04E-01 8.52E-02 1.05E-01 1.01E-01 1.26E-01 9.15E-02
desv.est. 2.20E-03 1.64E-02 1.80E+00 2.37E-01 4.87E-01 4.86E-01 1.96E-02 1.27E-02

10D

prom. 1.01E-01 1.17E-01 1.96E+00 2.47E-01 7.57E-01 8.99E-01 1.69E-01 1.18E-01
var. 4.59E-06 3.52E-04 2.02E+00 6.72E-02 1.84E-01 2.21E-01 2.67E-04 1.51E-04
max. 1.09E-01 1.63E-01 9.28E+00 1.17E+00 1.81E+00 1.67E+00 2.11E-01 1.41E-01
min. 9.70E-02 7.40E-02 5.95E-01 9.12E-02 1.05E-01 1.05E-01 1.34E-01 9.65E-02
desv.est. 2.14E-03 1.88E-02 1.42E+00 2.59E-01 4.28E-01 4.70E-01 1.63E-02 1.23E-02
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Tabla B.18: Comparación de los valores de IGD+ obtenidos por varios optimizadores para
el problema DTLZ2..
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDx

3D

prom. 3.00E-02 1.86E-02 3.12E-02 2.01E-02 2.01E-02 2.01E-02 2.92E-02 2.94E-02
var. 1.65E-08 6.63E-08 1.01E-06 3.33E-08 3.69E-08 3.26E-08 1.78E-07 6.64E-08
max. 3.02E-02 1.96E-02 3.38E-02 2.07E-02 2.06E-02 2.07E-02 3.01E-02 2.99E-02
min. 2.97E-02 1.83E-02 2.96E-02 1.97E-02 1.97E-02 1.96E-02 2.82E-02 2.88E-02
desv.est. 1.28E-04 2.57E-04 1.01E-03 1.83E-04 1.92E-04 1.81E-04 4.22E-04 2.58E-04

4D

prom. 9.06E-02 4.24E-02 8.35E-02 4.92E-02 4.88E-02 4.85E-02 8.93E-02 8.78E-02
var. 7.63E-08 8.30E-08 1.00E-05 4.70E-07 2.77E-07 2.89E-07 1.39E-06 4.00E-07
max. 9.10E-02 4.32E-02 9.21E-02 5.10E-02 5.03E-02 4.96E-02 9.20E-02 8.91E-02
min. 8.96E-02 4.19E-02 7.53E-02 4.73E-02 4.79E-02 4.72E-02 8.70E-02 8.62E-02
desv.est. 2.76E-04 2.88E-04 3.16E-03 6.85E-04 5.27E-04 5.38E-04 1.18E-03 6.33E-04

5D

prom. 1.82E-01 9.56E-02 1.70E-01 1.15E-01 1.16E-01 1.13E-01 1.90E-01 1.82E-01
var. 7.83E-05 4.13E-07 1.41E-04 8.41E-06 7.64E-06 6.57E-06 1.09E-04 8.70E-05
max. 1.99E-01 9.73E-02 1.93E-01 1.22E-01 1.23E-01 1.20E-01 2.07E-01 2.03E-01
min. 1.60E-01 9.44E-02 1.37E-01 1.08E-01 1.11E-01 1.09E-01 1.68E-01 1.57E-01
desv.est. 8.85E-03 6.42E-04 1.19E-02 2.90E-03 2.76E-03 2.56E-03 1.05E-02 9.33E-03

6D

prom. 2.95E-01 1.33E-01 2.95E-01 1.60E-01 1.61E-01 1.54E-01 3.07E-01 2.94E-01
var. 1.18E-04 3.82E-06 4.41E-04 2.73E-05 3.48E-05 1.40E-05 1.77E-04 1.48E-04
max. 3.15E-01 1.41E-01 3.40E-01 1.72E-01 1.79E-01 1.63E-01 3.40E-01 3.23E-01
min. 2.61E-01 1.31E-01 2.53E-01 1.50E-01 1.49E-01 1.46E-01 2.65E-01 2.57E-01
desv.est. 1.09E-02 1.95E-03 2.10E-02 5.23E-03 5.90E-03 3.74E-03 1.33E-02 1.22E-02

7D

prom. 2.76E-01 1.00E-01 3.99E-01 2.30E-01 1.47E-01 1.47E-01 2.93E-01 2.93E-01
var. 2.18E-04 1.18E-06 4.70E-04 4.14E-05 1.14E-04 1.47E-04 1.22E-04 5.43E-04
max. 3.27E-01 1.03E-01 4.44E-01 2.45E-01 1.71E-01 1.93E-01 3.25E-01 3.90E-01
min. 2.42E-01 9.79E-02 2.98E-01 2.21E-01 1.32E-01 1.33E-01 2.70E-01 2.63E-01
desv.est. 1.48E-02 1.09E-03 2.17E-02 6.44E-03 1.07E-02 1.21E-02 1.11E-02 2.33E-02

8D

prom. 4.41E-01 1.42E-01 4.86E-01 2.89E-01 1.42E-01 1.40E-01 4.38E-01 4.31E-01
var. 2.82E-04 7.28E-07 6.87E-04 6.14E-05 1.51E-05 9.44E-06 2.06E-04 1.53E-04
max. 4.81E-01 1.45E-01 5.35E-01 3.07E-01 1.59E-01 1.48E-01 4.66E-01 4.67E-01
min. 3.96E-01 1.40E-01 4.11E-01 2.75E-01 1.36E-01 1.35E-01 4.12E-01 3.93E-01
desv.est. 1.68E-02 8.53E-04 2.62E-02 7.84E-03 3.89E-03 3.07E-03 1.43E-02 1.24E-02

9D

prom. 4.41E-01 1.62E-01 5.87E-01 3.26E-01 1.87E-01 1.81E-01 4.45E-01 4.42E-01
var. 1.44E-04 1.01E-06 2.02E-03 2.53E-05 7.89E-05 3.80E-05 1.20E-04 2.27E-04
max. 4.62E-01 1.64E-01 7.57E-01 3.42E-01 2.14E-01 2.03E-01 4.72E-01 4.76E-01
min. 4.13E-01 1.60E-01 5.10E-01 3.16E-01 1.73E-01 1.67E-01 4.21E-01 4.13E-01
desv.est. 1.20E-02 1.01E-03 4.49E-02 5.03E-03 8.88E-03 6.17E-03 1.09E-02 1.51E-02

10D

prom. 4.89E-01 2.22E-01 6.60E-01 3.63E-01 2.20E-01 2.08E-01 4.92E-01 4.96E-01
var. 1.88E-04 9.28E-03 4.34E-03 5.65E-05 2.86E-04 1.07E-04 2.00E-04 1.97E-04
max. 5.16E-01 5.31E-01 8.61E-01 3.81E-01 2.64E-01 2.51E-01 5.35E-01 5.31E-01
min. 4.61E-01 1.86E-01 5.52E-01 3.48E-01 1.97E-01 1.94E-01 4.65E-01 4.73E-01
desv.est. 1.37E-02 9.63E-02 6.59E-02 7.52E-03 1.69E-02 1.04E-02 1.41E-02 1.41E-02



Apéndice B. Resultados numéricos 123

Tabla B.19: Comparación de los valores de IGD+ obtenidos por varios optimizadores para
el problema DTLZ3.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDx

3D

prom. 3.23E-02 3.26E-02 6.97E-02 3.36E+00 2.10E+00 2.09E+00 1.73E-01 2.98E-02
var. 4.93E-06 1.73E-04 3.94E-02 2.61E+01 3.62E+01 2.63E+01 1.61E-02 6.94E-07
max. 3.75E-02 1.09E-01 1.04E+00 1.97E+01 3.91E+01 2.88E+01 5.47E-01 3.32E-02
min. 2.92E-02 1.96E-02 0.00E+00 2.32E-02 2.16E-02 2.13E-02 5.71E-02 2.81E-02
desv.est. 2.22E-03 1.32E-02 1.99E-01 5.11E+00 6.02E+00 5.13E+00 1.27E-01 8.33E-04

4D

prom. 9.30E-02 3.28E-01 1.63E+00 5.25E+00 9.32E+00 6.80E+00 2.12E-01 8.83E-02
var. 2.17E-05 2.36E-01 4.09E+00 1.00E+02 1.89E+02 1.05E+02 7.43E-03 1.14E-06
max. 1.06E-01 2.18E+00 7.15E+00 4.09E+01 5.76E+01 4.32E+01 5.86E-01 9.04E-02
min. 8.62E-02 7.09E-02 0.00E+00 5.37E-02 5.84E-02 5.28E-02 1.20E-01 8.64E-02
desv.est. 4.66E-03 4.86E-01 2.02E+00 1.00E+01 1.37E+01 1.02E+01 8.62E-02 1.07E-03

5D

prom. 1.87E-01 1.64E-01 2.37E+01 9.70E-01 2.52E+00 3.43E+00 3.52E-01 1.92E-01
var. 1.84E-04 2.05E-02 1.48E+02 2.89E+00 5.30E+01 5.03E+01 8.17E-04 1.48E-04
max. 2.18E-01 1.14E+00 5.25E+01 7.49E+00 4.74E+01 3.13E+01 4.26E-01 2.10E-01
min. 1.61E-01 1.01E-01 5.24E+00 1.28E-01 1.28E-01 1.18E-01 2.90E-01 1.65E-01
desv.est. 1.36E-02 1.43E-01 1.22E+01 1.70E+00 7.28E+00 7.09E+00 2.86E-02 1.21E-02

6D

prom. 3.18E-01 3.65E-01 7.99E+01 1.40E+00 3.11E+00 3.94E+00 4.60E-01 3.24E-01
var. 1.60E-04 1.11E-01 4.78E+02 8.97E+00 3.81E+01 7.81E+01 1.13E-03 1.83E-04
max. 3.59E-01 1.27E+00 1.29E+02 1.70E+01 3.18E+01 4.51E+01 5.27E-01 3.47E-01
min. 2.91E-01 1.53E-01 2.16E+01 1.92E-01 1.87E-01 1.83E-01 3.85E-01 2.87E-01
desv.est. 1.27E-02 3.34E-01 2.19E+01 2.99E+00 6.17E+00 8.84E+00 3.36E-02 1.35E-02

7D

prom. 3.11E-01 1.35E+00 1.15E+02 8.09E-01 2.45E+01 2.50E+01 5.21E-01 3.55E-01
var. 5.83E-04 5.40E+00 6.77E+02 1.77E+00 3.32E+02 3.96E+02 1.47E-02 2.37E-03
max. 3.53E-01 1.31E+01 1.74E+02 7.91E+00 8.95E+01 7.73E+01 1.10E+00 4.32E-01
min. 2.74E-01 1.47E-01 6.31E+01 2.51E-01 9.48E-01 6.55E-01 3.66E-01 2.66E-01
desv.est. 2.42E-02 2.32E+00 2.60E+01 1.33E+00 1.82E+01 1.99E+01 1.21E-01 4.87E-02

8D

prom. 4.23E-01 1.28E+00 1.35E+02 1.95E+00 1.13E+01 9.79E+00 7.34E-01 4.45E-01
var. 3.66E-04 6.73E+00 5.47E+02 3.36E+01 1.10E+02 1.30E+02 5.59E-02 2.56E-04
max. 4.55E-01 1.33E+01 1.78E+02 3.72E+01 4.60E+01 5.86E+01 1.78E+00 4.85E-01
min. 3.65E-01 1.68E-01 8.42E+01 3.06E-01 2.24E-01 2.56E-01 4.78E-01 4.07E-01
desv.est. 1.91E-02 2.59E+00 2.34E+01 5.79E+00 1.05E+01 1.14E+01 2.37E-01 1.60E-02

9D

prom. 4.39E-01 2.83E+00 1.51E+02 2.03E+00 2.14E+01 1.20E+01 8.72E-01 4.61E-01
var. 2.24E-04 1.20E+01 5.73E+02 3.50E+01 2.37E+02 1.24E+02 2.29E-01 2.38E-04
max. 4.70E-01 1.34E+01 1.90E+02 4.21E+01 6.07E+01 4.63E+01 2.60E+00 4.92E-01
min. 3.95E-01 1.86E-01 6.91E+01 3.61E-01 9.76E-01 3.72E-01 5.61E-01 4.21E-01
desv.est. 1.50E-02 3.46E+00 2.39E+01 5.91E+00 1.54E+01 1.11E+01 4.78E-01 1.54E-02

10D

prom. 4.86E-01 4.16E+00 1.56E+02 4.34E+00 1.40E+01 1.55E+01 8.75E-01 5.05E-01
var. 1.81E-04 1.31E+01 3.53E+02 7.77E+01 1.47E+02 1.65E+02 1.01E-01 3.28E-04
max. 5.15E-01 1.59E+01 1.98E+02 4.27E+01 4.00E+01 6.72E+01 1.79E+00 5.47E-01
min. 4.54E-01 2.03E-01 1.24E+02 3.84E-01 3.93E-01 6.63E-01 6.00E-01 4.65E-01
desv.est. 1.35E-02 3.62E+00 1.88E+01 8.82E+00 1.21E+01 1.29E+01 3.19E-01 1.81E-02
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Tabla B.20: Comparación de los valores de IGD+ obtenidos por varios optimizadores para
el problema DTLZ4..
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDx

3D

prom. 5.33E-02 6.42E-02 3.09E-02 2.02E-02 2.09E-02 2.02E-02 7.54E-02 1.49E-01
var. 4.16E-03 7.59E-03 1.43E-06 7.77E-08 2.43E-05 6.92E-08 6.65E-03 2.42E-02
max. 2.26E-01 2.27E-01 3.40E-02 2.12E-02 5.50E-02 2.06E-02 2.26E-01 5.20E-01
min. 2.81E-02 1.83E-02 2.88E-02 1.97E-02 1.97E-02 1.97E-02 2.62E-02 2.75E-02
desv.est. 6.45E-02 8.71E-02 1.20E-03 2.79E-04 4.93E-03 2.63E-04 8.16E-02 1.56E-01

4D

prom. 1.17E-01 6.87E-02 8.17E-02 4.75E-02 4.70E-02 4.65E-02 1.07E-01 1.68E-01
var. 2.95E-03 2.93E-03 7.55E-06 2.84E-05 1.04E-05 4.08E-06 1.24E-03 8.11E-03
max. 3.54E-01 1.81E-01 8.77E-02 7.65E-02 6.04E-02 5.98E-02 2.10E-01 3.54E-01
min. 8.49E-02 4.16E-02 7.60E-02 4.49E-02 4.46E-02 4.51E-02 8.43E-02 8.36E-02
desv.est. 5.43E-02 5.41E-02 2.75E-03 5.33E-03 3.22E-03 2.02E-03 3.53E-02 9.00E-02

5D

prom. 1.97E-01 1.15E-01 1.53E-01 9.01E-02 8.84E-02 8.90E-02 1.80E-01 2.27E-01
var. 2.50E-03 2.06E-03 5.60E-05 1.41E-05 8.00E-06 7.65E-06 1.59E-03 9.82E-03
max. 4.39E-01 2.82E-01 1.73E-01 1.04E-01 9.96E-02 9.92E-02 4.39E-01 6.61E-01
min. 1.48E-01 9.38E-02 1.34E-01 8.48E-02 8.35E-02 8.50E-02 1.55E-01 1.61E-01
desv.est. 5.00E-02 4.54E-02 7.48E-03 3.76E-03 2.83E-03 2.77E-03 3.99E-02 9.91E-02

6D

prom. 3.06E-01 1.36E-01 2.56E-01 1.17E-01 1.14E-01 1.17E-01 2.98E-01 3.05E-01
var. 2.51E-04 3.15E-04 3.31E-04 1.22E-05 9.83E-06 6.90E-06 3.76E-04 3.96E-04
max. 3.68E-01 1.99E-01 2.97E-01 1.25E-01 1.23E-01 1.23E-01 3.66E-01 3.68E-01
min. 2.79E-01 1.29E-01 2.14E-01 1.09E-01 1.09E-01 1.12E-01 2.56E-01 2.79E-01
desv.est. 1.58E-02 1.77E-02 1.82E-02 3.49E-03 3.14E-03 2.63E-03 1.94E-02 1.99E-02

7D

prom. 2.69E-01 1.20E-01 3.69E-01 1.85E-01 1.16E-01 1.17E-01 2.69E-01 2.78E-01
var. 3.31E-04 2.67E-03 4.85E-04 1.22E-05 3.91E-06 8.22E-06 1.22E-04 2.19E-03
max. 3.37E-01 2.94E-01 4.13E-01 1.96E-01 1.22E-01 1.25E-01 2.99E-01 4.35E-01
min. 2.53E-01 9.35E-02 2.99E-01 1.79E-01 1.12E-01 1.11E-01 2.47E-01 2.50E-01
desv.est. 1.82E-02 5.17E-02 2.20E-02 3.50E-03 1.98E-03 2.87E-03 1.10E-02 4.68E-02

8D

prom. 5.37E-01 1.58E-01 4.96E-01 2.36E-01 1.23E-01 1.23E-01 4.82E-01 4.99E-01
var. 4.04E-04 1.55E-03 3.64E-03 1.33E-05 6.49E-07 8.93E-07 6.91E-04 9.01E-04
max. 5.69E-01 2.63E-01 7.16E-01 2.45E-01 1.25E-01 1.26E-01 5.26E-01 5.55E-01
min. 4.87E-01 1.36E-01 4.11E-01 2.28E-01 1.22E-01 1.22E-01 4.10E-01 4.46E-01
desv.est. 2.01E-02 3.94E-02 6.03E-02 3.65E-03 8.06E-04 9.45E-04 2.63E-02 3.00E-02

9D

prom. 5.40E-01 1.65E-01 6.54E-01 2.85E-01 1.49E-01 1.49E-01 4.86E-01 5.19E-01
var. 3.71E-04 7.13E-04 4.66E-03 9.80E-06 9.12E-07 1.56E-06 5.26E-04 4.37E-04
max. 5.72E-01 2.48E-01 8.17E-01 2.93E-01 1.52E-01 1.54E-01 5.55E-01 5.63E-01
min. 4.88E-01 1.55E-01 5.49E-01 2.77E-01 1.47E-01 1.48E-01 4.38E-01 4.70E-01
desv.est. 1.93E-02 2.67E-02 6.83E-02 3.13E-03 9.55E-04 1.25E-03 2.29E-02 2.09E-02

10D

prom. 6.02E-01 2.08E-01 7.36E-01 3.18E-01 1.76E-01 1.76E-01 5.34E-01 5.74E-01
var. 2.41E-04 1.53E-03 7.52E-03 8.01E-06 2.69E-07 2.29E-07 6.94E-04 5.01E-04
max. 6.28E-01 3.62E-01 9.83E-01 3.23E-01 1.78E-01 1.77E-01 5.72E-01 6.10E-01
min. 5.58E-01 1.83E-01 5.92E-01 3.11E-01 1.76E-01 1.75E-01 4.71E-01 5.07E-01
desv.est. 1.55E-02 3.91E-02 8.67E-02 2.83E-03 5.19E-04 4.79E-04 2.63E-02 2.24E-02
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Tabla B.21: Comparación de los valores de IGD+ obtenidos por varios optimizadores para
el problema DTLZ5.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDx

3D

prom. 3.81E-03 2.24E-02 1.84E-03 6.09E-03 6.11E-03 6.08E-03 3.83E-03 3.79E-03
var. 1.18E-08 3.93E-04 1.02E-08 5.49E-10 1.18E-09 5.86E-10 8.06E-10 4.52E-12
max. 4.55E-03 8.36E-02 2.07E-03 6.16E-03 6.21E-03 6.14E-03 3.90E-03 3.80E-03
min. 3.79E-03 4.52E-03 1.66E-03 6.05E-03 6.04E-03 6.03E-03 3.77E-03 3.79E-03
desv.est. 1.09E-04 1.98E-02 1.01E-04 2.34E-05 3.44E-05 2.42E-05 2.84E-05 2.13E-06

4D

prom. 7.79E-03 6.31E-02 1.36E-02 1.45E-02 1.45E-02 1.45E-02 9.79E-03 7.23E-03
var. 1.01E-06 3.84E-04 4.01E-06 3.45E-09 3.87E-09 2.82E-09 4.61E-07 6.70E-10
max. 1.05E-02 1.05E-01 1.78E-02 1.47E-02 1.47E-02 1.47E-02 1.06E-02 7.32E-03
min. 7.22E-03 2.63E-02 9.61E-03 1.44E-02 1.44E-02 1.44E-02 7.43E-03 7.19E-03
desv.est. 1.01E-03 1.96E-02 2.00E-03 5.87E-05 6.22E-05 5.31E-05 6.79E-04 2.59E-05

5D

prom. 8.49E-03 1.33E-01 1.89E-02 4.58E-02 4.59E-02 4.58E-02 1.10E-02 7.08E-03
var. 4.31E-06 1.14E-03 1.91E-05 7.97E-08 9.26E-08 7.85E-08 3.40E-06 3.51E-07
max. 1.39E-02 2.21E-01 3.08E-02 4.64E-02 4.64E-02 4.66E-02 1.40E-02 7.82E-03
min. 5.98E-03 8.11E-02 1.30E-02 4.53E-02 4.50E-02 4.54E-02 6.92E-03 6.02E-03
desv.est. 2.08E-03 3.37E-02 4.37E-03 2.82E-04 3.04E-04 2.80E-04 1.84E-03 5.92E-04

6D

prom. 8.46E-03 2.92E-01 2.59E-02 3.57E-02 3.62E-02 3.55E-02 1.04E-02 8.75E-03
var. 3.22E-06 6.07E-03 4.48E-05 7.54E-06 7.06E-06 2.57E-06 3.15E-06 4.74E-06
max. 1.26E-02 5.74E-01 4.66E-02 5.25E-02 4.49E-02 4.24E-02 1.43E-02 1.46E-02
min. 6.25E-03 1.44E-01 1.71E-02 3.43E-02 3.42E-02 3.39E-02 7.59E-03 6.31E-03
desv.est. 1.79E-03 7.79E-02 6.69E-03 2.75E-03 2.66E-03 1.60E-03 1.77E-03 2.18E-03

7D

prom. 2.70E-02 5.42E-01 3.13E-02 2.63E-01 1.70E-01 1.70E-01 4.27E-02 2.26E-02
var. 8.59E-05 1.56E-02 3.35E-05 1.60E-08 7.98E-12 2.37E-12 2.55E-05 8.15E-06
max. 4.35E-02 8.79E-01 4.20E-02 2.63E-01 1.70E-01 1.70E-01 5.78E-02 3.46E-02
min. 2.15E-02 3.23E-01 2.04E-02 2.63E-01 1.70E-01 1.70E-01 2.67E-02 2.15E-02
desv.est. 9.27E-03 1.25E-01 5.79E-03 1.27E-04 2.82E-06 1.54E-06 5.05E-03 2.85E-03

8D

prom. 1.80E-02 7.73E-01 3.57E-02 3.77E-01 1.46E-01 1.47E-01 2.02E-02 1.67E-02
var. 4.87E-07 3.00E-02 5.69E-05 7.86E-32 1.27E-05 1.26E-05 3.50E-06 3.25E-06
max. 1.88E-02 1.37E+00 5.22E-02 3.77E-01 1.53E-01 1.53E-01 2.58E-02 1.83E-02
min. 1.65E-02 4.29E-01 2.19E-02 3.77E-01 1.41E-01 1.42E-01 1.72E-02 9.97E-03
desv.est. 6.98E-04 1.73E-01 7.55E-03 2.80E-16 3.57E-03 3.54E-03 1.87E-03 1.80E-03

9D

prom. 1.79E-02 9.86E-01 3.59E-02 3.77E-01 1.58E-01 1.58E-01 2.10E-02 1.66E-02
var. 1.06E-07 3.44E-02 9.60E-05 7.86E-32 1.31E-08 1.30E-08 1.06E-05 2.91E-06
max. 1.83E-02 1.48E+00 6.03E-02 3.77E-01 1.58E-01 1.58E-01 3.20E-02 1.86E-02
min. 1.67E-02 7.30E-01 2.06E-02 3.77E-01 1.57E-01 1.57E-01 1.08E-02 1.05E-02
desv.est. 3.26E-04 1.85E-01 9.80E-03 2.80E-16 1.15E-04 1.14E-04 3.25E-03 1.71E-03

10D

prom. 1.86E-02 1.01E+00 3.64E-02 3.77E-01 1.62E-01 1.62E-01 2.27E-02 1.73E-02
var. 2.09E-06 3.39E-02 8.45E-05 7.86E-32 9.11E-09 1.35E-08 1.10E-05 3.96E-06
max. 1.98E-02 1.45E+00 5.52E-02 3.77E-01 1.62E-01 1.62E-01 3.16E-02 1.98E-02
min. 1.09E-02 5.01E-01 2.22E-02 3.77E-01 1.62E-01 1.62E-01 1.83E-02 1.09E-02
desv.est. 1.45E-03 1.84E-01 9.19E-03 2.80E-16 9.54E-05 1.16E-04 3.31E-03 1.99E-03
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Tabla B.22: Comparación de los valores de IGD+ obtenidos por varios optimizadores para
el problema DTLZ6.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDx

3D

prom. 9.85E-02 1.59E-01 1.28E-03 5.98E-03 5.98E-03 5.98E-03 4.97E-03 9.13E-02
var. 1.08E-03 1.30E-03 1.15E-10 3.27E-12 4.53E-12 3.08E-12 2.14E-06 8.08E-04
max. 1.64E-01 2.42E-01 1.31E-03 5.99E-03 5.99E-03 5.99E-03 1.49E-02 1.60E-01
min. 2.46E-02 6.85E-02 1.25E-03 5.98E-03 5.98E-03 5.98E-03 3.85E-03 2.39E-02
desv.est. 3.28E-02 3.60E-02 1.07E-05 1.81E-06 2.13E-06 1.76E-06 1.46E-03 2.84E-02

4D

prom. 1.28E-01 1.27E+00 1.77E-02 1.44E-02 1.44E-02 1.44E-02 1.01E-01 1.06E-01
var. 1.60E-03 7.96E-03 1.22E-05 9.49E-11 1.26E-10 8.87E-11 1.65E-03 1.10E-03
max. 1.95E-01 1.42E+00 3.02E-02 1.44E-02 1.44E-02 1.44E-02 2.02E-01 1.64E-01
min. 4.90E-02 1.11E+00 1.16E-02 1.44E-02 1.44E-02 1.44E-02 1.41E-02 9.35E-03
desv.est. 4.00E-02 8.92E-02 3.49E-03 9.74E-06 1.12E-05 9.42E-06 4.07E-02 3.32E-02

5D

prom. 1.38E-01 1.75E+00 3.56E-02 4.57E-02 4.57E-02 4.57E-02 1.14E-02 1.12E-01
var. 1.47E-03 8.53E-03 3.41E-05 6.91E-09 3.02E-09 8.19E-09 1.70E-06 7.71E-04
max. 2.05E-01 1.94E+00 5.47E-02 4.58E-02 4.58E-02 4.58E-02 1.74E-02 1.79E-01
min. 5.71E-02 1.55E+00 2.40E-02 4.54E-02 4.55E-02 4.54E-02 7.59E-03 5.09E-02
desv.est. 3.83E-02 9.24E-02 5.84E-03 8.31E-05 5.49E-05 9.05E-05 1.30E-03 2.78E-02

6D

prom. 1.33E-01 2.20E+00 4.31E-02 3.41E-02 3.39E-02 3.40E-02 1.79E-02 1.12E-01
var. 1.84E-03 1.70E-02 5.82E-06 2.07E-07 8.27E-08 2.16E-07 4.23E-05 1.00E-03
max. 2.23E-01 2.50E+00 4.79E-02 3.51E-02 3.50E-02 3.51E-02 3.25E-02 1.71E-01
min. 2.89E-02 1.95E+00 3.31E-02 3.37E-02 3.36E-02 3.36E-02 8.00E-03 3.17E-02
desv.est. 4.29E-02 1.30E-01 2.41E-03 4.55E-04 2.88E-04 4.65E-04 6.50E-03 3.17E-02

7D

prom. 1.51E-01 4.41E+00 4.92E-02 2.63E-01 1.70E-01 1.70E-01 2.72E-01 1.40E-01
var. 1.28E-03 5.41E-02 6.44E-05 6.33E-06 5.03E-32 3.82E-07 9.00E-03 1.10E-03
max. 2.37E-01 4.86E+00 6.66E-02 2.78E-01 1.70E-01 1.70E-01 5.46E-01 2.21E-01
min. 7.55E-02 3.85E+00 4.24E-02 2.57E-01 1.70E-01 1.65E-01 1.33E-01 7.74E-02
desv.est. 3.58E-02 2.33E-01 8.03E-03 2.52E-03 2.24E-16 6.18E-04 9.48E-02 3.31E-02

8D

prom. 1.29E-01 6.65E+00 5.18E-02 3.77E-01 1.51E-01 1.50E-01 1.59E-01 1.27E-01
var. 1.64E-03 8.29E-02 5.03E-05 7.86E-32 8.43E-06 1.13E-05 7.21E-04 1.37E-03
max. 2.29E-01 7.30E+00 6.85E-02 3.77E-01 1.53E-01 1.53E-01 2.05E-01 2.09E-01
min. 4.24E-02 5.86E+00 4.17E-02 3.77E-01 1.43E-01 1.41E-01 9.45E-02 1.84E-02
desv.est. 4.05E-02 2.88E-01 7.09E-03 2.80E-16 2.90E-03 3.36E-03 2.68E-02 3.70E-02

9D

prom. 1.37E-01 7.17E+00 5.37E-02 3.77E-01 1.58E-01 1.58E-01 1.89E-01 1.29E-01
var. 1.13E-03 8.51E-02 5.61E-05 8.00E-14 5.55E-09 1.04E-08 2.18E-03 1.55E-03
max. 2.05E-01 7.75E+00 6.64E-02 3.77E-01 1.58E-01 1.58E-01 2.97E-01 2.25E-01
min. 6.47E-02 6.61E+00 4.27E-02 3.77E-01 1.57E-01 1.57E-01 9.90E-02 5.49E-02
desv.est. 3.37E-02 2.92E-01 7.49E-03 2.83E-07 7.45E-05 1.02E-04 4.67E-02 3.94E-02

10D

prom. 1.42E-01 7.84E+00 5.50E-02 3.77E-01 1.62E-01 1.62E-01 1.69E-01 1.31E-01
var. 1.83E-03 1.41E-01 5.19E-05 7.86E-32 5.11E-10 9.10E-10 2.03E-03 1.39E-03
max. 2.20E-01 8.54E+00 6.96E-02 3.77E-01 1.62E-01 1.62E-01 2.77E-01 2.27E-01
min. 4.25E-02 6.76E+00 4.26E-02 3.77E-01 1.62E-01 1.62E-01 4.74E-02 5.81E-02
desv.est. 4.27E-02 3.76E-01 7.20E-03 2.80E-16 2.26E-05 3.02E-05 4.51E-02 3.73E-02
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Tabla B.23: Comparación de los valores de IGD+ obtenidos por varios optimizadores para
el problema DTLZ7.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDx

3D

prom. 8.27E-02 3.41E-02 5.21E-02 1.21E-01 2.74E-01 8.07E-02 1.57E-01 1.62E-01
var. 7.65E-07 2.39E-06 2.55E-03 2.20E-02 7.40E-02 3.19E-03 1.70E-02 2.31E-02
max. 8.36E-02 3.83E-02 2.22E-01 6.62E-01 6.63E-01 2.33E-01 6.58E-01 6.78E-01
min. 8.04E-02 3.11E-02 3.18E-02 5.04E-02 4.94E-02 5.01E-02 6.48E-02 7.76E-02
desv.est. 8.75E-04 1.54E-03 5.05E-02 1.48E-01 2.72E-01 5.65E-02 1.30E-01 1.52E-01

4D

prom. 2.40E-01 1.05E-01 1.54E-01 4.18E-01 3.96E-01 4.21E-01 3.15E-01 3.46E-01
var. 8.55E-05 7.00E-05 1.35E-04 8.85E-03 2.19E-02 3.46E-03 1.22E-02 1.80E-02
max. 3.04E-01 1.40E-01 1.80E-01 5.50E-01 9.57E-01 5.39E-01 9.50E-01 9.66E-01
min. 2.37E-01 9.32E-02 1.29E-01 1.93E-01 1.52E-01 2.27E-01 2.50E-01 2.34E-01
desv.est. 9.25E-03 8.36E-03 1.16E-02 9.41E-02 1.48E-01 5.88E-02 1.11E-01 1.34E-01

5D

prom. 4.07E-01 2.19E-01 2.94E-01 7.28E-01 7.58E-01 7.31E-01 6.05E-01 3.79E-01
var. 2.30E-03 7.19E-04 3.07E-04 7.70E-03 6.76E-02 8.54E-03 2.40E-02 2.63E-03
max. 5.46E-01 3.15E-01 3.29E-01 7.93E-01 1.36E+00 7.88E-01 1.26E+00 4.88E-01
min. 3.03E-01 1.68E-01 2.54E-01 4.37E-01 4.65E-01 4.38E-01 4.31E-01 2.84E-01
desv.est. 4.80E-02 2.68E-02 1.75E-02 8.78E-02 2.60E-01 9.24E-02 1.55E-01 5.12E-02

6D

prom. 5.65E-01 4.32E-01 5.20E-01 9.03E-01 1.05E+00 9.31E-01 7.90E-01 7.05E-01
var. 1.48E-03 3.74E-03 7.07E-04 6.14E-03 1.44E-01 4.03E-03 1.14E-02 4.01E-03
max. 6.70E-01 6.89E-01 5.78E-01 9.86E-01 1.79E+00 9.91E-01 9.65E-01 8.12E-01
min. 4.88E-01 3.49E-01 4.62E-01 7.29E-01 5.86E-01 7.65E-01 6.02E-01 5.65E-01
desv.est. 3.85E-02 6.11E-02 2.66E-02 7.84E-02 3.80E-01 6.35E-02 1.07E-01 6.33E-02

7D

prom. 4.17E-01 5.82E-01 7.84E-01 1.13E+00 1.24E+00 1.20E+00 7.38E-01 6.14E-01
var. 1.67E-03 4.82E-03 3.66E-03 1.35E-02 5.23E-04 2.16E-03 7.40E-03 2.57E-02
max. 6.15E-01 8.61E-01 9.55E-01 1.31E+00 1.28E+00 1.26E+00 1.16E+00 1.18E+00
min. 3.93E-01 4.76E-01 6.70E-01 9.28E-01 1.16E+00 1.00E+00 6.40E-01 3.85E-01
desv.est. 4.09E-02 6.94E-02 6.05E-02 1.16E-01 2.29E-02 4.65E-02 8.60E-02 1.60E-01

8D

prom. 8.49E-01 8.68E-01 9.96E-01 1.16E+00 1.16E+00 1.14E+00 5.59E-01 7.18E-01
var. 3.65E-04 4.41E-02 6.46E-03 2.41E-02 1.10E-03 3.40E-03 5.73E-03 8.85E-03
max. 8.55E-01 1.44E+00 1.18E+00 1.95E+00 1.19E+00 1.21E+00 9.16E-01 8.55E-01
min. 7.19E-01 5.46E-01 8.38E-01 9.84E-01 9.62E-01 8.53E-01 4.73E-01 5.62E-01
desv.est. 1.91E-02 2.10E-01 8.04E-02 1.55E-01 3.32E-02 5.83E-02 7.57E-02 9.41E-02

9D

prom. 9.86E-01 1.22E+00 1.22E+00 1.25E+00 1.26E+00 1.26E+00 6.63E-01 8.07E-01
var. 8.48E-04 1.17E-01 4.97E-03 1.06E-02 1.00E-03 9.35E-04 3.27E-02 1.12E-02
max. 1.00E+00 2.04E+00 1.40E+00 1.47E+00 1.30E+00 1.31E+00 1.73E+00 1.00E+00
min. 8.70E-01 7.72E-01 1.05E+00 1.07E+00 1.13E+00 1.11E+00 5.54E-01 6.35E-01
desv.est. 2.91E-02 3.42E-01 7.05E-02 1.03E-01 3.17E-02 3.06E-02 1.81E-01 1.06E-01

10D

prom. 1.28E+00 1.48E+00 1.52E+00 1.46E+00 1.50E+00 1.47E+00 8.72E-01 1.11E+00
var. 3.94E-03 1.22E-01 4.73E-03 1.12E-02 7.02E-04 5.92E-03 4.90E-03 7.92E-03
max. 1.36E+00 2.80E+00 1.74E+00 1.65E+00 1.55E+00 1.53E+00 1.11E+00 1.31E+00
min. 1.12E+00 1.06E+00 1.38E+00 1.25E+00 1.40E+00 1.21E+00 7.66E-01 9.09E-01
desv.est. 6.28E-02 3.50E-01 6.88E-02 1.06E-01 2.65E-02 7.70E-02 7.00E-02 8.90E-02
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Tabla B.24: Comparación de los valores de IGD+ obtenidos por varios optimizadores para
el problema WFG1.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDx

3D

prom. 1.12E+00 1.23E+00 5.51E-01 1.49E+00 1.49E+00 1.49E+00 1.44E+00 1.21E+00
var. 8.97E-05 1.65E-04 7.83E-03 2.20E-04 2.05E-04 2.94E-04 1.20E-04 1.94E-04
max. 1.13E+00 1.26E+00 7.25E-01 1.52E+00 1.52E+00 1.52E+00 1.46E+00 1.24E+00
min. 1.10E+00 1.21E+00 7.33E-02 1.46E+00 1.46E+00 1.45E+00 1.40E+00 1.19E+00
desv.est. 9.47E-03 1.28E-02 8.85E-02 1.48E-02 1.43E-02 1.72E-02 1.10E-02 1.39E-02

4D

prom. 1.34E+00 1.53E+00 9.76E-01 1.84E+00 1.82E+00 1.83E+00 1.73E+00 1.45E+00
var. 2.39E-04 2.56E-04 4.22E-03 1.58E-03 1.63E-03 1.75E-03 1.95E-03 2.26E-04
max. 1.38E+00 1.56E+00 1.14E+00 1.95E+00 1.96E+00 1.92E+00 1.93E+00 1.48E+00
min. 1.32E+00 1.48E+00 8.36E-01 1.74E+00 1.76E+00 1.70E+00 1.67E+00 1.42E+00
desv.est. 1.54E-02 1.60E-02 6.49E-02 3.97E-02 4.04E-02 4.18E-02 4.42E-02 1.50E-02

5D

prom. 1.49E+00 1.86E+00 1.24E+00 1.93E+00 1.93E+00 1.92E+00 1.74E+00 1.59E+00
var. 5.05E-04 4.31E-04 6.74E-03 8.89E-05 8.35E-05 8.23E-05 1.69E-04 2.56E-04
max. 1.57E+00 1.91E+00 1.41E+00 1.95E+00 1.95E+00 1.94E+00 1.77E+00 1.62E+00
min. 1.45E+00 1.80E+00 1.10E+00 1.91E+00 1.91E+00 1.89E+00 1.72E+00 1.55E+00
desv.est. 2.25E-02 2.08E-02 8.21E-02 9.43E-03 9.14E-03 9.07E-03 1.30E-02 1.60E-02

6D

prom. 1.63E+00 2.10E+00 1.52E+00 2.14E+00 2.14E+00 2.13E+00 1.90E+00 1.75E+00
var. 7.41E-04 3.60E-04 1.04E-02 1.03E-04 1.32E-04 1.47E-04 1.37E-04 6.92E-04
max. 1.70E+00 2.14E+00 1.74E+00 2.16E+00 2.19E+00 2.16E+00 1.92E+00 1.83E+00
min. 1.58E+00 2.05E+00 1.21E+00 2.12E+00 2.12E+00 2.08E+00 1.87E+00 1.70E+00
desv.est. 2.72E-02 1.90E-02 1.02E-01 1.01E-02 1.15E-02 1.21E-02 1.17E-02 2.63E-02

7D

prom. 2.01E+00 2.16E+00 1.63E+00 2.60E+00 2.90E+00 2.88E+00 2.41E+00 2.41E+00
var. 6.75E-03 1.52E-03 1.11E-02 3.87E-03 5.14E-03 3.38E-03 5.11E-03 3.78E-02
max. 2.20E+00 2.29E+00 1.88E+00 2.72E+00 3.05E+00 2.98E+00 2.61E+00 2.98E+00
min. 1.88E+00 2.07E+00 1.40E+00 2.47E+00 2.70E+00 2.74E+00 2.22E+00 2.03E+00
desv.est. 8.22E-02 3.89E-02 1.05E-01 6.22E-02 7.17E-02 5.81E-02 7.15E-02 1.94E-01

8D

prom. 1.88E+00 2.38E+00 1.77E+00 2.51E+00 2.54E+00 2.53E+00 2.41E+00 2.10E+00
var. 8.17E-04 7.16E-04 1.49E-02 6.32E-03 4.27E-04 3.14E-04 4.11E-03 1.34E-03
max. 1.94E+00 2.42E+00 2.01E+00 2.69E+00 2.59E+00 2.57E+00 2.53E+00 2.16E+00
min. 1.84E+00 2.30E+00 1.51E+00 2.34E+00 2.50E+00 2.50E+00 2.23E+00 2.02E+00
desv.est. 2.86E-02 2.68E-02 1.22E-01 7.95E-02 2.07E-02 1.77E-02 6.41E-02 3.65E-02

9D

prom. 1.99E+00 2.57E+00 1.99E+00 2.77E+00 2.74E+00 2.73E+00 2.59E+00 2.24E+00
var. 1.37E-03 8.55E-04 8.57E-03 9.58E-04 5.40E-04 5.17E-04 5.40E-03 1.96E-03
max. 2.09E+00 2.64E+00 2.15E+00 2.83E+00 2.79E+00 2.80E+00 2.72E+00 2.35E+00
min. 1.94E+00 2.50E+00 1.75E+00 2.70E+00 2.68E+00 2.69E+00 2.42E+00 2.16E+00
desv.est. 3.71E-02 2.92E-02 9.26E-02 3.10E-02 2.32E-02 2.27E-02 7.35E-02 4.43E-02

10D

prom. 2.14E+00 2.76E+00 2.10E+00 2.93E+00 2.90E+00 2.90E+00 2.77E+00 2.40E+00
var. 2.87E-03 4.37E-03 1.60E-02 1.04E-03 4.31E-04 2.75E-04 3.96E-03 4.51E-03
max. 2.26E+00 2.92E+00 2.35E+00 3.01E+00 2.93E+00 2.94E+00 2.96E+00 2.62E+00
min. 2.05E+00 2.61E+00 1.77E+00 2.87E+00 2.86E+00 2.86E+00 2.64E+00 2.27E+00
desv.est. 5.36E-02 6.61E-02 1.27E-01 3.23E-02 2.08E-02 1.66E-02 6.29E-02 6.71E-02
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Tabla B.25: Comparación de los valores de IGD+ obtenidos por varios optimizadores para
el problema WFG2.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDx

3D

prom. 6.18E-02 4.86E-02 1.04E-01 7.89E-02 7.62E-02 7.22E-02 1.95E-01 8.39E-02
var. 8.11E-06 4.63E-06 1.26E-04 4.97E-05 3.85E-05 2.12E-05 1.19E-03 4.54E-04
max. 7.35E-02 5.46E-02 1.29E-01 9.47E-02 9.25E-02 8.17E-02 2.90E-01 1.83E-01
min. 5.82E-02 4.36E-02 7.83E-02 6.54E-02 6.18E-02 6.19E-02 9.45E-02 6.07E-02
desv.est. 2.85E-03 2.15E-03 1.12E-02 7.05E-03 6.20E-03 4.60E-03 3.45E-02 2.13E-02

4D

prom. 2.00E-01 1.16E-01 3.07E-01 2.45E-01 2.08E-01 2.24E-01 6.22E-01 2.28E-01
var. 2.93E-05 2.12E-05 1.50E-03 1.23E-03 6.45E-04 8.82E-04 5.22E-03 7.22E-04
max. 2.18E-01 1.29E-01 3.96E-01 3.38E-01 2.66E-01 3.12E-01 7.70E-01 3.16E-01
min. 1.94E-01 1.09E-01 2.47E-01 1.69E-01 1.44E-01 1.63E-01 4.65E-01 1.91E-01
desv.est. 5.41E-03 4.61E-03 3.87E-02 3.50E-02 2.54E-02 2.97E-02 7.23E-02 2.69E-02

5D

prom. 2.33E-01 2.13E-01 5.73E-01 2.14E-01 2.03E-01 2.02E-01 2.66E-01 2.75E-01
var. 1.00E-03 1.54E-04 6.36E-03 1.39E-04 5.47E-05 6.92E-05 1.58E-03 1.55E-03
max. 3.05E-01 2.38E-01 8.15E-01 2.40E-01 2.22E-01 2.30E-01 3.59E-01 3.69E-01
min. 1.85E-01 1.66E-01 4.39E-01 1.95E-01 1.90E-01 1.84E-01 1.95E-01 2.06E-01
desv.est. 3.16E-02 1.24E-02 7.98E-02 1.18E-02 7.40E-03 8.32E-03 3.97E-02 3.94E-02

6D

prom. 2.65E-01 ¿½DIV/0! 7.13E-01 2.41E-01 2.31E-01 2.24E-01 2.91E-01 3.54E-01
var. 1.32E-03 #DIV/0! 7.16E-03 9.70E-05 1.72E-05 2.69E-05 9.13E-04 4.29E-03
max. 3.50E-01 0.00E+00 8.73E-01 2.69E-01 2.41E-01 2.36E-01 3.67E-01 5.83E-01
min. 2.03E-01 0.00E+00 4.48E-01 2.26E-01 2.21E-01 2.10E-01 2.28E-01 2.36E-01
desv.est. 3.63E-02 #DIV/0! 8.46E-02 9.85E-03 4.15E-03 5.19E-03 3.02E-02 6.55E-02

7D

prom. 1.82E+00 2.79E-01 8.67E-01 6.59E-01 1.46E+00 1.60E+00 2.52E+00 1.99E+00
var. 1.02E+00 1.27E-04 1.28E-02 4.79E-02 2.80E-01 2.61E-01 2.92E-01 1.50E+00
max. 5.38E+00 3.03E-01 1.07E+00 1.10E+00 2.66E+00 2.73E+00 3.92E+00 5.42E+00
min. 4.34E-01 2.37E-01 4.81E-01 2.39E-01 5.57E-01 6.97E-01 1.43E+00 6.36E-01
desv.est. 1.01E+00 1.13E-02 1.13E-01 2.19E-01 5.29E-01 5.11E-01 5.40E-01 1.22E+00

8D

prom. 2.95E-01 3.52E-01 9.52E-01 4.34E-01 4.87E-01 4.94E-01 1.88E+00 3.60E-01
var. 5.67E-05 3.42E-04 1.61E-02 3.04E-03 5.44E-03 6.21E-03 1.46E-01 8.31E-03
max. 3.16E-01 3.87E-01 1.30E+00 5.47E-01 6.71E-01 6.95E-01 3.07E+00 6.98E-01
min. 2.79E-01 3.17E-01 6.75E-01 2.73E-01 3.45E-01 3.69E-01 1.15E+00 2.68E-01
desv.est. 7.53E-03 1.85E-02 1.27E-01 5.51E-02 7.37E-02 7.88E-02 3.83E-01 9.12E-02

9D

prom. 2.68E-01 3.67E-01 1.08E+00 3.72E-01 5.74E-01 5.87E-01 2.62E+00 4.38E-01
var. 2.00E-04 8.60E-04 1.85E-02 1.73E-03 9.82E-03 1.42E-02 3.41E-01 2.70E-02
max. 3.28E-01 4.62E-01 1.34E+00 4.70E-01 8.24E-01 8.73E-01 4.28E+00 8.92E-01
min. 2.49E-01 3.18E-01 7.40E-01 2.94E-01 4.46E-01 3.70E-01 1.54E+00 2.69E-01
desv.est. 1.41E-02 2.93E-02 1.36E-01 4.16E-02 9.91E-02 1.19E-01 5.84E-01 1.64E-01

10D

prom. 3.02E-01 3.61E-01 1.10E+00 3.78E-01 6.81E-01 6.77E-01 2.92E+00 7.60E-01
var. 4.26E-03 5.02E-04 2.59E-02 2.01E-03 1.43E-02 1.62E-02 3.74E-01 1.53E-01
max. 5.51E-01 4.29E-01 1.44E+00 4.79E-01 1.01E+00 9.06E-01 4.56E+00 2.02E+00
min. 2.59E-01 3.20E-01 7.67E-01 2.94E-01 4.31E-01 4.37E-01 1.43E+00 2.71E-01
desv.est. 6.52E-02 2.24E-02 1.61E-01 4.49E-02 1.19E-01 1.27E-01 6.12E-01 3.92E-01
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Tabla B.26: Comparación de los valores de IGD+ obtenidos por varios optimizadores para
el problema WFG3.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDx

3D

prom. 6.60E-02 9.17E-02 1.06E-01 1.93E-01 1.88E-01 1.75E-01 2.26E-01 1.36E-01
var. 1.80E-04 6.90E-05 1.79E-04 5.46E-04 2.69E-04 5.06E-04 1.59E-03 8.61E-04
max. 9.69E-02 1.11E-01 1.33E-01 2.55E-01 2.21E-01 2.22E-01 3.05E-01 2.12E-01
min. 4.80E-02 7.38E-02 7.08E-02 1.45E-01 1.45E-01 1.33E-01 1.26E-01 8.92E-02
desv.est. 1.34E-02 8.31E-03 1.34E-02 2.34E-02 1.64E-02 2.25E-02 3.99E-02 2.93E-02

4D

prom. 2.80E-01 2.93E-01 3.04E-01 5.54E-01 5.68E-01 4.60E-01 7.14E-01 3.66E-01
var. 7.11E-04 6.55E-04 1.83E-03 7.83E-03 7.77E-03 1.19E-02 9.50E-03 2.11E-03
max. 3.72E-01 3.49E-01 4.01E-01 7.19E-01 7.68E-01 7.33E-01 9.17E-01 4.98E-01
min. 2.28E-01 2.43E-01 2.21E-01 4.01E-01 3.61E-01 3.09E-01 5.45E-01 2.73E-01
desv.est. 2.67E-02 2.56E-02 4.28E-02 8.85E-02 8.82E-02 1.09E-01 9.74E-02 4.59E-02

5D

prom. 1.07E+00 1.19E+00 5.44E-01 1.11E+00 1.10E+00 1.07E+00 1.18E+00 1.13E+00
var. 3.22E-03 1.10E-02 3.10E-03 4.04E-03 4.58E-03 6.50E-03 8.57E-03 5.78E-03
max. 1.21E+00 1.54E+00 6.33E-01 1.25E+00 1.22E+00 1.25E+00 1.39E+00 1.31E+00
min. 9.72E-01 1.00E+00 4.32E-01 9.62E-01 9.07E-01 8.98E-01 9.46E-01 9.66E-01
desv.est. 5.68E-02 1.05E-01 5.57E-02 6.36E-02 6.77E-02 8.06E-02 9.26E-02 7.60E-02

6D

prom. 1.56E+00 1.47E+00 7.22E-01 1.57E+00 1.53E+00 1.54E+00 1.54E+00 1.57E+00
var. 1.11E-02 1.04E-02 8.90E-03 3.58E-03 5.54E-03 5.20E-03 9.19E-03 8.31E-03
max. 1.81E+00 1.92E+00 9.49E-01 1.68E+00 1.71E+00 1.72E+00 1.79E+00 1.72E+00
min. 1.32E+00 1.26E+00 5.22E-01 1.45E+00 1.38E+00 1.34E+00 1.36E+00 1.37E+00
desv.est. 1.06E-01 1.02E-01 9.43E-02 5.99E-02 7.44E-02 7.21E-02 9.58E-02 9.12E-02

7D

prom. 2.18E+00 1.15E+00 8.54E-01 2.39E+00 2.37E+00 2.41E+00 2.23E+00 2.47E+00
var. 8.59E-03 8.04E-03 9.49E-03 3.16E-03 1.24E-02 1.39E-02 5.46E-02 2.50E-02
max. 2.36E+00 1.34E+00 1.18E+00 2.58E+00 2.60E+00 2.66E+00 2.83E+00 2.85E+00
min. 1.92E+00 8.87E-01 7.17E-01 2.31E+00 2.04E+00 2.13E+00 1.66E+00 2.08E+00
desv.est. 9.27E-02 8.97E-02 9.74E-02 5.62E-02 1.12E-01 1.18E-01 2.34E-01 1.58E-01

8D

prom. 5.88E-01 1.51E+00 9.60E-01 3.14E+00 1.95E+00 2.00E+00 9.87E-01 6.42E-01
var. 6.88E-04 9.48E-03 1.90E-02 4.59E-03 2.79E-03 3.76E-03 7.30E-03 4.03E-03
max. 6.39E-01 1.73E+00 1.30E+00 3.30E+00 2.09E+00 2.15E+00 1.17E+00 7.69E-01
min. 5.36E-01 1.30E+00 6.84E-01 3.04E+00 1.85E+00 1.90E+00 8.10E-01 5.25E-01
desv.est. 2.62E-02 9.73E-02 1.38E-01 6.78E-02 5.28E-02 6.13E-02 8.54E-02 6.35E-02

9D

prom. 7.35E-01 1.29E+00 1.08E+00 3.39E+00 2.32E+00 2.32E+00 1.17E+00 7.65E-01
var. 1.32E-03 2.07E-01 1.62E-02 8.94E-03 6.82E-03 6.51E-03 1.30E-02 4.93E-03
max. 8.17E-01 1.85E+00 1.34E+00 3.61E+00 2.51E+00 2.53E+00 1.48E+00 9.33E-01
min. 6.47E-01 5.18E-01 7.88E-01 3.25E+00 2.19E+00 2.17E+00 9.52E-01 6.33E-01
desv.est. 3.63E-02 4.55E-01 1.27E-01 9.45E-02 8.26E-02 8.07E-02 1.14E-01 7.02E-02

10D

prom. 6.50E-01 8.55E-01 1.15E+00 3.59E+00 2.72E+00 2.67E+00 1.22E+00 7.29E-01
var. 9.21E-04 1.80E-01 2.12E-02 1.13E-02 2.36E-02 2.17E-02 9.67E-03 6.92E-03
max. 7.28E-01 1.84E+00 1.50E+00 3.88E+00 3.02E+00 3.05E+00 1.46E+00 9.90E-01
min. 5.95E-01 3.90E-01 8.44E-01 3.47E+00 2.48E+00 2.44E+00 1.00E+00 5.87E-01
desv.est. 3.04E-02 4.24E-01 1.45E-01 1.06E-01 1.53E-01 1.47E-01 9.83E-02 8.32E-02
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Tabla B.27: Comparación de los valores de IGD+ obtenidos por varios optimizadores para
el problema WFG4.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDx

3D

prom. 1.23E-01 8.17E-02 1.46E-01 2.02E-01 1.99E-01 1.99E-01 1.29E-01 1.16E-01
var. 5.10E-06 5.12E-06 8.94E-05 7.28E-05 5.43E-05 8.29E-05 1.69E-05 6.34E-06
max. 1.27E-01 8.66E-02 1.70E-01 2.24E-01 2.18E-01 2.15E-01 1.40E-01 1.22E-01
min. 1.16E-01 7.72E-02 1.30E-01 1.85E-01 1.83E-01 1.78E-01 1.21E-01 1.11E-01
desv.est. 2.26E-03 2.26E-03 9.46E-03 8.53E-03 7.37E-03 9.10E-03 4.11E-03 2.52E-03

4D

prom. 4.73E-01 2.12E-01 3.50E-01 4.00E-01 3.94E-01 3.78E-01 4.98E-01 4.66E-01
var. 1.27E-04 9.50E-06 2.21E-04 1.38E-03 1.13E-03 1.13E-03 7.49E-04 1.77E-04
max. 4.91E-01 2.17E-01 3.78E-01 4.85E-01 4.75E-01 4.56E-01 5.61E-01 4.91E-01
min. 4.40E-01 2.06E-01 3.25E-01 3.33E-01 3.26E-01 3.18E-01 4.36E-01 4.37E-01
desv.est. 1.13E-02 3.08E-03 1.49E-02 3.71E-02 3.36E-02 3.36E-02 2.74E-02 1.33E-02

5D

prom. 8.03E-01 5.00E-01 6.21E-01 7.39E-01 7.17E-01 7.20E-01 8.16E-01 7.77E-01
var. 1.27E-03 4.01E-05 4.16E-04 4.50E-04 2.72E-04 3.67E-04 1.19E-03 1.29E-03
max. 8.70E-01 5.14E-01 6.67E-01 7.88E-01 7.50E-01 7.59E-01 8.80E-01 8.53E-01
min. 7.02E-01 4.87E-01 5.69E-01 6.89E-01 6.69E-01 6.76E-01 7.43E-01 6.94E-01
desv.est. 3.56E-02 6.34E-03 2.04E-02 2.12E-02 1.65E-02 1.92E-02 3.44E-02 3.60E-02

6D

prom. 1.17E+00 1.06E+00 8.96E-01 9.80E-01 9.62E-01 9.57E-01 1.17E+00 1.16E+00
var. 1.31E-03 1.65E-02 7.05E-04 4.68E-04 3.79E-04 3.18E-04 1.35E-03 8.01E-04
max. 1.24E+00 1.27E+00 9.65E-01 1.03E+00 1.01E+00 9.92E-01 1.24E+00 1.22E+00
min. 1.05E+00 7.90E-01 8.35E-01 9.39E-01 9.23E-01 8.86E-01 1.09E+00 1.10E+00
desv.est. 3.61E-02 1.29E-01 2.66E-02 2.16E-02 1.95E-02 1.78E-02 3.68E-02 2.83E-02

7D

prom. 2.64E+00 6.30E-01 1.15E+00 1.44E+00 1.16E+00 1.14E+00 3.97E+00 2.61E+00
var. 1.61E-01 6.51E-05 1.06E-03 5.06E-03 7.13E-03 4.31E-03 2.17E-01 1.26E-01
max. 3.76E+00 6.48E-01 1.24E+00 1.57E+00 1.41E+00 1.28E+00 5.06E+00 3.58E+00
min. 1.42E+00 6.15E-01 1.08E+00 1.27E+00 9.96E-01 1.02E+00 3.19E+00 1.79E+00
desv.est. 4.01E-01 8.07E-03 3.25E-02 7.11E-02 8.45E-02 6.57E-02 4.66E-01 3.54E-01

8D

prom. 2.00E+00 9.63E-01 1.34E+00 1.50E+00 1.06E+00 1.03E+00 4.05E+00 2.02E+00
var. 1.85E-02 1.38E-03 2.78E-03 8.16E-03 8.54E-04 9.75E-04 1.42E-01 8.07E-03
max. 2.17E+00 1.07E+00 1.55E+00 1.83E+00 1.13E+00 1.11E+00 5.05E+00 2.14E+00
min. 1.64E+00 9.02E-01 1.25E+00 1.36E+00 9.94E-01 9.66E-01 3.27E+00 1.74E+00
desv.est. 1.36E-01 3.72E-02 5.27E-02 9.04E-02 2.92E-02 3.12E-02 3.77E-01 8.98E-02

9D

prom. 2.13E+00 1.05E+00 1.57E+00 1.57E+00 1.24E+00 1.22E+00 5.24E+00 2.29E+00
var. 8.20E-03 9.20E-04 8.16E-03 4.95E-03 1.42E-03 9.83E-04 2.48E-01 4.66E-01
max. 2.23E+00 1.14E+00 1.81E+00 1.76E+00 1.32E+00 1.28E+00 6.13E+00 4.98E+00
min. 1.76E+00 1.00E+00 1.41E+00 1.46E+00 1.17E+00 1.15E+00 3.93E+00 1.64E+00
desv.est. 9.06E-02 3.03E-02 9.03E-02 7.04E-02 3.77E-02 3.14E-02 4.98E-01 6.83E-01

10D

prom. 2.49E+00 1.21E+00 1.71E+00 1.68E+00 1.35E+00 1.32E+00 6.73E+00 2.92E+00
var. 1.71E-02 6.72E-04 1.49E-02 5.63E-03 1.32E-03 1.11E-03 2.36E-01 1.58E+00
max. 2.65E+00 1.25E+00 2.25E+00 1.95E+00 1.44E+00 1.43E+00 7.64E+00 6.25E+00
min. 2.06E+00 1.15E+00 1.55E+00 1.55E+00 1.29E+00 1.25E+00 5.64E+00 1.50E+00
desv.est. 1.31E-01 2.59E-02 1.22E-01 7.50E-02 3.64E-02 3.33E-02 4.86E-01 1.26E+00
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Tabla B.28: Comparación de los valores de IGD+ obtenidos por varios optimizadores para
el problema WFG5.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDx

3D

prom. 1.82E-01 1.22E-01 1.50E-01 1.74E-01 1.73E-01 1.73E-01 1.79E-01 1.75E-01
var. 1.45E-06 2.08E-06 1.41E-05 2.71E-05 2.23E-05 1.91E-05 7.86E-06 5.55E-06
max. 1.85E-01 1.28E-01 1.59E-01 1.84E-01 1.80E-01 1.80E-01 1.88E-01 1.81E-01
min. 1.80E-01 1.20E-01 1.43E-01 1.56E-01 1.53E-01 1.61E-01 1.75E-01 1.70E-01
desv.est. 1.20E-03 1.44E-03 3.75E-03 5.21E-03 4.73E-03 4.37E-03 2.80E-03 2.36E-03

4D

prom. 4.66E-01 2.44E-01 3.39E-01 4.18E-01 4.28E-01 3.98E-01 5.30E-01 4.97E-01
var. 8.93E-04 1.01E-05 2.36E-04 1.46E-03 1.18E-03 1.42E-03 4.57E-04 2.24E-03
max. 5.23E-01 2.50E-01 3.92E-01 5.02E-01 4.94E-01 4.96E-01 5.96E-01 5.52E-01
min. 4.08E-01 2.36E-01 3.15E-01 3.46E-01 3.46E-01 3.32E-01 4.87E-01 3.97E-01
desv.est. 2.99E-02 3.18E-03 1.54E-02 3.82E-02 3.43E-02 3.77E-02 2.14E-02 4.73E-02

5D

prom. 8.41E-01 5.19E-01 6.33E-01 6.76E-01 6.68E-01 6.74E-01 8.87E-01 8.27E-01
var. 1.75E-03 2.72E-05 1.23E-03 1.70E-04 2.30E-04 1.69E-04 1.88E-03 1.69E-03
max. 9.33E-01 5.33E-01 7.41E-01 7.06E-01 7.06E-01 7.03E-01 9.61E-01 9.04E-01
min. 7.29E-01 5.08E-01 5.79E-01 6.43E-01 6.44E-01 6.41E-01 7.61E-01 7.22E-01
desv.est. 4.19E-02 5.22E-03 3.51E-02 1.30E-02 1.52E-02 1.30E-02 4.34E-02 4.12E-02

6D

prom. 1.22E+00 1.21E+00 1.00E+00 8.94E-01 8.80E-01 8.90E-01 1.27E+00 1.21E+00
var. 1.00E-03 4.45E-02 1.16E-02 7.72E-04 3.72E-04 4.25E-04 2.48E-03 1.72E-03
max. 1.30E+00 1.52E+00 1.32E+00 9.54E-01 9.40E-01 9.44E-01 1.36E+00 1.29E+00
min. 1.11E+00 7.88E-01 8.80E-01 8.39E-01 8.51E-01 8.39E-01 1.17E+00 1.12E+00
desv.est. 3.16E-02 2.11E-01 1.08E-01 2.78E-02 1.93E-02 2.06E-02 4.98E-02 4.14E-02

7D

prom. 1.18E+00 6.42E-01 1.48E+00 1.08E+00 1.57E+00 1.61E+00 3.23E+00 2.09E+00
var. 4.02E-02 9.84E-06 4.25E-02 1.39E-02 2.40E-02 2.91E-02 3.13E-01 4.55E-01
max. 2.23E+00 6.49E-01 1.83E+00 1.81E+00 1.83E+00 1.91E+00 4.05E+00 2.88E+00
min. 9.53E-01 6.36E-01 1.15E+00 1.02E+00 1.18E+00 1.21E+00 1.35E+00 1.23E+00
desv.est. 2.01E-01 3.14E-03 2.06E-01 1.18E-01 1.55E-01 1.71E-01 5.59E-01 6.74E-01

8D

prom. 2.05E+00 1.04E+00 1.97E+00 1.51E+00 1.17E+00 1.14E+00 3.34E+00 2.14E+00
var. 2.01E-02 1.74E-03 8.45E-02 1.36E-01 4.48E-03 6.25E-03 3.72E-01 1.96E-03
max. 2.24E+00 1.15E+00 2.45E+00 2.27E+00 1.34E+00 1.30E+00 4.30E+00 2.20E+00
min. 1.63E+00 9.58E-01 1.34E+00 1.17E+00 1.04E+00 9.83E-01 1.87E+00 2.00E+00
desv.est. 1.42E-01 4.17E-02 2.91E-01 3.69E-01 6.70E-02 7.90E-02 6.10E-01 4.43E-02

9D

prom. 2.17E+00 1.09E+00 2.35E+00 1.78E+00 1.54E+00 1.44E+00 4.50E+00 2.23E+00
var. 1.36E-02 8.67E-04 1.87E-02 5.11E-02 7.91E-03 6.50E-03 2.69E-01 7.78E-03
max. 2.31E+00 1.18E+00 2.60E+00 2.15E+00 1.73E+00 1.58E+00 5.60E+00 2.30E+00
min. 1.80E+00 1.05E+00 2.07E+00 1.24E+00 1.34E+00 1.29E+00 2.92E+00 1.85E+00
desv.est. 1.17E-01 2.95E-02 1.37E-01 2.26E-01 8.89E-02 8.06E-02 5.18E-01 8.82E-02

10D

prom. 2.63E+00 1.22E+00 2.77E+00 2.03E+00 1.88E+00 1.78E+00 5.95E+00 2.61E+00
var. 2.56E-02 2.70E-04 2.94E-02 3.89E-02 2.10E-02 1.50E-02 3.40E-01 4.64E-03
max. 2.75E+00 1.26E+00 3.02E+00 2.44E+00 2.27E+00 2.02E+00 7.39E+00 2.70E+00
min. 2.06E+00 1.18E+00 2.41E+00 1.39E+00 1.56E+00 1.52E+00 4.03E+00 2.30E+00
desv.est. 1.60E-01 1.64E-02 1.71E-01 1.97E-01 1.45E-01 1.22E-01 5.83E-01 6.81E-02
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Tabla B.29: Comparación de los valores de IGD+ obtenidos por varios optimizadores para
el problema WFG6.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDx

3D

prom. 1.65E-01 1.20E-01 1.82E-01 1.62E-01 1.65E-01 1.67E-01 1.85E-01 1.56E-01
var. 4.81E-05 3.80E-05 3.23E-04 2.83E-05 1.57E-04 6.52E-05 2.27E-05 5.91E-05
max. 1.78E-01 1.40E-01 2.17E-01 1.74E-01 1.84E-01 1.75E-01 1.94E-01 1.70E-01
min. 1.50E-01 1.08E-01 1.53E-01 1.39E-01 1.31E-01 1.42E-01 1.74E-01 1.43E-01
desv.est. 6.94E-03 6.16E-03 1.80E-02 5.32E-03 1.25E-02 8.07E-03 4.77E-03 7.68E-03

4D

prom. 5.25E-01 2.50E-01 4.28E-01 2.99E-01 2.95E-01 2.97E-01 5.68E-01 5.26E-01
var. 9.41E-05 5.25E-05 1.94E-04 2.46E-03 1.56E-03 6.90E-04 3.09E-04 1.63E-04
max. 5.44E-01 2.63E-01 4.55E-01 4.69E-01 4.67E-01 4.49E-01 6.19E-01 5.56E-01
min. 5.04E-01 2.31E-01 3.92E-01 2.35E-01 2.22E-01 2.25E-01 5.37E-01 4.94E-01
desv.est. 9.70E-03 7.24E-03 1.39E-02 4.96E-02 3.95E-02 2.63E-02 1.76E-02 1.28E-02

5D

prom. 8.61E-01 5.35E-01 7.31E-01 6.32E-01 6.53E-01 6.59E-01 9.35E-01 8.65E-01
var. 9.87E-04 8.90E-04 3.16E-04 6.20E-04 6.06E-04 5.38E-04 9.59E-04 1.32E-03
max. 9.13E-01 7.23E-01 7.72E-01 7.01E-01 7.03E-01 7.17E-01 1.02E+00 9.29E-01
min. 7.73E-01 5.11E-01 6.93E-01 5.88E-01 5.76E-01 6.08E-01 8.42E-01 7.81E-01
desv.est. 3.14E-02 2.98E-02 1.78E-02 2.49E-02 2.46E-02 2.32E-02 3.10E-02 3.63E-02

6D

prom. 1.22E+00 1.29E+00 9.56E-01 8.90E-01 9.11E-01 9.24E-01 1.31E+00 1.25E+00
var. 8.01E-04 4.21E-02 3.96E-04 6.54E-04 4.55E-04 5.96E-04 9.17E-04 5.02E-04
max. 1.26E+00 1.59E+00 9.86E-01 9.38E-01 9.70E-01 9.69E-01 1.37E+00 1.29E+00
min. 1.12E+00 7.91E-01 8.88E-01 8.17E-01 8.68E-01 8.43E-01 1.24E+00 1.19E+00
desv.est. 2.83E-02 2.05E-01 1.99E-02 2.56E-02 2.13E-02 2.44E-02 3.03E-02 2.24E-02

7D

prom. 2.28E+00 6.39E-01 1.13E+00 1.01E+00 9.06E-01 8.92E-01 3.85E+00 2.79E+00
var. 2.51E-01 1.11E-04 1.91E-04 1.24E-03 4.64E-02 4.50E-02 9.32E-02 3.69E-01
max. 3.00E+00 6.65E-01 1.15E+00 1.15E+00 1.88E+00 1.86E+00 4.40E+00 3.88E+00
min. 1.35E+00 6.16E-01 1.09E+00 9.79E-01 7.58E-01 7.69E-01 2.77E+00 1.39E+00
desv.est. 5.01E-01 1.05E-02 1.38E-02 3.52E-02 2.15E-01 2.12E-01 3.05E-01 6.07E-01

8D

prom. 1.94E+00 1.03E+00 1.26E+00 1.17E+00 9.16E-01 9.01E-01 4.17E+00 2.15E+00
var. 2.43E-02 2.87E-03 1.23E-04 9.01E-03 3.34E-04 3.11E-04 2.38E-01 1.12E-01
max. 2.20E+00 1.20E+00 1.29E+00 1.61E+00 9.50E-01 9.49E-01 5.25E+00 3.74E+00
min. 1.57E+00 9.33E-01 1.23E+00 1.11E+00 8.69E-01 8.66E-01 3.21E+00 1.52E+00
desv.est. 1.56E-01 5.36E-02 1.11E-02 9.49E-02 1.83E-02 1.76E-02 4.88E-01 3.35E-01

9D

prom. 2.01E+00 1.09E+00 1.36E+00 1.21E+00 1.10E+00 1.06E+00 5.35E+00 2.28E+00
var. 3.65E-02 6.92E-04 3.71E-05 2.39E-03 3.51E-04 2.44E-04 1.67E-01 2.95E-01
max. 2.28E+00 1.16E+00 1.38E+00 1.47E+00 1.14E+00 1.10E+00 6.06E+00 5.21E+00
min. 1.53E+00 1.05E+00 1.34E+00 1.17E+00 1.06E+00 1.04E+00 4.51E+00 1.72E+00
desv.est. 1.91E-01 2.63E-02 6.09E-03 4.89E-02 1.87E-02 1.56E-02 4.09E-01 5.43E-01

10D

prom. 2.55E+00 1.21E+00 1.43E+00 1.29E+00 1.16E+00 1.15E+00 6.95E+00 4.00E+00
var. 5.17E-01 5.60E-04 1.47E-05 9.52E-05 1.69E-04 1.14E-04 1.71E-01 3.23E+00
max. 6.04E+00 1.26E+00 1.43E+00 1.31E+00 1.20E+00 1.18E+00 7.94E+00 7.13E+00
min. 1.89E+00 1.17E+00 1.41E+00 1.27E+00 1.14E+00 1.13E+00 6.16E+00 1.61E+00
desv.est. 7.19E-01 2.37E-02 3.84E-03 9.76E-03 1.30E-02 1.07E-02 4.13E-01 1.80E+00
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Tabla B.30: Comparación de los valores de IGD+ obtenidos por varios optimizadores para
el problema WFG7.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDx

3D

prom. 1.26E-01 7.25E-02 1.29E-01 1.60E-01 1.57E-01 1.54E-01 1.66E-01 1.24E-01
var. 3.73E-06 1.05E-06 2.53E-05 4.29E-05 2.99E-05 4.38E-05 4.40E-05 1.27E-05
max. 1.30E-01 7.49E-02 1.41E-01 1.73E-01 1.68E-01 1.69E-01 1.84E-01 1.33E-01
min. 1.17E-01 7.05E-02 1.18E-01 1.42E-01 1.41E-01 1.42E-01 1.56E-01 1.15E-01
desv.est. 1.93E-03 1.02E-03 5.03E-03 6.55E-03 5.47E-03 6.62E-03 6.63E-03 3.57E-03

4D

prom. 4.86E-01 1.94E-01 3.63E-01 5.01E-01 4.94E-01 4.88E-01 6.07E-01 4.93E-01
var. 7.91E-05 7.16E-06 1.64E-04 1.01E-03 8.52E-04 7.85E-04 5.01E-04 1.04E-04
max. 4.99E-01 2.05E-01 3.99E-01 5.68E-01 5.44E-01 5.69E-01 6.53E-01 5.07E-01
min. 4.54E-01 1.90E-01 3.30E-01 4.35E-01 4.26E-01 4.33E-01 5.65E-01 4.58E-01
desv.est. 8.89E-03 2.68E-03 1.28E-02 3.17E-02 2.92E-02 2.80E-02 2.24E-02 1.02E-02

5D

prom. 8.11E-01 5.34E-01 6.43E-01 8.01E-01 7.82E-01 7.70E-01 9.37E-01 8.20E-01
var. 9.44E-04 5.89E-04 3.30E-04 3.64E-04 3.03E-04 2.50E-04 1.22E-03 9.59E-04
max. 8.71E-01 6.23E-01 6.74E-01 8.40E-01 8.30E-01 8.04E-01 1.01E+00 8.80E-01
min. 7.37E-01 4.92E-01 6.03E-01 7.45E-01 7.41E-01 7.37E-01 8.48E-01 7.30E-01
desv.est. 3.07E-02 2.43E-02 1.82E-02 1.91E-02 1.74E-02 1.58E-02 3.49E-02 3.10E-02

6D

prom. 1.18E+00 1.20E+00 8.99E-01 1.07E+00 1.04E+00 1.03E+00 1.32E+00 1.19E+00
var. 6.45E-04 3.00E-02 1.17E-03 5.24E-04 4.27E-04 4.88E-04 1.22E-03 1.03E-03
max. 1.23E+00 1.51E+00 1.02E+00 1.12E+00 1.10E+00 1.07E+00 1.42E+00 1.24E+00
min. 1.12E+00 8.24E-01 8.30E-01 1.01E+00 9.99E-01 9.77E-01 1.24E+00 1.12E+00
desv.est. 2.54E-02 1.73E-01 3.42E-02 2.29E-02 2.07E-02 2.21E-02 3.49E-02 3.22E-02

7D

prom. 1.45E+00 5.77E-01 1.12E+00 1.66E+00 1.74E+00 1.70E+00 3.96E+00 1.61E+00
var. 6.82E-02 2.45E-05 3.17E-03 2.93E-02 6.31E-02 4.97E-02 1.33E-01 2.56E-01
max. 2.66E+00 5.93E-01 1.30E+00 2.00E+00 2.30E+00 2.37E+00 5.10E+00 3.58E+00
min. 1.17E+00 5.68E-01 1.05E+00 1.27E+00 1.28E+00 1.32E+00 2.57E+00 1.19E+00
desv.est. 2.61E-01 4.95E-03 5.63E-02 1.71E-01 2.51E-01 2.23E-01 3.64E-01 5.06E-01

8D

prom. 1.85E+00 9.71E-01 1.26E+00 2.01E+00 1.25E+00 1.20E+00 4.52E+00 1.97E+00
var. 4.46E-02 2.89E-03 4.51E-03 2.44E-02 4.40E-03 1.65E-03 1.41E-01 7.57E-02
max. 2.14E+00 1.12E+00 1.62E+00 2.41E+00 1.47E+00 1.32E+00 5.38E+00 3.36E+00
min. 1.31E+00 8.81E-01 1.21E+00 1.64E+00 1.15E+00 1.12E+00 3.65E+00 1.45E+00
desv.est. 2.11E-01 5.37E-02 6.72E-02 1.56E-01 6.63E-02 4.06E-02 3.76E-01 2.75E-01

9D

prom. 1.87E+00 1.03E+00 1.54E+00 2.02E+00 1.50E+00 1.42E+00 5.70E+00 2.28E+00
var. 8.32E-02 9.36E-04 2.17E-02 1.74E-02 6.99E-03 3.41E-03 1.18E-01 5.36E-01
max. 3.24E+00 1.12E+00 2.09E+00 2.26E+00 1.71E+00 1.59E+00 6.59E+00 5.05E+00
min. 1.38E+00 9.81E-01 1.36E+00 1.74E+00 1.35E+00 1.33E+00 5.01E+00 1.64E+00
desv.est. 2.89E-01 3.06E-02 1.47E-01 1.32E-01 8.36E-02 5.84E-02 3.44E-01 7.32E-01

10D

prom. 2.78E+00 1.15E+00 1.73E+00 2.23E+00 1.81E+00 1.56E+00 7.26E+00 3.34E+00
var. 1.07E+00 5.40E-04 4.72E-02 1.88E-02 1.55E-01 1.59E-02 9.79E-02 2.24E+00
max. 5.97E+00 1.23E+00 2.37E+00 2.47E+00 3.14E+00 2.15E+00 7.83E+00 6.66E+00
min. 1.57E+00 1.11E+00 1.50E+00 1.83E+00 1.40E+00 1.38E+00 6.54E+00 1.77E+00
desv.est. 1.03E+00 2.32E-02 2.17E-01 1.37E-01 3.94E-01 1.26E-01 3.13E-01 1.50E+00
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Tabla B.31: Comparación de los valores de IGD+ obtenidos por varios optimizadores para
el problema WFG8.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDx

3D

prom. 1.72E-01 1.43E-01 2.24E-01 2.82E-01 2.79E-01 2.74E-01 2.43E-01 1.82E-01
var. 1.35E-05 1.05E-05 5.14E-05 1.86E-04 2.84E-04 1.62E-04 3.89E-04 4.92E-05
max. 1.84E-01 1.53E-01 2.37E-01 3.24E-01 3.23E-01 3.04E-01 3.02E-01 2.07E-01
min. 1.65E-01 1.36E-01 2.09E-01 2.58E-01 2.44E-01 2.44E-01 2.16E-01 1.69E-01
desv.est. 3.67E-03 3.24E-03 7.17E-03 1.36E-02 1.69E-02 1.27E-02 1.97E-02 7.01E-03

4D

prom. 5.57E-01 2.86E-01 5.08E-01 7.02E-01 6.71E-01 6.92E-01 7.85E-01 5.64E-01
var. 4.82E-05 1.32E-05 3.28E-04 7.09E-04 6.31E-04 7.79E-04 3.34E-03 1.65E-04
max. 5.73E-01 2.95E-01 5.46E-01 7.72E-01 7.21E-01 7.47E-01 9.17E-01 5.96E-01
min. 5.35E-01 2.77E-01 4.65E-01 6.39E-01 6.23E-01 6.38E-01 6.62E-01 5.39E-01
desv.est. 6.94E-03 3.63E-03 1.81E-02 2.66E-02 2.51E-02 2.79E-02 5.78E-02 1.29E-02

5D

prom. 9.31E-01 6.01E-01 8.25E-01 9.96E-01 9.73E-01 9.68E-01 1.21E+00 9.63E-01
var. 2.99E-03 1.26E-04 7.71E-04 1.03E-03 7.72E-04 1.04E-03 1.24E-02 3.49E-03
max. 1.13E+00 6.40E-01 8.80E-01 1.07E+00 1.05E+00 1.07E+00 1.44E+00 1.18E+00
min. 8.41E-01 5.83E-01 7.75E-01 9.36E-01 9.13E-01 9.01E-01 1.04E+00 8.45E-01
desv.est. 5.47E-02 1.12E-02 2.78E-02 3.21E-02 2.78E-02 3.23E-02 1.11E-01 5.91E-02

6D

prom. 1.40E+00 1.20E+00 1.13E+00 1.32E+00 1.31E+00 1.30E+00 1.79E+00 1.53E+00
var. 6.06E-03 1.70E-02 1.05E-03 9.23E-04 1.08E-03 1.15E-03 2.68E-02 2.09E-02
max. 1.76E+00 1.49E+00 1.19E+00 1.40E+00 1.37E+00 1.36E+00 2.05E+00 1.91E+00
min. 1.28E+00 9.47E-01 1.05E+00 1.24E+00 1.25E+00 1.23E+00 1.50E+00 1.38E+00
desv.est. 7.78E-02 1.30E-01 3.24E-02 3.04E-02 3.28E-02 3.39E-02 1.64E-01 1.45E-01

7D

prom. 2.99E+00 8.06E-01 1.43E+00 2.18E+00 2.12E+00 2.04E+00 4.02E+00 3.07E+00
var. 2.78E-02 4.03E-05 2.55E-03 3.04E-02 1.12E-01 2.10E-02 1.02E-01 9.20E-02
max. 3.70E+00 8.20E-01 1.58E+00 2.77E+00 3.18E+00 2.54E+00 4.72E+00 3.86E+00
min. 2.71E+00 7.94E-01 1.35E+00 1.92E+00 1.76E+00 1.85E+00 3.11E+00 2.43E+00
desv.est. 1.67E-01 6.34E-03 5.05E-02 1.74E-01 3.35E-01 1.45E-01 3.19E-01 3.03E-01

8D

prom. 3.65E+00 1.38E+00 1.69E+00 2.42E+00 1.76E+00 1.70E+00 4.98E+00 3.89E+00
var. 1.10E-01 5.73E-04 1.35E-02 2.99E-02 1.11E-02 5.06E-03 8.28E-02 2.43E-01
max. 4.21E+00 1.43E+00 1.95E+00 2.99E+00 2.18E+00 1.84E+00 5.60E+00 4.90E+00
min. 3.06E+00 1.33E+00 1.53E+00 1.97E+00 1.60E+00 1.55E+00 4.44E+00 2.90E+00
desv.est. 3.31E-01 2.39E-02 1.16E-01 1.73E-01 1.05E-01 7.11E-02 2.88E-01 4.93E-01

9D

prom. 4.61E+00 1.43E+00 2.04E+00 2.47E+00 2.18E+00 1.94E+00 6.07E+00 4.99E+00
var. 6.59E-02 1.05E-02 1.82E-02 2.17E-02 1.41E-01 5.60E-03 1.48E-01 1.64E-01
max. 5.38E+00 2.12E+00 2.29E+00 2.82E+00 3.13E+00 2.06E+00 6.73E+00 5.84E+00
min. 3.91E+00 1.37E+00 1.78E+00 2.22E+00 1.85E+00 1.75E+00 4.94E+00 4.09E+00
desv.est. 2.57E-01 1.03E-01 1.35E-01 1.47E-01 3.76E-01 7.48E-02 3.84E-01 4.04E-01

10D

prom. 6.23E+00 1.59E+00 2.27E+00 2.70E+00 2.53E+00 2.09E+00 7.66E+00 6.76E+00
var. 9.54E-02 2.20E-02 1.83E-02 2.93E-02 3.80E-01 6.51E-03 2.09E-01 2.59E-01
max. 7.07E+00 2.45E+00 2.48E+00 3.11E+00 4.98E+00 2.27E+00 8.60E+00 7.91E+00
min. 5.64E+00 1.53E+00 1.99E+00 2.36E+00 1.98E+00 1.94E+00 6.73E+00 5.78E+00
desv.est. 3.09E-01 1.48E-01 1.35E-01 1.71E-01 6.17E-01 8.07E-02 4.57E-01 5.09E-01
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Tabla B.32: Comparación de los valores de IGD+ obtenidos por varios optimizadores para
el problema WFG9.
Dim. Est. MOEAD-DE NSGA-III HEIA MOIA-DCSS VD-MOIA BCD-MOIA SIAMD SIAMDx

3D

prom. 1.59E-01 1.15E-01 1.95E-01 1.95E-01 2.03E-01 1.87E-01 2.03E-01 1.80E-01
var. 5.83E-04 9.76E-05 2.75E-04 2.35E-04 1.99E-04 7.01E-04 4.43E-04 6.81E-04
max. 2.14E-01 1.67E-01 2.19E-01 2.06E-01 2.15E-01 2.14E-01 2.24E-01 2.15E-01
min. 1.38E-01 1.03E-01 1.51E-01 1.47E-01 1.44E-01 1.44E-01 1.49E-01 1.44E-01
desv.est. 2.41E-02 9.88E-03 1.66E-02 1.53E-02 1.41E-02 2.65E-02 2.11E-02 2.61E-02

4D

prom. 5.04E-01 2.72E-01 4.88E-01 5.06E-01 4.89E-01 4.97E-01 6.60E-01 5.29E-01
var. 8.25E-04 3.35E-04 1.51E-03 7.55E-04 1.26E-03 1.23E-03 1.08E-02 8.47E-04
max. 5.68E-01 3.18E-01 5.76E-01 5.67E-01 5.56E-01 5.51E-01 8.65E-01 5.87E-01
min. 4.39E-01 2.45E-01 3.86E-01 4.41E-01 3.88E-01 3.78E-01 5.05E-01 4.69E-01
desv.est. 2.87E-02 1.83E-02 3.89E-02 2.75E-02 3.55E-02 3.51E-02 1.04E-01 2.91E-02

5D

prom. 7.79E-01 6.50E-01 9.55E-01 6.95E-01 6.83E-01 6.86E-01 9.53E-01 8.54E-01
var. 2.26E-03 4.23E-03 1.19E-02 3.60E-04 3.89E-04 3.36E-04 6.45E-03 1.07E-02
max. 8.57E-01 8.84E-01 1.23E+00 7.40E-01 7.25E-01 7.18E-01 1.22E+00 1.45E+00
min. 6.16E-01 5.41E-01 7.81E-01 6.69E-01 6.34E-01 6.43E-01 8.30E-01 6.88E-01
desv.est. 4.75E-02 6.50E-02 1.09E-01 1.90E-02 1.97E-02 1.83E-02 8.03E-02 1.03E-01

6D

prom. 1.15E+00 1.26E+00 1.60E+00 9.41E-01 9.11E-01 9.22E-01 1.36E+00 1.24E+00
var. 1.41E-03 5.49E-02 2.05E-02 4.99E-04 5.17E-04 4.62E-04 1.50E-02 6.56E-03
max. 1.26E+00 1.64E+00 1.84E+00 1.01E+00 9.66E-01 9.74E-01 1.89E+00 1.67E+00
min. 1.08E+00 9.55E-01 1.33E+00 8.88E-01 8.61E-01 8.75E-01 1.19E+00 1.14E+00
desv.est. 3.76E-02 2.34E-01 1.43E-01 2.23E-02 2.27E-02 2.15E-02 1.22E-01 8.10E-02

7D

prom. 2.50E+00 7.41E-01 2.23E+00 1.64E+00 1.48E+00 1.49E+00 3.85E+00 2.75E+00
var. 2.81E-01 5.57E-04 2.20E-02 6.04E-02 4.12E-02 4.10E-02 2.76E-01 2.04E-01
max. 3.03E+00 8.11E-01 2.42E+00 2.33E+00 2.02E+00 2.11E+00 4.80E+00 3.96E+00
min. 1.28E+00 7.01E-01 1.77E+00 1.22E+00 1.08E+00 1.15E+00 2.02E+00 1.57E+00
desv.est. 5.31E-01 2.36E-02 1.48E-01 2.46E-01 2.03E-01 2.02E-01 5.25E-01 4.52E-01

8D

prom. 1.83E+00 1.17E+00 2.81E+00 1.78E+00 1.16E+00 1.13E+00 4.32E+00 2.25E+00
var. 2.29E-01 3.87E-03 1.27E-02 6.63E-02 1.43E-02 1.37E-02 4.84E-01 8.22E-01
max. 4.65E+00 1.30E+00 3.01E+00 2.37E+00 1.66E+00 1.49E+00 5.54E+00 4.85E+00
min. 1.37E+00 1.05E+00 2.48E+00 1.37E+00 9.79E-01 9.55E-01 2.66E+00 1.54E+00
desv.est. 4.79E-01 6.22E-02 1.13E-01 2.57E-01 1.19E-01 1.17E-01 6.96E-01 9.06E-01

9D

prom. 1.92E+00 1.21E+00 2.92E+00 1.68E+00 1.44E+00 1.33E+00 5.48E+00 3.15E+00
var. 3.98E-01 1.80E-03 5.66E-03 2.04E-02 1.77E-02 1.14E-02 2.96E-01 2.87E+00
max. 5.71E+00 1.30E+00 3.09E+00 1.96E+00 1.79E+00 1.57E+00 6.59E+00 6.85E+00
min. 1.46E+00 1.14E+00 2.72E+00 1.36E+00 1.15E+00 1.15E+00 4.21E+00 1.54E+00
desv.est. 6.31E-01 4.24E-02 7.52E-02 1.43E-01 1.33E-01 1.07E-01 5.44E-01 1.70E+00

10D

prom. 2.30E+00 1.34E+00 3.30E+00 1.85E+00 1.68E+00 1.60E+00 6.87E+00 4.89E+00
var. 1.18E+00 8.87E-04 1.13E-02 2.61E-02 3.93E-02 2.82E-02 7.86E-01 3.91E+00
max. 7.54E+00 1.40E+00 3.45E+00 2.27E+00 2.27E+00 2.18E+00 8.46E+00 7.78E+00
min. 1.52E+00 1.26E+00 2.99E+00 1.54E+00 1.40E+00 1.38E+00 3.53E+00 1.66E+00
desv.est. 1.09E+00 2.98E-02 1.07E-01 1.62E-01 1.98E-01 1.68E-01 8.86E-01 1.98E+00
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