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Resumen

Existen muchos problemas del mundo real cuya solución requiere optimizar simultánea-

mente varios objetivos que están en conflicto uno con respecto al otro; es decir, el

mejoramiento de un objetivo implica el deterioro de otro. Estos son llamados Pro-

blemas Multi-Objetivo (POMs). Los Algoritmos Evolutivos Multi-Objetivo (AEMOs)

han sido muy exitosos cuando se resuelven Problemas Multi-Objetivo, principalmente

debido a que no requieren ningún conocimiento espećıfico acerca del problema. Esto

quiere decir que pueden ser aplicados a varios problemas del mundo real con poca o

ninguna modificación. El uso de Algoritmos Evolutivos Multi-Objetivo es particular-

mente adecuado para resolver Problemas Multi-Objetivo ya que trabajan simultánea-

mente con un conjunto de soluciones potenciales (la población). Esta caracteŕıstica

les permite encontrar varias soluciones del Conjunto de Óptimos de Pareto en cada

ejecución.

La optimización mediante cúmulos de part́ıculas (PSO por sus siglas en inglés) es

una técnica de búsqueda heuŕıstica que simula el movimiento del vuelo de un grupo

de aves cuyo objetivo es encontrar comida. Una caracteŕıstica bien conocida de los

algoritmos basados en PSO es su rápida convergencia. Además, es una técnica pobla-

cional lo cual permite que sea un candidato natural para ser extendido a Problemas

de optimización Multi-objetivo. El Speed-constrained Multi-objective Particle Swarm

Optimizer (SMPSO) es uno de los algoritmos multi-objetivo basados en cúmulo de

part́ıculas más destacados en la literatura. SMPSO hace uso de un mecanismo para

limitar la velocidad de las part́ıculas cuando ésta se vuelve muy grande, lo que permi-

te una búsqueda más eficaz en el espacio de las variables. SMPSOhv es una versión

del SMPSO que adopta al indicador de hipervolumen como mecanismo de selección,

la cual muestra un mejor desempeño que SMPSO y es capaz de escalar en el número

de funciones objetivo. Sin embargo, el costo computacional que implica el cálculo del

hipervolumen es exponencial con el número de objetivos lo cual limita seriamente su

uso. Debido a esto, en esta tesis se propone un nuevo mecanismo de selección basado

en el hipervolumen que no realiza el cálculo exacto de la contribución al hipervolumen,
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sino que calcula una aproximación que ayuda a reducir el costo computacional. El

mecanismo de selección propuesto es integrado a SMPSO y el algoritmo resultante

es llamado SMPSOFHV . Este algoritmo es competitivo en cuanto a los tiempos de

ejecución al resolver los conjuntos de problemas de prueba Zitzler-Deb-Thiele (ZDT)

y Deb-Thiele-Laumanns-Zitzler (DTLZ, en su versión de 3 objetivos) con respecto a

los algoritmos del estado del arte utilizados en este trabajo (SMPSO, NSGA− II y

MOEA/D). Los resultados de este trabajo muestran que nuestra propuesta produce

mejores resultados con respecto a tres indicadores del estado del arte (HV , IGD+

y Espaciado). Adicionalmente, el algoritmo propuesto puede resolver problemas de

hasta cinco funciones objetivo con un tiempo de ejecución menor a dos minutos. Éste

es un tiempo considerablemente bueno, ya que si se utilizara el cálculo exacto de la

contribución al hipervolumen en el mecanismo de selección, el tiempo de ejecución

seŕıa de horas.
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Abstract

There are many real world problems that require optimizing several objectives concu-

rrently, furthermore, these objectives are in conflict, in other words, the improvement

of one objective implies the deterioration of another in the problem. These type of pro-

blems are called multi-objective optimization problems (MOPs). The multi-objective

evolutionary algorithms (MOEAs) have been very successful when solving a MOP,

mainly since they need no previous knowledge about the problem. Therefore, MOEAs

can be applied to solve many real world problems with a few or without modifications.

The use of MOEAs is particularly adequated for solving MOPs due to the fact that

the solution of a MOP represents a complete set of points which can be represented

by the population. Then, a MOEA is able to find an approximation of the solution

set (Pareto set and Pareto front) in every single execution.

The particle swarm optimization (PSO) is a heuristic search technique that simu-

lates the movement of a swarm finding food. One of the remarkable features of the

algorithms based on PSO is that the fast rate of convergence. Furthermore, since it is

a set-based technique is then, a natural candidate for being adapted in order to solve

MOPs. The Speed-constrained Multi-objective Particle Swarm Optimizer (SMPSO)

is one of the most widely used techniques within literature. The SMPSO has a spe-

cialized mechanism to control the velocity of the particles when it becomes too high,

this feature allows performing an effective search over the decision variable space. The

SMPSOhv is a modified version of SMPSO that adapts the hypervolume indica-

tor as a selection mechanism. The modification allows SMPSOhv to have a better

performance against the original version, and also the new version is able to scale

the number of objectives. However, the computational cost that implies the calcula-

tion of the hypervolume becomes exponential as the number of objectives increase

which limits the use of this indicator. Due to the previous fact, in this thesis work,

we propose a new selection mechanism that does not require the exact calculation

of the hypervolume contribution, but it calculates an approximation in order to re-

duce the computational cost. The proposed selection mechanism, that is integrated
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into the SMPSO, is called SMPSOFHV . The SMPSOFHV is competitive with the

execution time when solving the test benchmark problems, included in Zitzler-Deb-

Thiele (ZDT) and Deb-Thiele-Laumanns-Zitzler (DTLZ) (3 objectives), against the

following state of the art algorithms: SMPSO, NSGA− II y MOEA/D. Numerical

results show that SMPSOFHV obtain better results with respect to three perfor-

mance indicators (HV , IGD+ and Spacing). Finally, the proposed algorithm is able

to obtain a reliable approximation of the solution set of problems that have up to

five objective functions in less than two minutes. The execution time is acceptable

since if the algorithm computes the exact hypervolume contribution into the selection

mechanism, the execution time grows from minutes to hours.
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Índice de Algoritmos XVII

Lista de Acrónimos XX

1. Introducción 1

1.1. Objetivo de la tesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2. Contribuciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.3. Organización de la tesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2. Conceptos de optimización multi-objetivo 5

2.1. El Problema de Optimización Multi-Objetivo . . . . . . . . . . . . . 5

2.2. Dominancia y Optimalidad de Pareto . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.3. Vectores de referencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3.1. Vector objetivo ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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4. Metaheuŕıstica SMPSOFHV 17

4.1. Algoritmo SMPSO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

4.2. Algoritmos Evolutivos Multi-objetivo basados en Indicadores de Desem-

peño . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4.2.1. Mecanismos de selección basados en Hipervolumen . . . . . . 22

4.3. Propuesta para el cálculo de la contribución al Hipervolumen . . . . . 22

4.3.1. Nuevo mecanismo de selección basado en hipervolumen . . . 27

4.4. Funcionamiento de los mecanismos de selección . . . . . . . . . . . . 28

4.4.1. Mecanismo de selección propuesto en [7] . . . . . . . . . . . . 28

4.4.2. Mecanismo de selección propuesto en [8] . . . . . . . . . . . . 29

4.4.3. Nuevo método de selección propuesto . . . . . . . . . . . . . 30

4.5. Nuestro algoritmo SMPSOFHV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

5. Estudio Experimental 35

5.1. Problemas de prueba . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

5.2. Indicadores de evaluación de desempeño . . . . . . . . . . . . . . . . 36

5.3. Experimento 1: Comparación de desempeño en problemas ZDT1-4,

ZDT6 y DTLZ1-7 (3 objetivos) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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de Part́ıculas



1 — Introducción

Existen muchos problemas de la industria y la ingenieŕıa cuya solución requiere

optimizar simultáneamente varios objetivos que están en conflicto uno con respecto

al otro, es decir, el mejoramiento de un objetivo implica el deterioro de otro en el

problema. A éstos se les conoce como Problemas Multi-Objetivo (POMs). Los Algo-

ritmos Evolutivos Multi-Objetivo (AEMOs) han sido muy exitosos cuando se resuel-

ven Problemas Multi-Objetivos, principalmente debido a que presentan las siguientes

ventajas:

No requieren ningún conocimiento espećıfico acerca del problema.

Pueden ser utilizados como optimizadores efectivos, robustos y globales.

Son fáciles de entender e implementar ya sea en plataformas secuenciales o

paralelas.

Pueden ser hibridizados con técnicas de programación matemática e incluso con

otras metaheuŕısticas.

Son menos susceptibles de ser afectados por la forma y continuidad del Frente

de Pareto en comparación con los métodos de programación matemática.

El uso de Algoritmos Evolutivos Multi-Objetivo es particularmente adecuado para

resolver Problemas Multi-Objetivo ya que trabajan simultáneamente con un conjunto

de soluciones potenciales (la población). Esta caracteŕıstica les permite encontrar

varias soluciones del Conjunto de Óptimos de Pareto en cada ejecución.

Particularmente, los Optimizadores Mediante Cúmulos de Part́ıculas (PSO) han

sido ampliamente utilizados en la última década debido a su simplicidad y buen

1



2 Caṕıtulo 1

desempeño. El éxito de este algoritmo como un optimizador mono-objetivo (princi-

palmente cuando se tienen espacios de búsqueda continuos) ha motivado a los in-

vestigadores a extender el uso de esta técnica bio-inspirada a otras áreas. Una de

ellas es la Optimización Multi-Objetivo. Un número considerable de Optimizadores

Multi-Objetivo basados en Cúmulos de Part́ıculas han sido propuestos, pero existen

aun muchos aspectos que deben ser mejorados.

Estamos seguros de que un buen MOPSO seŕıa útil no sólo para resolver problemas

de prueba estándar encontrados en la literatura, sino también para aplicaciones del

mundo real.

1.1. Objetivo de la tesis

Diseñar una variante del algoritmo Multi-Objetivo basado en Optimización me-

diante Cúmulo de Part́ıculas (MOPSO) que sea mejor o al menos competitivo com-

parado con los algoritmos existentes en el estado del arte, considerando para su com-

paración un conjunto de problemas de prueba estándar e indicadores reportados en

la literatura especializada.

1.2. Contribuciones

Las principales contribuciones de esta tesis se resumen a continuación:

Un nuevo mecanismo de selección basado en el indicador de desempeño conocido

como hipervolumen que muestra ser rápido sin perder calidad significativa en

la distribución y convergencia de las soluciones.

Un nuevo Algoritmo Multi-Objetivo basado en Optimización mediante Cúmulo

de Part́ıculas que utiliza el mecanismo de selección basado en hipervolumen

indicado en el punto anterior, el cual es llamado SMPSOFHV .

Un estudio comparativo detallado de nuestra propuesta con respecto a otros

AEMOs del estado del arte para espacios continuos en baja y alta dimensiona-

lidad.

Universidad de Guanajuato División de Ingenieŕıas
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1.3. Organización de la tesis

Además de este caṕıtulo introductorio, esta tesis contiene seis caṕıtulos y dos

apéndices.

El caṕıtulo 2 contiene una serie de conceptos y definiciones que son necesarios

para un mejor entendimiento de la optimización multi-objetivo.

El caṕıtulo 3 introduce brevemente la optimización mediante cúmulos de part́ıculas

tanto mono-objetivo como multi-objetivo, aśı como las principales caracteŕısticas a

ser consideradas en estos dos tipos de problemas.

El caṕıtulo 4 muestra nuestro mecanismo de selección basado en hipervolumen,

aśı como el algoritmo propuesto.

El caṕıtulo 5 muestra los resultados obtenidos al comparar nuestra propuesta

con respecto a tres AEMOs del estado del arte para espacios continuos. Se emplean

problemas de prueba estándar e indicadores de la literatura especializada para evaluar

el desempeño de cada AEMO. Nuestro algoritmo es puesto a prueba tanto en baja

como en alta dimensionalidad en el espacio de los objetivos. Además, se muestra una

discusión de los resultados obtenidos.

Las conclusiones obtenidas, aśı como también las posibles lineas de trabajo futuro

son descritas en el caṕıtulo 6. El apéndice A contiene una descripción completa de los

problemas de prueba estándar empleados por las metaheuŕısticas adoptadas en este

trabajo de tesis.

Por último, el apéndice B contiene los resultados numéricos obtenidos en los ex-

perimentos, los cuales son organizados en tablas y figuras.
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2 — Conceptos de optimización multi-

objetivo

En este caṕıtulo se definen las caracteŕısticas de un problema de optimización

multi-objetivo, aśı como los conceptos de dominancia y optimalidad de Pareto.

2.1. El Problema de Optimización Multi-Objetivo

La Optimización Multi-Objetivo se refiere a optimizar simultáneamente un con-

junto de dos o más funciones objetivo. Dichos objetivos normalmente se encuentran

en conflicto unos con otros, por lo que mejorar uno implica empeorar el desempeño

de los demás.

Considerando que se minimizarán todos los objetivos (en general, cualquier pro-

blema de maximización puede transformarse fácilmente en un problema de minimi-

zación), las siguientes expresiones definen matemáticamente a un Problema de Opti-

mización Multi-Objetivo.

Definición 1. Problema de Optimización Multi-Objetivo:

Encontrar un vector ~x∗ que satisfaga las m restricciones de desigualdad:

gi(~x
∗) ≤ 0; i = {1, ...,m} (2.1)

las n restricciones de igualdad:

hi(~x
∗) = 0; i = {1, ..., n} (2.2)

5



6 Caṕıtulo 2

y optimice el vector de funciones objetivo:

f(~x∗) = [f1(~x∗), f2(~x∗), ..., fk(~x
∗)] (2.3)

Las restricciones son las que definen la región factible del problema y cualquier

vector ~x∗ que se encuentre en dicha región se considera como una solución factible.

Optimización Mono-Objetivo y Multi-Objetivo

En Optimización, cuando tratamos con Problemas Mono-Objetivo sólo se busca

una solución óptima, mientras que en Problemas Multi-Objetivo se busca un conjunto

de soluciones que representen los mejores compromisos posibles entre los objetivos, ya

que normalmente no existe solución única. Se hace notar que en Optimización Multi-

Objetivo se tienen claramente dos tareas: progresar hacia el frente óptimo de Pareto

y mantener diversidad en el conjunto de soluciones (o sea, obtener una distribución

uniforme a lo largo del frente).

Cabe mencionar que el realizar un proceso adecuado de optimización no implica

que las soluciones obtenidas tendrán una distribución uniforme y vice versa. Por tanto,

mecanismos expĺıcitos o impĺıcitos deben ser introducidos para enfatizar convergencia

hacia el Frente Óptimo de Pareto y para mantener diversidad dentro del conjunto de

soluciones producidas.

2.2. Dominancia y Optimalidad de Pareto

La mayoŕıa de algoritmos de optimización Multi-Objetivo utilizan el concepto

de dominancia de Pareto en su búsqueda. En estos algoritmos, dos soluciones son

comparadas en base a si una domina o no domina a la otra. Para describir el concepto

de optimalidad, introduciremos las siguientes definiciones.

Definición 2. (Dominancia de Pareto) Si se tienen dos vectores ~x, ~y ∈ Rk, se

dice que ~x ≤ ~y si xi ≤ yi para i = {1, ..., k} y que ~x domina a ~y (~x ≺ ~y) si ~x ≤ ~y y

~x 6= ~y.
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Definición 3. (Dominancia débil de Pareto) Si se tienen dos vectores ~x, ~y

∈ Rk, y se cumple ∀i, xi ≤ yi. Entonces se dice que ~x domina débilmente a ~y (~x � ~y).

Definición 4. Se dice que un vector de variables de decisión ~x ∈ X ⊂ Rn es

no-dominado con respecto a X, si no existe otro ~x′ ∈ X tal que f(~x′) ≺ f(~x).

Definición 5. Se dice que un vector de variables de decisión ~x∗ ∈ F ⊂ Rn (F es

la región factible) es óptimo de Pareto si es no dominado con respecto a F .

Definición 6. El conjunto de óptimos de Pareto P∗ es definido como:

P∗ = {~x ∈ F|~x es un óptimo de Pareto} (2.4)

Definición 7. El frente de Pareto PF∗ es definido por:

PF∗ = {f(~x) ∈ Rk|~x ∈ P ∗)} (2.5)

Definición 8. (Dominancia de Pareto para conjuntos) Si se tienen dos

conjuntos de vectores solución A y B, se dice que B es dominado por A (A ≺ B) si

se cumple que ∀bj ∈ B, ∃ ai ∈ A : ai ≺ bj.

Definición 9. (Dominancia débil de Pareto para conjuntos) Si se tienen

dos conjuntos de vectores solución A y B, se dice que B es dominado débilmente por

A (A � B) si se cumple que ∀bj ∈ B, ∃ ai ∈ A : ai � bj.

Al final se desea determinar el Conjunto de Óptimos de Pareto del conjunto F de

todos los vectores de variables de decisión que satisfacen las definiciones 4 y 5.

En la figura 2.1 podemos ver gráficamente la dominancia de Pareto considerando

un problema de minimización con dos objetivos. Por ejemplo, la solución A domina a

B, ya que A mejora a la solución B tanto en la función objetivo f1 como en la función

objetivo f2. La solución C es no dominada con respecto a A, ya que C es mejor que la

solución A en f2, pero A es mejor que C en f1. Las soluciones no dominadas forman

el Frente de Pareto.
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8 Caṕıtulo 2

Figura 2.1: Ejemplo de dominancia de Pareto para dos funciones objetivo.

2.3. Vectores de referencia

En esta sección se presentan algunos vectores que son utilizados como soluciones

de referencia (figura 2.2) y que pueden ayudar a ciertos métodos a resolver problemas

multi-objetivo.

2.3.1. Vector objetivo ideal

El vector objetivo ideal denotado por ~z∗, representa los ĺımites inferiores de cada

objetivo en el espacio de búsqueda factible. Está constituido por los valores óptimos

individuales para cada función objetivo y se define como:

z∗i = min fi(~x), ~x ∈ X

~z∗ = (z∗1 , z
∗
2 , ..., z

∗
m)T

(2.6)

donde m = número de objetivos. En general, el vector objetivo ideal corresponde

a una solución no factible en el espacio objetivo. La única forma en que un vector

objetivo ideal sea factible es que no exista conflicto entre los objetivos. Usualmente es
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Figura 2.2: Vectores de referencia: vector ideal (~z∗), vector de Nadir (~znad ) y vector

utópico (~z∗∗).

utilizado como un punto de referencia, dado que las soluciones factibles más cercanas

a éste representan el mejor compromiso entre los objetivos.

2.3.2. Vector objetivo utópico

Algunas veces se desea un vector objetivo que domine estrictamente a todas las

soluciones del conjunto de óptimos de Pareto. A este vector se le denomina vector

objetivo utópico, se le denota mediante ~z∗∗ = (z∗∗1 , z
∗∗
2 , ..., z

∗∗
m )T y cada uno de sus

componentes se define de la siguiente forma:

z∗∗i = z∗i − εi,∀i = {1, ...,m}, εi ≥ 0 (2.7)

Universidad de Guanajuato División de Ingenieŕıas
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2.3.3. Vector objetivo de Nadir

El vector objetivo de Nadir, denotado por ~znad , representa los ĺımites superiores

de cada objetivo en el conjunto de óptimos de Pareto (P∗) y se define como:

znadi = max fi(~x), ~x ∈ P∗

~znad = (znad1 , znad2 , ..., znadm )T
(2.8)
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3 — Optimización mediante cúmu-

los de part́ıculas

3.1. Algoritmo PSO mono-objetivo

James Kennedy y Russell C. Eberhart [1] propusieron el algoritmo de cúmulos de

part́ıculas (particle swarm optimization, o PSO) para optimización mono-objetivo.

PSO es una técnica de búsqueda heuŕıstica que simula el movimiento del vuelo de un

grupo de aves cuyo objetivo es encontrar comida. Aunque originalmente fue adoptado

para balancear pesos en redes neuronales, el PSO pronto se convirtió en un optimi-

zador global muy popular, principalmente en problemas en los cuales las variables de

decisión son números reales.

El algoritmo 1 muestra la forma en que trabaja el PSO general. Primeramente,

la población es inicializada. Esta inicialización incluye tanto a las velocidades como

a las posiciones bajo las siguientes fórmulas:

~xi(t) = ~xi(t− 1) + ~vi(t) (3.1)

~vi(t) = w · ~vi(t− 1) + C1 · r1 · (~xpbesti − ~xi) + C2 · r2 · (~xleaderi − ~xi) (3.2)

donde ~vi(t) es la velocidad de la part́ıcula i en la iteración t, ~xi(t) es la posición

de la part́ıcula i en la iteración t, w es el factor de inercia de la velocidad, c1 y

c2 son los factores congnitivos y social respectivamente (w, c1 y c2 generalmente

son constantes), r1 y r2 son números aleatorios, pbest y leader representan la mejor

11
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Algoritmo 1 Pseudocódigo de PSO

1: Inicializar la población

2: Elegir el ĺıder

3: generación = 0

4: while generación < Gmax do

5: for cada part́ıcula do

6: Actualizar la posición // Ecuaciones (3.1) - (3.2)

7: Evaluación

8: Actualizar pbest

9: end for

10: Actualizar el ĺıder

11: generación ++

12: end while

13: return Part́ıcula ĺıder

solución encontrada por cada part́ıcula y la mejor solución encontrada por toda la

población, respectivamente.

El pbest correspondiente de cada part́ıcula es inicializado y el ĺıder es seleccio-

nado (usualmente la solución gbest es seleccionada como leader). Después, para un

número máximo de iteraciones, cada part́ıcula emprende su vuelo a través del espacio

de búsqueda actualizando su posición (con las ecuaciones (3.1) y (3.2)), su pbest y

finalmente el ĺıder es actualizado también.

La simplicidad relativa del PSO y el hecho de que es una técnica basada en el

uso de una población han provocado que sea un candidato natural para ser extendido

para Optimización Multi-Objetivo.

Moore y Chapman propusieron la primera extensión de la estrategia del PSO

para resolver Problemas Multi-Objetivo en un manuscrito no publicado de 1999. Des-

pués de este intento temprano, un gran interés por extender el PSO surgió entre los

investigadores, aunque, la siguiente propuesta fue publicada hasta el 2002. Sin em-

bargo, actualmente existe un gran número de MOPSOs reportados en la literatura

especializada.
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3.2. Algoritmo PSO multi-objetivo (MOPSO)

Para poder aplicar la estrategia del PSO para resolver Problemas de Optimización

Multi-Objetivo, es obvio que el esquema original debe ser modificado. Como se men-

cionó antes, el conjunto solución de un problema Multi-Objetivo consiste de varias

soluciones no dominadas (el Conjunto de Óptimos de Pareto).

Dada la naturaleza poblacional del PSO, es deseable producir varias (diferentes)

soluciones no dominadas con una sola ejecución. Aśı que, como con otros algoritmos

evolutivos, las tres cuestiones que deben ser consideradas cuando se extiende PSO a

Optimización Multi-Objetivo son:

1. ¿Cómo seleccionar a las part́ıculas que se utilizarán como ĺıderes para dar prefe-

rencia a las soluciones no dominadas sobre aquellas que son dominadas?

2. ¿Cómo conservar las soluciones no dominadas encontradas durante el proceso de

búsqueda para contar con soluciones no dominadas con respecto a todas las pobla-

ciones pasadas y no únicamente con respecto a la actual? También es deseable que

estas soluciones estén bien distribuidas a lo largo del Frente de Pareto.

3. ¿Cómo mantener la diversidad en el cúmulo para evitar converger a sólo una

solución?

Cuando se resuelven Problemas de Optimización Mono-Objetivo, el ĺıder que cada

part́ıcula utiliza para actualizar su posición está completamente determinado una

vez que la topoloǵıa de vecindad está establecida (la forma en cómo se comunica

el cúmulo). Sin embargo, en el caso de Problemas de Optimización Multi-Objetivo,

cada part́ıcula puede tener un conjunto de ĺıderes diferentes de los cuales sólo uno

puede ser elegido para actualizar su posición. Tal conjunto de ĺıderes es usualmente

almacenado en un lugar diferente a donde se encuentra el cúmulo (el denominado

archivo externo): este archivo es un repositorio de tamaño definido inicialmente por

el usuario (generalmente, es igual al tamaño de la población inicial) en el cual se

almacenan las soluciones no dominadas encontradas hasta el momento. Después de

esto, las soluciones no dominadas son filtradas por algún otro indicador para ajustar

el número de soluciones no dominadas al tamaño máximo del archivo externo (en caso

de ser necesario). Las soluciones contenidas en el archivo externo son usadas como

ĺıderes cuando las posiciones de las part́ıculas del cúmulo necesitan ser actualizadas.
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Además, el contenido del archivo externo es también reportado frecuentemente como

la salida final del algoritmo.

Algoritmo 2 Pseudocódigo de MOPSO

1: Inicializar la población

2: Inicializar ĺıderes en un archivo externo

3: Calidad (ĺıderes)

4: generación = 0

5: while generación < Gmax do

6: for cada part́ıcula do

7: Seleccionar ĺıder

8: Actualizar la posición // Ecuaciones (3.1) - (3.2)

9: Mutación

10: Evaluación

11: Actualizar pbest

12: end for

13: Actualizar el ĺıderes en el archivo externo

14: Calidad (ĺıderes)

15: generación ++

16: end while

17: return Archivo externo

El algoritmo 2 muestra la forma en la cual trabaja un MOPSO general. Se marca

con letras itálicas y subrayado a los procesos que hacen a este algoritmo diferente de

un algoritmo PSO general para Optimización Mono-Objetivo.

Primero, el cúmulo es inicializado. Posteriormente, un conjunto de ĺıderes es tam-

bién inicializado con las part́ıculas no dominadas del cúmulo. Como se mencionó

antes, el conjunto de ĺıderes es usualmente almacenado en un archivo externo. Des-

pués, alguna clase de medida de calidad es calculada para todos los ĺıderes a fin de

seleccionar (usualmente) un ĺıder para cada part́ıcula del cúmulo. En cada generación,

para cada part́ıcula, un ĺıder es seleccionado y el vuelo es llevado a cabo. La mayoŕıa

de los MOPSOs existentes aplican algún tipo de operador de mutación después de

haber realizado el vuelo. Posteriormente, la part́ıcula es evaluada y su pbest corres-

pondiente es actualizado (la forma de actualizar el pbest es un aspecto que debe ser
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estudiado a fondo ya que afecta considerablemente el desempeño del algoritmo). Una

forma sencilla de actualizarlo es: una nueva part́ıcula reemplaza su part́ıcula pbest

cuando esta última es dominada o si ambas son incomparables (por ejemplo cuando

son no dominadas una con respecto de la otra). Después de que todas las part́ıculas

han sido actualizadas, el conjunto de ĺıderes es actualizado también. Finalmente, la

medida de calidad del conjunto de ĺıderes es calculada nuevamente. Este proceso es

repetido por un cierto número de iteraciones (generalmente fijo).

Una vez mencionadas las caracteŕısticas del algoritmo PSO, las cuestiones que

surgen cuando tratamos con Problemas Multi-Objetivo están relacionadas principal-

mente con dos aspectos de diseño algoŕıtmico:

1. Selección y actualización de ĺıderes:

¿Cómo seleccionar un ĺıder del conjunto de soluciones no dominadas tomando

en cuenta que tales soluciones son igualmente buenas? ¿Debeŕıamos seleccionar

este ĺıder de manera aleatoria o debeŕıa utilizarse un criterio adicional (para

promover diversidad, por ejemplo)?

¿Cómo seleccionar las part́ıculas que debeŕıan permanecer en el archivo externo

de una iteración a otra?

2. Creación de nuevas soluciones:

¿Cómo promover diversidad a través de los dos mecanismos principales para

crear nuevas soluciones: actualización de posiciones y el uso de un operador de

mutación?
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4 — Metaheuŕıstica SMPSOFHV

Este caṕıtulo presenta el SMPSOFHV propuesto, llamado Speed-constrained Multi-

objective PSO with fast hypervolume. Esta nueva metaheuŕıstica hace uso de nuestro

método propuesto para el cálculo de una aproximación de la contribución al hipervolu-

men, lo cual ayuda a reducir su costo computacional. La contribución se utiliza como

medida de calidad tanto para podar el archivo externo (cuando éste sobrepasa su ca-

pacidad máxima) como para elegir el ĺıder de las part́ıculas del cúmulo. SMPSOFHV

está basado en el algoritmo SMPSO [2]. Este último es una metaheuŕıstica que utiliza

distancia de agrupamiento como medida de calidad para podar su archivo externo y

para elegir el ĺıder de las part́ıculas del cúmulo, lo cual no permite que SMPSO tenga

un buen desempeño en alta dimensionalidad en el espacio de los objetivos. SMPSOhv

[3] es otro algoritmo basado en SMPSO, que utiliza la contribución al hipervolumen

como medida de calidad aunque no presenta ninguna mejora en el cálculo de esta

contribución. Como es bien conocido, el cálculo de la contribución al hipervolumen

tiene un gran costo computacional, [4].

4.1. Algoritmo SMPSO

El algoritmo Speed-constrained Multi-objective PSO se caracteriza por el uso de

un mecanismo para limitar la velocidad de las part́ıculas. Este mecanismo permite

producir nuevas posiciones de las part́ıculas de manera efectiva en aquellos casos en

los que la velocidad se vuelve muy alta.

Retomando las fórmulas para actualizar la posición ~xi y velocidad ~vi en una ge-

neración t de un algoritmo PSO tenemos:
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~xi(t) = ~xi(t− 1) + ~vi(t) (4.1)

~vi(t) = w · ~vi(t− 1) + C1 · r1 · (~xpbesti − ~xi) + C2 · r2 · (~xleaderi − ~xi) (4.2)

Para controlar la velocidad de las part́ıculas se adopta un coeficiente de constric-

ción (ecuación (4.3)) obtenido del factor de constricción χ originalmente desarrollado

por Clerc y Kennedy (ecuación 2) en [5].

χ =
2

2− ϕ−
√
ϕ2 − 4ϕ

(4.3)

donde

ϕ =

C1 + C2 Si C1 + C2 > 4

1 Si C1 + C2 ≤ 4
(4.4)

Además, se tiene un mecanismo para que la velocidad acumulada de cada variable

j (en cada part́ıcula) sea limitada por medio de la siguiente ecuación de constricción

de velocidad :

vi,j(t) =


δj Si vi,j(t) > δj

−δj Si vi,j(t) ≤ −δj

vi,j(t) en cualquier otro caso

(4.5)

donde

δj =
lim superiorj − lim inferiorj

2
(4.6)

Resumiendo el procedimiento, la velocidad de las part́ıculas es calculada con la

ecuación (4.2). El resultado de la velocidad es entonces multiplicado por el factor de

constricción (ecuación (4.3)) y el valor resultante es limitado utilizando la ecuación

(4.5).

El algoritmo 3 toma los siguiente parámetros:
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Algoritmo 3 Pseudocódigo de SMPSO

Entrada: Gmax, Tcúmulo, TAExterno

Salida: Aproximación al frente óptimo de Pareto

1: Inicializar Cúmulo de Part́ıculas

2: Inicializar Archivo de Ĺıderes

3: generación = 0

4: while generación < Gmax do

5: Calcular velocidad de las part́ıculas // Ecuaciones (4.2) - (4.6)

6: Actualizar posición de las part́ıculas // Ecuación (4.1)

7: Mutación // Turbulencia

8: Evaluación de las funciones objetivo de cada part́ıcula

9: Actualizar el archivo de ĺıderes

10: Actualizar memoria de las Part́ıculas (pbest)

11: generación ++

12: end while

13: return Archivo de ĺıderes

r1 y r2 números aleatorios uniformemente distribuidos en el rango [0, 1]

C1 y C2 valores en el rango [1.5, 2.5]

w = 0.1

Pseudocódigo del algoritmo 3 :

Comienza inicializando el cúmulo (Ĺınea 1), lo cual incluye la posición, velocidad,

y pbest de las part́ıculas. El archivo de ĺıderes es inicializado con las soluciones no

dominadas en el cúmulo (Ĺınea 2). Posteriormente, el ciclo principal del algoritmo

es ejecutado durante un cierto número de iteraciones definido por el usuario. Las

velocidades y posiciones de las part́ıculas con calculadas primero (Ĺıneas 5 y 6) y un

operador de mutación es aplicado con una probabilidad dada (Ĺınea 7). Las part́ıculas

resultantes son evaluadas (Ĺınea 8) y la memoria de las part́ıculas y el archivo de

ĺıderes son actualizados (Ĺıneas 9 y 10). El algoritmo regresa el archivo de ĺıderes

como la aproximación obtenida del conjunto de óptimos de Pareto (Ĺınea 13).

Dado que el tamaño del archivo de ĺıderes generalmente es fijo y éste puede llenarse

rápidamente, se utiliza la distancia de agrupamiento (crowding distance) de NSGA−
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II para decidir qué part́ıculas deben permanecer en él. Como operador de turbulencia

utiliza el operador de mutación polinomial [6], el cual es aplicado al 15 % de las

part́ıculas.

Para elegir la part́ıcula ĺıder al momento de aplicar la ecuación (4.2), se toman

dos soluciones aleatoriamente del archivo de ĺıderes y la solución que tenga el mayor

valor de distancia de agrupamiento es seleccionada (torneo binario). Para seleccionar

el pbesti, éste siempre es actualizado a la nueva posición de la part́ıcula xi, a menos

que el pbesti domine a xi; en tal caso pbesti no cambia. Después de aplicar la ecuación

(4.1), SMPSO revisa si la posición resultante está fuera de los ĺımites de las variables

del problema. En ese caso, las posiciones son asignadas a los valores correspondientes

de los ĺımites superior o inferior; además, la dirección de la velocidad es invertida

multiplicando por -1.

4.2. Algoritmos Evolutivos Multi-objetivo basados

en Indicadores de Desempeño

Definición 10. (Indicador Pareto compatible) Si se tienen dos conjuntos de

vectores solución A y B, y se cumple que A � B y A 6= B. Entonces siempre se

mantiene la relación I(A) > I(B).

Definición 11. (Indicador débilmente Pareto compatible) Si se tienen dos

conjuntos de vectores solución A y B, y se cumple que A � B. Entonces siempre se

mantiene la relación I(A) ≥ I(B).

En estas definiciones, el indicador I() es un mapeo de un conjunto de vectores objetivo

a un número real.

Debido a que los AEMOs basados en dominancia de Pareto tienen dificultades

cuando incrementan el número de funciones objetivo, AEMOs basados en indicadores

de desempeño han sido populares en años recientes. Quizás el más popular ha sido

el indicador de hipervolumen (IH) porque es el único indicador unario conocido que

es estrictamente Pareto compatible. IH es definido como el tamaño del espacio cu-

bierto por las soluciones del frente de Pareto, dado un punto de referencia ~yref . La

contribución al hipervolumen de una solución ~zi refleja las influencia de ese punto en

Universidad de Guanajuato División de Ingenieŕıas
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la calidad del frente aproximado de Pareto. La contribución de una solución ~zi al IH

es definida como sigue:

CHV (~zi,A) = IH(A, ~yref )− IH(A− ~zi, ~yref ) (4.7)

donde

~zi ∈ A

Entonces la contribución de ~zi es el espacio que sólo es cubierto por ~zi. La figura

4.1 muestra los dos conceptos.

Figura 4.1: Si A = {~z1, ~z2, ..., ~z6} es la aproximación del frente óptimo de Pareto y

~yref es el punto de referencia. El área gris sin rayas representa el hipervolumen del

conjunto A y el área gris con rayas representa la contribución al hipervolumen de la

solución ~z2.

La principal desventaja del IH es su alto costo computacional, ya que el problema

de calcular CHV es NP − duro (CHV no puede ser calculado en tiempo polinomial en

el número de las funciones objetivo a menos que P = NP [4]).
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4.2.1. Mecanismos de selección basados en Hipervolumen

Existen varios AEMOs basados en IH . Knowles y Corne [7] utilizaron un archivo

para guardar las soluciones no dominadas encontradas en cada generación. Cuando

el archivo se llenaba y la dominancia de Pareto ya no pod́ıa descartar soluciones,

propusieron el uso de IH como sigue: calcular la contribución de cada solución al IH ;

si la contribución de la nueva solución era mejor que la contribución de la solución

con peor contribución, entonces la nueva solución pod́ıa reemplazar a la de peor valor;

si no, el archivo permaneceŕıa igual. Si utilizamos este esquema de competencia en

un AEMO y tomando una población P , necesitamos calcular |P |+ 1 contribuciones

al indicador del hipervolumen, y por ende, este AEMO no será capaz de lidiar con

POMs con más de cinco funciones objetivo (AEMOs basados en hipervolumen requie-

ren cerca de ocho horas por simulación para resolver un POM con cinco funciones

objetivo). También, Adriana [8] propuso un mecanismo de selección donde calcula la

contribución al hipervolumen de la nueva solución, la contribución al hipervolumen

de la solución más cercana a la nueva solución en el espacio de los objetivos y la

contribución al hipervolumen de una solución aleatoria diferente a las dos anteriores.

Posteriormente, estas soluciones compiten entre śı.

4.3. Propuesta para el cálculo de la contribución

al Hipervolumen

Experimentalmente nos dimos cuenta de que el cálculo de la contribución al hiper-

volumen de una solución perteneciente a un frente de Pareto, no requiere de todas las

soluciones del frente de Pareto. Estos experimentos no son mostrados en este trabajo

de tesis debido a que posteriormente se encontró una base teórica en los trabajos

realizados por Auger [9, 10].

Auger en [9] mencionó una propiedad interesante de este indicador cuando m = 2

(dos funciones objetivo), llamada localidad la cual dice: dados tres puntos consecu-

tivos en el frente de Pareto, al mover el punto medio sólo afectará la contribución al

hipervolumen que es solamente dedicada a este punto, pero las demás contribuciones

del conjunto permanecerán fijas. Ver la figura 4.2. Auger en [10] realizó un estudio
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similar pero para m = 3 (tres funciones objetivo) y mencionó que la colocación ópti-

ma de una solución no está determinada por sólo dos vecinos, como es el caso para

m = 2.

Figura 4.2: Si A = {~z1, ~z2, ..., ~z6} es el frente de Pareto aproximado y movemos ~z2

entre ~z1 y ~z3 , el espacio cubierto por {A− ~z2} no es afectado y sólo la contribución

al hipervolumen de ~z2 es afectada.

En esta sección presentamos nuestra propuesta para el cálculo de una aproxi-

mación de la contribución al hipervolumen de una solución que se encuentra en el

frente de Pareto aproximado. Nuestra técnica está basada en lo siguiente: el cálculo

de la contribución de una solución ~zi, donde ~zi ∈ A, no depende necesariamente de

todas las soluciones del frente aproximado A. Por tanto, proponemos una forma de

elegir esas soluciones que śı son necesarias (de manera aproximada) para el cálculo

de la contribución al hipervolumen de una solución dada. Con este esquema, pueden

resolverse problemas que tienen 2,3,4, o 5 funciones objetivo.

El cálculo de la contribución del hipervolumen necesita un punto de referencia

~yref en el espacio de los objetivos. Nosotros utilizamos ~yref = 1.5(~ynad). Recordemos

que el vector de Nadir (~ynad) fue definido en el caṕıtulo 2 como:

~ynad = (máx~x∈Xf1(~x), ...,máx~x∈Xfm(~x)) (4.8)

donde m representa el número de objetivos. Durante el proceso evolutivo, el vector

de Nadir debe ser actualizado siempre que el frente de Pareto aproximado cambie.
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Por lo tanto, ~yref también debe ser actualizado.

Si se tiene una solución ~zi = {f1(~xi), f2(~xi), ..., fm(~xi)} (en el espacio de los obje-

tivos) que pertenece al frente de Pareto aproximado A = {~z1, ~z2, ..., ~zn}, donde m es

el número de objetivos y n el número de soluciones, entonces, el número de soluciones

del frente que son necesarias para calcular la contribución al hipervolumen de ~zi son:

|B | ≤ (2m − 2) (4.9)

donde B ⊂ A ya que ~zi /∈ B , |B | es el número de elementos de B y (2m − 2)

representa el número de regiones no dominadas vistas por la solución ~zi.

Un espacio m-dimensional se puede dividir en 2m regiones con m ejes ortogonales

entre śı, donde m es el número de objetivos. Una región no dominada vista por

una solución ~zi es aquella región donde todos los puntos que conforman la región

son no dominados con respecto a ~zi. En este caso, ~zi es considerado el origen.

Las soluciones necesarias para el cálculo de la contribución al hipervolumen de

~zi son aquellas que se encuentran más cercanas a ~zi en cada una de las regiones

no dominadas. Es decir, por cada región existe una solución del frente que es la

más cercana a ~zi. Si no es el caso, entonces no existen soluciones en esa región. Si

existe al menos una solución ~z ∈ A (con ~z 6= ~zi) en cada una de las regiones no

dominadas vistas por ~zi. Por tanto, el número de soluciones necesarias para calcular

la contribución al hipervolumen de ~zi es |B | = (2m − 2).

La distancia entre dos soluciones (~zi y ~zj con m objetivos) está dada por:

d =
m∑
k=1

|fk(~zi)− fk(~zj)| (4.10)

Una vez que se conoce B , sumamos ~zi a éste y tenemos como resultado C = B+~zi,

donde |C | ≤ (2m − 2) + 1.

Por último, calculamos la contribución de ~zi de forma habitual:

CHV (~zi,C ) = IH(C , ~yref )− IH(C − ~zi, ~yref ) (4.11)

Es importante resaltar que para calcular la contribución aproximada al hipervo-
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lumen de una solución ~zi con m objetivos, sólo son necesarias a lo más (2m − 2) + 1

soluciones (incluyendo ~zi) en comparación con utilizar el tamaño total del frente ori-

ginal.

Este método calcula la contribución al hipervolumen de las soluciones de un frente

de Pareto dado con m = 2 de forma exacta. Para m = 3 , m = 4 y m = 5 lo único

que podemos asegurar es lo siguiente:

CHV (~zi,C ) =

CHV (~zi,C ) > CHV (~zi,A) Si NSmétodo 6= NSRnecesarios

CHV (~zi,C ) = CHV (~zi,A) Si NSmétodo = NSRnecesarios
(4.12)

donde NSmétodo es el número de soluciones que el método arroja como necesarias

y NSRnecesarios es el número de soluciones realmente necesarias. Sin embargo, a

pesar de que nuestro método no siempre calcula las contribuciones al hipervolumen

de manera exacta de todas las soluciones del frente, el método ha mostrado en estudios

preliminares que es capaz de calcular de manera exacta (en la mayoŕıa de los casos)

las contribuciones al hipervolumen de aquellas soluciones que menos contribuyen. De

tal forma, este método se vuelve en un buen candidato para ser incluido en cualquier

AEMO.

Ejemplo del método cuando m = 2

Se desea calcular la contribución al hipervolumen de ~z2 ∈ A, donde el frente de

Pareto aproximado es A = {~z1, ~z2, ..., ~z6}.

Se elige el punto de referencia ~yref = 1.5(~ynadir). El número de soluciones necesarias

|B | para calcular la contribución al hipervolumen de ~z2 es:

|B | ≤ 2 (4.13)

Las regiones no dominadas vistas por ~z2 se representan por:

Región 1: −ı̂+ ̂

Región 2: ı̂− ̂
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Figura 4.3: Si A = {~z1, ~z2, ..., ~z6} es el frente de Pareto aproximado, tenemos dos

regiones vistas por ~z2, donde se encuentran todos los demás elementos del frente.

En cada una de las regiones se toma el elemento más cercano a ~z2 (Ec. 4.10). Los

elementos más cercanos en cada región están representados por un triángulo.

La solución más cercana a ~z2 en la región 1 es ~z1 y la solución más cercana a ~z2 en

la región 2 es ~z3 conforme la ecuación (4.10), por lo que B = {~z1, ~z3}. Los conceptos

antes mencionados están representados en la figura 4.3.

Si sumamos ~z2 a B , tenemos C = B + ~z2 = {~z1, ~z2, ~z3}. Por último, se calcula la

contribución al hipervolumen de ~z2 con:

CHV (~z2,C ) = IH(C , ~yref )− IH(C − ~z2, ~yref ) (4.14)

La figura 4.4 muestra el frente C y la contribución al hipervolumen de ~z2.
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Figura 4.4: C = {~z1, ~z2, ~z3} es el frente de Pareto entregado por nuestro método para

calcular la contribución al hipervolumen de ~z2.

4.3.1. Nuevo mecanismo de selección basado en hipervolu-

men

Si se tiene un archivo de soluciones de tamaño máximo n donde sus soluciones

conforman el frente de Pareto aproximado A, entonces, cada vez que se llene el

archivo y la dominancia de Pareto ya no puede descartar soluciones, se obtienen

las contribuciones aproximadas al hipervolumen de todos los elementos del frente A

con nuestro método propuesto. Después de esto, si una nueva solución ~znueva quiere

entrar al archivo, se procede con lo siguiente: se agrega ~znueva al frente A (representado

por {A + ~znueva}), se calcula la contribución aproximada al hipervolumen de ~znueva
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28 Caṕıtulo 4

(CHV (~znueva, {A+~znueva})) y también la de aquellas soluciones que fueron necesarias

para su cálculo, representadas por el frente B . Se localiza la solución que contribuye

menos (la peor) al hipervolumen del frente {A + ~znueva} denotada como ~zpeor, y se

identifican cuáles son las soluciones necesarias para el cálculo de su contribución al

hipervolumen, representadas por el frente D . Eliminamos ~zpeor del frente {A+~znueva}
y por último se calcula la contribución al hipervolumen de aquellas soluciones en D .

Un defecto de este mecanismo de selección es que la contribución al hipervolumen

de aquellas soluciones en las cuales el cálculo de la contribución al hipervolumen

depende del punto de referencia (~yref ), no siempre se actualiza. Por lo cual, cada

determinado tiempo (nosotros proponemos cada generación) debe de calcularse la

contribución aproximada al hipervolumen de todas las soluciones que pertenezcan al

frente en un proceso de evolución para evitar que las soluciones cuyas contribuciones al

hipervolumen son dependientes de ~yref , se eliminen por error. Este nuevo mecanismo

de selección ayuda a reducir el costo computacional enormemente cuando es añadido

en un AEMO sin afectar su desempeño de manera considerable.

Si utilizamos este esquema de competencia en un AEMO y suponiendo el uso

de una población P , necesitamos calcular a lo más 2(2m − 2) + 1 contribuciones al

indicador del hipervolumen comparado con |P | + 1 contribuciones al indicador del

hipervolumen que utilizaba el mecanismo de selección de la sección 4.2.1. En este

caso, m es el número de objetivos.

4.4. Funcionamiento de los mecanismos de selec-

ción

4.4.1. Mecanismo de selección propuesto en [7]

Se supone que el archivo externo está lleno y contiene un frente P. Si una solución

New quiere entrar al archivo: se calculan |P|+ 1 contribuciones al hipervolumen y se

elimina aquella solución que menos contribuya.

Para este caso se elimina la solución F (figura 4.5).
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Figura 4.5: Contribución al hipervolumen de todas las soluciones.

4.4.2. Mecanismo de selección propuesto en [8]

Figura 4.6: Contribución al hipervolumen de B, New y D.

Se supone que el archivo externo está lleno y contiene un frente P. Si una solución

New quiere entrar al archivo:

Se calcula la contribución al hipervolumen de New.
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Se calcula la contribución al hipervolumen de B. Ya que es la solución más

cercana a New.

Se calcula la contribución al hipervolumen de D. Donde D es elegida aleatoria-

mente pero se debe cumplir que D 6= New y D 6= B.

Se elimina la solución con menor valor de la contribución al hipervolumen.

Para este caso se elimina la solución D (figura 4.6) .

4.4.3. Nuevo método de selección propuesto

Se supone que el archivo externo está lleno y contiene un frente P.

Una vez que el archivo externo se llenó, se calculan las contribuciones al hipervo-

lumen de todas las soluciones contenidas en éste (figura 4.7).

Figura 4.7: Contribución al hipervolumen de todas las soluciones.

Si una solución New quiere entrar al archivo:
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Figura 4.8: Contribución al hipervolumen de B, New y C.

Se calcula la contribución al hipervolumen de New.

Se calcula la contribución al hipervolumen de B, debido a que B es la solución

más cercana en la dirección −ı̂+ ̂ (̂ı es la dirección X, ̂ es la dirección Y y New

es el origen).

Se calcula la contribución al hipervolumen de C, debido a que C es la solución

más cercana en la dirección ı̂− ̂ (̂ı es la dirección X, ̂ es la dirección Y y New

es el origen).

Se actualizan sólo las contribuciones de New, B y C y las contribuciones al

hipervolumen de las soluciones restantes del frente P permanecen sin cambios.

Se elimina la solución con menor valor de la contribución al hipervolumen.

Para este caso se elimina la solución F (figura 4.8).
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4.5. Nuestro algoritmo SMPSOFHV

Esta sección presenta nuestra propuesta del algoritmo SMPSOFHV , el cual se

basa en el algoritmo SMPSO, pero en este caso se reemplaza el cálculo de la distancia

de agrupamiento (crowding distance) por el cálculo de la contribución al hipervolumen

como se propone en la sección 4.3. Adicionalmente, se modifica la forma en que se

selecciona al ĺıder. En el pseudocódigo de SMPSOFHV (algoritmo 4) se marca con

letras itálicas y subrayado a los procesos que hacen a este algoritmo diferente del

algoritmo SMPSO.

El algoritmo 4 al igual que SMPSO toma los siguientes parámetros ya que

también hace uso del mecanismo para limitar la velocidad (sección 4.1):

r1 y r2 números aleatorios uniformemente distribuidos en el rango [0, 1]

C1 y C2 valores en el rango [1.5, 2.5]

w = 0.1

Pseudocódigo del algoritmo 4 :

Comienza inicializando el cúmulo (Ĺınea 1), lo cual incluye la posición, velocidad,

y pbest de las part́ıculas. El archivo de ĺıderes es inicializado con las soluciones no

dominadas en el cúmulo (Ĺınea 2). Posteriormente, el ciclo principal del algoritmo es

ejecutado por un máximo número de iteraciones. Las velocidades y posiciones de las

part́ıculas son calculadas primero (Ĺıneas 5 y 6) y un operador de mutación es aplicado

con una probabilidad dada (Ĺınea 7). Las part́ıculas resultantes son evaluadas (Ĺınea

8) y la memoria de las part́ıculas y el archivo de ĺıderes son actualizados (Ĺıneas 9

y 10). Se calcula la contribución al hipervolumen de cada una de las part́ıculas en el

archivo de ĺıderes (Ĺınea 11). Por último, el algoritmo regresa el archivo de ĺıderes

como el conjunto de aproximación encontrado (Ĺınea 13).

Las posiciones de las part́ıculas se inicializan con números aleatorios dentro del

rango de cada variable de decisión, las velocidades con ~vi = ~0 y el pbest de una

part́ıcula es inicialmente ella misma.

Dado que el tamaño del archivo de ĺıderes generalmente es fijo y éste puede llenarse

rápidamente, se utiliza el mecanismo de selección basado en hipervolumen que se
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Algoritmo 4 Pseudocódigo de nuestro SMPSOFHV

Entrada: Gmax, Tcúmulo, TAExterno

Salida: Aproximación al frente óptimo de Pareto

1: Inicializar Cúmulo de Part́ıculas

2: Inicializar Archivo de Ĺıderes

3: generación = 0

4: while generación < Gmax do

5: Calcular velocidad de las part́ıculas // Ecuaciones (4.2)- (4.6)

6: Actualizar posición de las part́ıculas // Ecuación (4.1)

7: Mutación // Turbulencia

8: Evaluación de las funciones objetivo de cada part́ıcula

9: Actualizar el archivo de ĺıderes

10: Actualizar memoria de las Part́ıculas (pbest)

11: Calcular la contribución al HV de cada part́ıcula

12: generación ++

13: end while

14: return Archivo de ĺıderes

propuso en la sección 4.3.1 para decidir qué part́ıculas deben permanecer en él. Para

resolver la problemática presentada por este mecanismo de selección se calcula la

contribución al hipervolumen a cada generación como se puede ver en la Ĺınea 11 del

algoritmo 4.

Como operador de turbulencia se utiliza el operador de mutación polinomial [6],

el cual es aplicado al 15 % de las part́ıculas.

Para elegir la part́ıcula ĺıder al momento de aplicar la ecuación (4.2), se realizan

L torneos binarios (L = 0.05·(número de soluciones en el archivo de ĺıderes)) y los

ganadores de cada torneo compiten entre śı para elegir un solo ganador (aquél que

tenga mayor valor de contribución al hipervolumen) que será el ĺıder. Por cada torneo

binario se toman dos soluciones aleatoriamente del archivo de ĺıderes y la solución que

tenga el mayor valor de contribución al hipervolumen es el ganador de ese torneo. Para

seleccionar el pbesti, éste siempre es actualizado a la nueva posición de la part́ıcula

xi, a menos que el pbesti domine a xi; en tal caso, pbesti no cambia. Después de

aplicar la ecuación (4.1), SMPSOFHV revisa si la posición resultante está fuera de
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los ĺımites de las variables del problema. En ese caso, las posiciones son asignadas a

los valores correspondientes de los ĺımites superior o inferior; además, la dirección de

la velocidad es invertida multiplicando por -1.
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5 — Estudio Experimental

Este caṕıtulo está orientado a mostrar el desempeño de la propuesta SMPSOFHV

con respecto a NSGA−II, MOEA/D y SMPSO (tres AEMOs del estado del arte).

SMPSOFHV es analizado empleando POMs que tienen de 2 a 5 funciones objetivo.

El desempeño de los AEMOs se analiza empleando una metodoloǵıa basada en

estad́ıstica no paramétrica. Para cada POM en particular y para cada AEMO se eje-

cutan 30 corridas independientes y se mide el tiempo de ejecución de cada corrida.

Los frentes de Pareto generados son evaluados empleando indicadores de desempeño

del estado del arte [11], para aśı contar con un valor escalar que muestre su calidad.

Posteriormente, para realizar comparaciones de desempeño entre los AEMOs, se uti-

liza una de las pruebas no paramétricas de una cola más populares en el área de

optimización multi-objetivo: la prueba de la suma de rango de Wilcoxon. Se ha utili-

zado la función ranksum() proporcionada por Matlab R© para este propósito. Siempre

es considerado un nivel de confianza de 95 % (valor p menor a 0.05) en las pruebas

estad́ısticas. Todos los experimentos han sido llevados a cabo en una computadora

que cuenta con un procesador Intel Core i5 con una frecuencia de reloj de 2.6 GHz y

memoria RAM de 8 GB, empleando el sistema operativo OS X Yosemite.

En la sección 5.1, se describen los 12 problemas adoptados para los estudios com-

parativos, mencionando sus caracteŕısticas y parámetros empleados. En la sección

5.2, se especifican los indicadores de evaluación de desempeño que son utilizados para

determinar la calidad de los AEMOs. En la sección 5.3, se presenta el experimento

1, el cual consiste en evaluar los AEMOs cuando éstos son sometidos al conjunto de

problemas ZDT1-4, ZDT6 y DTLZ1-7 (con 3 objetivos). Al final de la sección 5.3 se

discuten los resultados obtenidos del experimento 1. En la sección 5.4, se presenta el

experimento 2, el cual tiene la finalidad de evaluar la habilidad de nuestro algoritmo
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36 Caṕıtulo 5

para resolver problemas de optimización de muchos objetivos (más de 3), para lo cual

escalamos el problema DTLZ2 hasta cinco objetivos y comparamos su desempeño con

respecto a NSGA− II, MOEA/D y SMPSO. Al final de la sección 5.4 se discuten

los resultados obtenidos del experimento 2.

5.1. Problemas de prueba

Para comparar las metaheuŕısticas, se han elegido dos conjuntos de problemas

de prueba. El primero es el Zitzler-Deb-Thiele (ZDT) [12], el cual consiste en un

conjunto de 6 problemas (ZDT1-6) de 2 funciones objetivo y escalables en el número

de variables. Para fines de esta tesis sólo utilizaremos ZDT1-4 y ZDT6. Excluimos el

problema ZDT5 ya que utiliza codificación binaria. En segunda instancia, se utiliza

el conjunto de problemas Deb-Thiele-Laumanns-Zitzler (DTLZ) [13], el cual consiste

de 9 problemas (DTLZ1-9) escalables en el número de funciones objetivo. Para fines

de esta tesis sólo utilizamos los problemas DTLZ1-7, ya que los dos restantes utilizan

restricciones. Todos los problemas de prueba adoptados son usados para minimización

y cuentan con caracteŕısticas que pueden causar dificultades para los Algoritmos

Evolutivos Multi-objetivo en: 1) Converger al frente óptimo de Pareto y 2) Mantener

diversidad dentro de la población. En el apéndice A se definen formalmente todos

ellos.

En el conjunto de problemas ZDT, se utilizan 30 variables de decisión. En los

problemas DTLZ, el número total de variables de decisión está dado por n = m+k−1,

donde m es el número de objetivos. El valor de k es 5 para DTLZ1, 10 para DTLZ2-6

y 20 para DTLZ7.

5.2. Indicadores de evaluación de desempeño

Con el fin de evaluar y comparar los frentes de Pareto aproximados generados por

las metaheuŕısticas, se han seleccionado tres indicadores de desempeño del estado del

arte. El primero de ellos es el hipervolumen (o métrica S) [14, 15] que mide el grado

de convergencia que ostenta una aproximación al frente verdadero de Pareto (PF∗).
Este indicador, evalúa simultáneamente convergencia y dispersión de las soluciones.
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Este indicador de desempeño ha adquirido gran popularidad en optimización evolutiva

multi-objetivo por ser el único indicador unario que es Pareto compatible. Se define

como la suma de todos los hipervolúmenes comprendidos entre el frente de Pareto y

un punto de referencia. El punto de referencia es sumamente importante al utilizar

este indicador por lo que en las tablas 5.1 y 5.2 se muestran los puntos de referencia

utilizados en el experimento 1 y 2 respectivamente. Los puntos de referencia del

experimento 1 fueron obtenidos de [16] y para el experimento 2 de [17] .

Tabla 5.1: Puntos de referencia para el Experimento 1.

Experimento 1

Problema de Prueba Punto de referencia

ZDT1-6 (11, 11)

DTLZ1 (1, 1, 1)

DTLZ2,DTLZ4 (2, 2, 2)

DTLZ3 (7, 7, 7)

DTLZ5 (4, 4, 4)

DTLZ6 (11, 11, 11)

DTLZ7 (1, 1, 21)

Tabla 5.2: Puntos de referencia para el Experimento 2.

Experimento 2

Problema de Prueba Punto de referencia

DTLZ2 (1.1, 1.1, 1.1, ...)

Matemáticamente, el hipervolumen (HV) se describe mediante la ecuación (5.1).

Cabe destacar que cuanto mayor sea su valor, indica un mejor resultado.

HV (A, ~yref ) = {⋃ volumen(~z, ~yref ) |~z ∈ A} (5.1)

Se ha empleado el algoritmo propuesto por While en [18] ya que es generalmente

aceptado como el más rápido para calcular el hipervolumen exacto.

El segundo indicador de calidad empleado es denominado Espaciado (S) [11, 19].

Este indicador describe numéricamente la propagación de los vectores que constituyen
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la aproximación al frente de Pareto (PFknown). Por lo tanto, este indicador mide la

varianza de la distancia entre vectores vecinos en PFknown. Las ecuaciones (5.2) y

(5.3) muestran las fórmulas para el cálculo de este indicador.

S =

√√√√ 1

|PFknown| − 1

|PFknown|∑
i=1

(d̄− di)2 (5.2)

di = mı́n
j (

m∑
k=1

|f ik(~x)− f jk(~x)|) (5.3)

donde i, j = 1, ..., N , d̄ es el promedio de todos los di, N es el número de vectores

en PFknown y m es la dimensión del espacio objetivo. Cuando S=0, todos los puntos

están espaciados uniformemente (existe buena diversidad en las soluciones). Antes de

aplicar este indicador se presupone que el algoritmo ha convergido cerca del frente

verdadero de Pareto.

El tercer indicador seleccionado, recientemente propuesto, es el denominado mo-

dified Inverted Generational Distance (IGD+), propuesto por Ishibuchi en [20]. Este

indicador trabaja con un frente de referencia tal como lo hace IGD [21], el cual calcula

la distancia mı́nima de cada punto de referencia a algún punto de la aproximación

al frente de Pareto que entrega un algoritmo. La gran diferencia es que IGD+ toma

en cuenta la relación de dominancia de Pareto cuando estas distancias mı́nimas son

calculadas. Debido a la consideración de la dominancia de Pareto, IGD+ es débil-

mente Pareto compatible. La definición formal de IGD+, considerando un problema

de minimización, es mostrada en las ecuaciones (5.4) y (5.5).

IGD + (A) =
1

|Z|

|Z|∑
j=1

mı́n
ai∈AdIGD+(ai, zj) (5.4)

dIGD+ =

√√√√ m∑
k=1

(máx{ak − zk, 0})2 (5.5)

donde A es la aproximación al frente de Pareto y Z es el conjunto de referencia.

Cuando IGD+ → 0, entonces las soluciones de A están muy cercanas a Z. En conse-

cuencia, IGD+ evalúa simultáneamente convergencia y distribución de las soluciones
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de una aproximación al frente de Pareto. Los frentes de referencia Z de los problemas

ZDT fueron obtenidos de http://people.ee.ethz.ch/ sop/download/supplementary/test-

problems en su versión de 100 puntos. Los frentes de referencia para los problemas

DTLZ fueron obtenidos de https://www.cs.cinvestav.mx/∼emoobook y reducidos al

tamaño requerido por medio del cálculo de la contribución al hipervolumen de las

soluciones.

5.3. Experimento 1: Comparación de desempeño

en problemas ZDT1-4, ZDT6 y DTLZ1-7 (3

objetivos)

En este experimento se compara el desempeño de SMPSOFHV con respecto a

tres AEMOs del estado del arte utilizando los tres indicadores antes mencionados:

HV , Espaciado e IGD+.

5.3.1. Configuración de parámetros de los algoritmos

En esta sección se presenta una descripción breve de cada algoritmo utilizado,

haciendo énfasis en la configuración de parámetros establecida en la experimentación:

1. NSGA-II: El algoritmo Non-dominating Sorting Genetic Algorithm-II [22]

es un algoritmo genético basado en obtener una nueva población de la población

original aplicando los operadores genéticos t́ıpicos (selección, cruza, y mutación). Este

algoritmo considera los individuos de las dos poblaciones y los ordena de acuerdo a

su jerarqúıa, y las mejores soluciones son elegidas para crear una nueva población. En

caso de tener que seleccionar entre individuos con la misma jerarqúıa, un estimador de

densidad basado en la distancia de agrupamiento es utilizado para obtener la solución

más prometedora. Este algoritmo se encuentra ya implementado en lenguaje C++ en

el framework jMetalCpp v1.7 disponible en https://github.com/jMetal/jMetalCpp.

2. MOEA/D: el Multi-Objective Evolutionary Algorithm based on Descomposi-

tion [23] tiene como idea fundamental la transformación de un POM en N subpro-

blemas escalares de optimización. Estos subproblemas son optimizados de forma si-
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multánea usando información de los T subproblemas más cercanos. Para la generación

de los subproblemas, se crean N vectores de pesos, de tal forma que exista una rela-

ción uno-a-uno entre vectores de pesos y subproblemas. MOEA/D emplea el método

SLD [24] para la generación de los vectores de pesos. En este experimento, MOEA/D

utiliza como método de descomposición el enfoque de Tchebycheff [25]. El tamaño del

vecindario T es establecido en 20. El código fuente de MOEA/D en lenguaje C++

está disponible en http://dces.essex.ac.uk/staff/zhang/webofmoead.htm.

3. SMPSO: el Speed-constrained Multi-objective PSO [2] se describió completa-

mente en la sección 4.1. Brevemente, es un AEMO basado en PSO (Particle Swarm

Optimization), el cual utiliza un mecanismo para limitar la velocidad una vez que ésta

se vuelve muy grande. Esto ayuda a que el algoritmo realice una búsqueda eficien-

te. Este algoritmo se encuentra ya implementado en lenguaje C++ en el framework

jMetalCpp v1.7 disponible en https://github.com/jMetal/jMetalCpp.

4. SMPSOFHV: El algoritmo SMPSO en lenguaje C++ del framework jMe-

talCpp v1.7 fue transformado a lenguaje C. Posteriormente, se modificó para aśı

obtener SMPSOFHV (las diferencias pueden ser encontradas en la sección 4.5). Cabe

mencionar que para el cálculo del hipervolumen es utilizado el algoritmo propuesto

por While en [18]. Se pudo utilizar cualquier otro método de cálculo de hipervolumen

exacto y nuestro mecanismo de selección no afectaŕıa su desempeño, pero śı lo haŕıa

su tiempo de ejecución. Es por esto que se eligió el algoritmo de While debido a que es

considerado como uno de los más rápidos. El algoritmo de While codificado en lengua-

je C utilizado por nosotros está disponible en http://www.wfg.csse.uwa.edu.au/hypervolume.

MOEA/D y NSGA − II a diferencia de SMPSO y SMPSOFHV , utilizan el

operador de cruza simulada binaria (SBX, por sus siglas en inglés) [26] con ı́ndice de

distribución de cruza (Nc) establecido en 20 y porcentaje de cruza (Pc) establecido en

1.0. Los cuatro algoritmos utilizan el operador de mutación polinomial [6] con ı́ndice

de distribución de mutación (Nm) establecido en 20 y porcentaje de mutación (Pm)

establecido en 1/n (donde n representa el número de variables de decisión).
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Tabla 5.3: Parámetros comunes entre las metaheuŕısticas en el experimento 1.

Conjunto de problemas h Tamaño de población Generaciones Número de evaluaciones

ZDT 99 100 250 25000

DTLZ (3 objetivos) 14 120 208 24960

5.3.2. Parámetros de evaluación

El tamaño de población y máximo número de generaciones adoptados en este

experimento se muestran en la tabla 5.3. Los valores vaŕıan de acuerdo con m (m =

número de objetivos). MOEA/D utiliza un conjunto de vectores de pesos, en la

tabla se muestra el valor del parámetro h que controla el número de vectores de pesos

generados. Para ser más precisos, si λ1, ..., λN representan los N vectores de pesos,

cada peso individual toma un valor de: { 0
h
, 1
h
, ..., h

h
}. Por tanto, el número de vectores

de pesos está dado por la siguiente combinatoria:

N = Cm−1
h+m−1 (5.6)

El número total de evaluaciones de la función objetivo es determinado de tal

forma que no exceda 25,000. Para el caso de SMPSO y SMPSOFHV , el tamaño

de la población mostrado en la tabla corresponde con el número de part́ıculas del

cúmulo y el tamaño del archivo externo (tamaño de población = tamaño del archivo

externo).

Se realizaron 30 ejecuciones independientes por cada uno de los cuatro AEMOs

comparados. En cada uno de los problemas de prueba adoptados, se mide el tiempo

de cada ejecución y se aplican los indicadores HV , S e IGD+ a cada frente generado.

Para asegurar la superioridad de desempeño de SMPSOFHV en los experimentos,

se utiliza la prueba de suma de rango Wilcoxon de una cola, empleando un nivel de

confianza del 95 % (valor p menor a 0.05).

5.3.3. Discusión de resultados

En el apéndice B se muestra, empleando tablas, el resumen de resultados numéricos

obtenidos en este experimento. Con base a las tablas, las figuras 5.1, 5.2 y 5.3 muestran
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Figura 5.1: Clasificación de desempeño de las metaheuŕısticas probadas en el conjunto

ZDT y DTLZ (3 objetivos) con base en el indicador Espaciado. Por cada algoritmo,

se muestra el número de POMs en los que obtiene una clasificación dada.

la clasificación de desempeño de los algoritmos por cada indicador de calidad. Los

histogramas muestran el número de ocasiones en que un algoritmo se clasificó en

primero, segundo, tercero o cuarto lugar de desempeño para cada indicador de calidad

en cada uno de los 12 problemas de este experimento.

Cuando se comparan diferentes AEMOs con respecto al indicador Espaciado, un

menor valor indica mejor desempeño de un AEMO. En la figura 5.1 se puede observar

que nuestro algoritmo (SMPSOFHV ) tiene un desempeño ligeramente mejor que

SMPSO, ya que clasificó como primer lugar en cinco de doce PMOs y como segundo

lugar en seis problemas mientras que SMPSO clasificó como primero en seis PMOs

y como segundo sólo en uno. Al comparar nuestro algoritmo contra MOEA/D y

NSGA−II se puede ver que nuestro algoritmo supera a ambos ya que MOEA/D sólo

fue capaz de clasificar como primer lugar en un PMO yNSGA−II en ninguno. Puesto

que el indicador Espaciado evalúa la distribución de las soluciones, podemos concluir

que nuestro algoritmo es capaz de obtener buena distribución en los 12 problemas de

prueba adoptados aunque no haya clasificado como primero en todos ellos.
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Figura 5.2: Clasificación de desempeño de las metaheuŕısticas probadas en el conjunto

ZDT y DTLZ (3 objetivos) con base en el indicador IGD+. Por cada algoritmo, se

muestra el número de POMs en los que obtiene una clasificación dada.

Con respecto al indicador de distancia generacional invertida modificada (IGD+),

un menor valor indica mejor desempeño de un AEMO. En la figura 5.2 se puede

observar que nuestro algoritmo tiene el mejor desempeño ya que que clasificó como

primero en doce de doce PMOs. SMPSO clasificó como segundo en ocho PMOs,

MOEA/D en tres PMOs y NSGA − II sólo en uno. Este indicador evalúa conver-

gencia y distribución, por lo que podemos concluir que nuestro algoritmo presenta

buena convergencia y distribución en sus soluciones.
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Figura 5.3: Clasificación de desempeño de las metaheuŕısticas probadas en el con-

junto ZDT y DTLZ (3 objetivos) con base en el indicador Hipervolumen. Por cada

algoritmo, se muestra el número de POMs en los que obtiene una clasificación dada.

Con respecto al indicador hipervolumen, un mayor valor representa un mejor

desempeño. En la figura 5.3 se muestra que nuestro algoritmo fue el mejor ya que

clasificó como primero en doce de doce PMOs. SMPSO clasificó como segundo en

siete PMOs, MOEA/D en tres PMOs y NSGA−II en sólo dos. Este resultado se ve

reafirmado de alguna forma con los dos indicadores anteriores ya que el indicador de

hipervolumen evalúa convergencia y distribución de las soluciones. Se puede concluir

en base a los resultados obtenidos que nuestro algoritmo es el mejor de los AEMOs

utilizados en este estudio en cuanto a convergencia y distribución de las soluciones.

Además, la tabla B.4 en el apéndice B muestra los tiempos de ejecución de los AEMOs

en los problemas adoptados y puede notarse que nuestro algoritmo es competitivo en

este aspecto.
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5.4. Experimento 2: Prueba de escabilidad utili-

zando el problema DTLZ2 (2-5 objetivos)

Para evaluar la escabilidad de SMPSOFHV es utilizado el problema de prueba

DTLZ2 con k = 10 y el número de objetivos m es variado de 2 a 5. Los algoritmos

NSGA − II, MOEA/D y SMPSO también son puestos a prueba y su desempeño

es comparado con SMPSOFHV .

5.4.1. Configuración de parámetros de los algoritmos

La configuración de parámetros de los algoritmos se mantiene como se especifica

en el experimento 1, sección 5.3.1.

5.4.2. Parámetros de evaluación

Tabla 5.4: Parámetros comunes entre las metaheuŕısticas en el experimento 2.

Conjunto de problemas h Tamaño de población Generaciones Número de evaluaciones

DTLZ2 (2 objetivos) 99 100 300 30000

DTLZ2 (3 objetivos) 14 120 250 30000

DTLZ2 (4 objetivos) 7 120 250 30000

DTLZ2 (5 objetivos) 5 126 238 29988

El tamaño de población y máximo número de generaciones adoptados en este

experimento se muestran en la tabla 5.4. Los valores vaŕıan de acuerdo con m (m =

número de objetivos). MOEA/D utiliza un conjunto de vectores de pesos, en la

tabla se muestra el valor del parámetro h que controla el número de vectores de pesos

generados. El número de vectores de pesos N es calculado con la ecuación (5.6). El

número total de evaluaciones de la función objetivo es determinado de tal forma que

no exceda 30,000. Para el caso de SMPSO y SMPSOFHV , el tamaño de la población

mostrado en la tabla corresponde con el número de part́ıculas del cúmulo y el tamaño

del archivo externo (tamaño de población = tamaño del archivo externo).
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Se realizaron 30 ejecuciones independientes por cada uno de los cuatro AEMOs

comparados, para cada número de objetivos m (m = {2, 3, 4, 5}) en el problema

DTLZ2. Adicionalmente, se midió el tiempo de cada ejecución y se aplicó el indica-

dor de HV a cada frente generado. Para validar la superioridad de desempeño de

SMPSOFHV en los experimentos, se utiliza la prueba de suma de rango Wilcoxon

de una cola, empleando un nivel de confianza del 95 % (valor p menor a 0.05).

5.4.3. Discusión de resultados

El la figura 5.4 se muestra cómo los algoritmos SMPSO y NSGA − II se de-

gradan con respecto al indicador hipervolumen al aumentar el número de objetivos.

MOEA/D es competitivo con nuestro algoritmo en el caso de dos objetivos, pero

de tres a cinco objetivos se ve superado. En la figura 5.5 se reportan los tiempos de

ejecución al aumentar el número de objetivos y se puede notar que nuestro algoritmo

es competitivo en dos y tres objetivos con respecto a los algoritmos adoptados en

este estudio. A pesar de tener un aumento notable en los tiempos de ejecución en

las instancias con cuatro y cinco objetivos, es destacable mencionar que el tiempo de

ejecución es menor a dos minutos (el uso del cálculo del hipervolumen exacto habŕıa

requerido tiempos de ejecución considerablemente mayores).
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Figura 5.4: Valores del indicador Hipervolumen para el problema DTLZ2 cuando el

número de objetivos es variado de 2 a 5.
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Figura 5.5: Tiempo de ejecución para el problema DTLZ2 cuando el número de ob-

jetivos es variado de 2 a 5.
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6 — Resultados y trabajo futuro

En este trabajo se ha introducido un nuevo mecanismo de selección basado en

el hipervolumen que calcula un valor aproximado de la contribución al hipervolu-

men con lo que reduce su costo computacional. El mecanismo de selección propuesto

fue añadido al algoritmo SMPSO (uno de los mejores MOPSOs de la literatura es-

pecializada), dando como resultado un nuevo algoritmo llamado SMPSOFHV . Este

algoritmo, a pesar de calcular una aproximación a la contribución al hipervolumen

ha mostrado mantener un buen desempeño en cuanto a distribución y convergencia

de sus soluciones. Los resultados muestran que nuestra propuesta superó a SMPSO,

NSGA− II y MOEA/D al resolver los conjuntos de prueba ZDT y DTLZ (3 obje-

tivos) bajo los indicadores de calidad HV , IGD+ y Espaciado. Además, la prueba

de Wilcoxon (con un nivel de confianza del 95 %) confirmó que es mejor significati-

vamente en la mayoŕıa de los casos. Al comparar los tiempos de ejecución por cada

algoritmo y en cada problema de prueba, se puede notar que nuestro algoritmo es

realmente competitivo en este aspecto. En la prueba de escabilidad nuestro algoritmo

también superó a SMPSO, NSGA− II y MOEA/D bajo el indicador de hipervo-

lumen y a pesar de que fue el algoritmo con mayor tiempo de ejecución requerido, su

tiempo de ejecución fue menor a dos minutos. Se puede concluir que nuestro algorit-

mo puede ser utilizado con problemas de dos a cinco funciones objetivo sin mostrar

deterioro en las soluciones entregadas por el hecho de que se calcula una aproxima-

ción de la contribución al hipervolumen. Como trabajo futuro, se propone realizar un

estudio detallado del funcionamiento del método de selección propuesto y averiguar

sus virtudes y debilidades más a fondo. Además, este mecanismo de selección puede

ser utilizado en otros AEMOs por lo que seŕıa interesante probar su comportamiento

en otro AEMO del estado del arte, por ejemplo NSGA − III. Puesto que nuestro

mecanismo de selección encuentra aquellas soluciones necesarias para el cálculo de la
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contribución de una solución, con esto se podŕıa definir una nueva topoloǵıa (forma

en la cual las part́ıculas transmiten la información) para un MOPSO.
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Con el fin de obtener un mejor entendimiento acerca del funcionamiento de los Al-

goritmos Evolutivos Multi-objetivo, existe una gran cantidad de conjuntos de proble-

mas de prueba artificiales [11]. Estos problemas prueban la capacidad de los AEMOs

para lidiar con diversas dificultades en los frentes óptimos de Pareto. En este apéndi-

ce, se revisan el conjunto de problemas Zitzler-Deb-Thiele (ZDT) [12] y el conjunto

Deb-Thiele-Laumanns-Zitzler (DTLZ) [13], los cuales se han utilizado ampliamente

en el área de optimización evolutiva multi-objetivo. El conjunto de problemas DTLZ

tiene la peculiaridad de poder ser empleado en optimización con muchas funciones

objetivo (dos o más). Finalmente, los problemas que se presentan en este apéndice

están definidos para dominios de búsqueda continuos y no tienen restricciones.

A.1. Conjunto de problemas Zitzler-Deb-Thiele

Deb [27] identificó varias caracteŕısticas que pueden causar dificultades a los Algo-

ritmos Evolutivos Multi-objetivo para: 1) Converger al frente óptimo de Pareto y 2)

Mantener diversidad dentro de la población. Con respecto al primer aspecto, se tie-

nen caracteŕısticas tales como multifrontalidad, falsos atractores y óptimos aislados.

Con respecto a la segunda, se tienen caracteŕısticas tales como convexo o no convexo,

desconectado, y no uniformidad. Para cada una de las 6 caracteŕısticas se define una

función de prueba, es decir, un Problema de Optimización Multi-objetivo (ZDT1-6).

Se hace notar que, ZDT5 utiliza codificación binaria por lo que es descartado en esta

sección, mientras que los restantes, son POMs para espacios de diseño continuos. Es

importante notar que todos los problemas ZDT sólo utilizan un parámetro de posi-

ción, es decir, una función objetivo (f1) de una única variable de decisión, mientras
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que las variables restantes son denominadas parámetros de distancia.

Los frentes óptimos de Pareto mostrados en las figuras A.1-A.5 fueron obtenidos

de [11]. A continuación se ofrece una definición formal de cada uno de los problemas

ZDT considerados en este trabajo.

ZDT1

Este problema presenta un frente óptimo de Pareto convexo (figura A.1) y se

define de la siguiente forma:

Dado ~x = (x1, ..., xn)T

Minimizar f1(~x) = x1

f2(~x) = g(~x) · (1−
√
f1/g(~x)) (A.1)

donde g(~x) = 1 + 9
n−1
·
∑n

i=2 xi

sujeto a ∀i ∈ {1, ..., n} 0 ≤ xi ≤ 1

donde n = 30. El frente óptimo de Pareto está formado con g(~x) = 1.
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ZDT1 Frente de Pareto

Figura A.1: Frente óptimo de Pareto para el problema ZDT1.
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ZDT2

Este problema presenta un frente de Pareto no convexo (figura A.2) y se define

de la siguiente forma:

Dado ~x = (x1, ..., xn)T

Minimizar f1(~x) = x1

f2(~x) = g(~x) · (1− (f1/g(~x))2) (A.2)

donde g(~x) = 1 + 9
n−1
·
∑n

i=2 xi

sujeto a ∀i ∈ {1, ..., n} 0 ≤ xi ≤ 1

donde n = 30. El frente óptimo de Pareto está formado con g(~x) = 1.
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ZDT2 Frente de Pareto

Figura A.2: Frente óptimo de Pareto para el problema ZDT2.

ZDT3

Este problema presenta un frente desconectado (figura A.3). El frente óptimo de

Pareto consta de varios fragmentos convexos no contiguos. El problema se define de

la siguiente forma:
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Dado ~x = (x1, ..., xn)T

Minimizar f1(~x) = x1

f2(~x) = g(~x) · (1−
√
f1/g(~x)− (f1/g(~x)) · sen(10πf1)) (A.3)

donde g(~x) = 1 + 9
n−1
·
∑n

i=2 xi

sujeto a ∀i ∈ {1, ..., n} 0 ≤ xi ≤ 1

donde n = 30. El frente óptimo de Pareto se forma cuando g(~x) = 1. La introducción

de la función senoidal en f2 causa discontinuidad en el frente óptimo de Pareto. Sin

embargo, no hay discontinuidad en el espacio de las variables de decisión.
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ZDT3 Frente de Pareto

Figura A.3: Frente óptimo de Pareto para el problema ZDT3.
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ZDT4

Este problema es multifrontal. Contiene 219 frentes óptimos de Pareto locales y,

por lo tanto, prueba la habilidad de un AEMO para tratar con esta propiedad. El

problema se define de la siguiente forma:

Dado ~x = (x1, ..., xn)T

Minimizar f1(~x) = x1

f2(~x) = g(~x) · (1−
√
f1/g(~x)) (A.4)

donde g(~x) = 1+10·(n−1)+
∑n

i=2(x2
i−10cos(4πxi))

sujeto a 0 ≤ x1 ≤ 1 y ∀i ∈ {2, ..., n} −5 ≤ xi ≤ 5

donde n = 10. El frente óptimo de Pareto de este problema (figura A.4) se forma con

g(~x) = 1 y el mejor frente local con g(~x) = 1.25.
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Figura A.4: Frente óptimo de Pareto para el problema ZDT4.

ZDT6

Este problema presenta un frente óptimo de Pareto no conexo (figura A.5) e

incluye dos dificultades causadas por la no uniformidad del espacio de búsqueda :

1) El conjunto de óptimos de Pareto no está uniformemente distribuido a lo largo del

frente óptimo de Pareto (el frente está sesgado para soluciones en la cuales f1(~x) es
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cercano a uno).

2) La densidad de las soluciones es más baja cerca del frente óptimo de Pareto y más

alta al estar lejos del frente.

El problema se define de la siguiente forma:

Dado ~x = (x1, ..., xn)T

Minimizar f1(~x) = 1− exp(−4x1)sin6(6πx1)

f2(~x) = g(~x) · (1− (f1/g(~x))2) (A.5)

donde g(~x) = 1 + 9 · [
∑n

i=2 xi
n−1

]0.25

sujeto a ∀i ∈ {1, ..., n} 0 ≤ xi ≤ 1

donde n = 10. El frente óptimo de Pareto se forma con g(~x) = 1.
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Figura A.5: Frente óptimo de Pareto para el problema ZDT6.
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A.2. Conjunto de problemas Deb-Thiele-Laumanns-

Zitzler

El conjunto de POMs DTLZ contiene 9 problemas [13], donde siete de ellos no

tienen restricciones y dos śı, pero para nuestro trabajo sólo son de interés aquellos

que no tienen restricciones (DTLZ1-7). Estos problemas presentan un gran avance con

respecto a los antes mencionados (ZDT), dado que permiten investigar las propiedades

de los AEMOs en problemas con muchas funciones objetivo de una manera controlada.

Se debe enfatizar que el número total de variables de decisión está dado por n =

m+k−1, donde m representa el número de objetivos y k es el número de parámetros

de distancia.

Los frentes óptimos de Pareto mostrados en las figuras A.6-A.12 fueron obtenidos

de [11]. A continuación se ofrece una definición formal de cada uno de los problemas

DTLZ considerados en este trabajo.

DTLZ1

Este problema es separable y multifrontal, teniendo un frente óptimo de Pareto

lineal. El problema se define de la siguiente forma:

Dado ~x = (x1, ..., xm−1, xm, ..., xn)T

Minimizar f1(~x) = 0.5(1 + g(~y))
∏m−1

i=1 xi

fj=2:m−1(~x) = 0.5(1 + g(~y))(1− xm−j+1)
∏m−j

i=1 xi

fm(~x) = 0.5(1+g(~y))(1−x1) (A.6)

donde yi=1:k = {xm, xm+1, ..., xn}

g(~y) = 100{k +
∑k

i=1[(yi − 0.5)2 − cos(20π(yi − 0.5))]}

sujeto a ∀i ∈ {1, ..., n} 0 ≤ xi ≤ 1

El conjunto de óptimos de Pareto corresponde a ~y = (0.5, 0.5, ...)T y todos los valores

del frente óptimo de Pareto se encuentran en el hiperplano linear:
∑m

i=1 fi = 0.5.

Se sugiere un valor k = 5. La dificultad presentada por este problema es converger

al hiperplano, puesto que el espacio de búsqueda contiene (11k − 1) frentes óptimos
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de Pareto locales que pueden atraer a un Algoritmo Evolutivo Multi-objetivo antes

de alcanzar el frente óptimo de Pareto global. En la figura A.6 se muestra el frente

óptimo de Pareto correspondiente a DTLZ1.

 0
 0.05

 0.1
 0.15

 0.2
 0.25

 0.3
 0.35

 0.4
 0.45

 0.5  0
 0.05

 0.1
 0.15

 0.2
 0.25

 0.3
 0.35

 0.4
 0.45

 0.5

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 0.45

 0.5

DTLZ1 Frente de Pareto

f1 f2

f3

Figura A.6: Frente óptimo de Pareto para el problema DTLZ1 con tres objetivos.

DTLZ2

Este problema es unifrontal, separable y su geometŕıa es cóncava (figura A.7). El

problema se define de la siguiente forma:

Dado ~x = (x1, ..., xm−1, xm, ..., xn)T

Minimizar f1(~x) = (1 + g(~y))
∏m−1

i=1 cos(xiπ/2)

fj=2:m−1(~x) = (1+g(~y))(
∏m−j

i=1 cos(xiπ/2))sen(xm−j+1π/2)

fm(~x) = (1+g(~y))sen(x1π/2) (A.7)

donde yi=1:k = {xm, xm+1, ..., xn}

g(~y) =
∑k

i=1(yi − 0.5)2

sujeto a ∀i ∈ {1, ..., n} 0 ≤ xi ≤ 1

El conjunto de óptimos de Pareto corresponde con ~y = (0.5, 0.5, ...)T y los valores

de las funciones objetivo deben satisfacer:
∑m

i=1 fi
2 = 1. Se recomienda k = 10.

Esta función es muy útil para investigar la habilidad de un Algoritmo Evolutivo
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Multi-objetivo para escalar su funcionamiento a altas dimensiones en el espacio de

los objetivos.
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Figura A.7: Frente óptimo de Pareto para el problema DTLZ2 con tres objetivos.

DTLZ3

Este problema simplemente agrega multifrontalidad a DTLZ2 mediante la defini-

ción de una nueva función g. El problema se define de la siguiente forma:

Dado ~x = (x1, ..., xm−1, xm, ..., xn)T

Minimizar f1(~x) = (1 + g(~y))
∏m−1

i=1 cos(xiπ/2)

fj=2:m−1(~x) = (1+g(~y))(
∏m−j

i=1 cos(xiπ/2))sen(xm−j+1π/2)

fm(~x) = (1+g(~y))sen(x1π/2) (A.8)

donde yi=1:k = {xm, xm+1, ..., xn}

g(~y) = 100[k +
∑k

i=1(yi − 0.5)2 − cos(20π(yi − 0.5))]

sujeto a ∀i ∈ {1, ..., n} 0 ≤ xi ≤ 1

Se sugiere k = 10. Al introducir la función g se añaden (3k − 1) frentes óptimos

de Pareto locales y un frente óptimo de Pareto global. Todos los frentes locales son

paralelos al frente global. En consecuencia, un Algoritmo Evolutivo Multi-objetivo

puede estancarse en alguno de ellos antes de lograr convergencia al frente verdadero
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en g = 0. El conjunto de óptimos de Pareto del frente global corresponde con ~y =

(0.5, 0.5, ...)T . El siguiente frente óptimo de Pareto local se encuentra en g = 1. En la

figura A.8 se muestra el frente óptimo de Pareto del problema DTLZ3.
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Figura A.8: Frente óptimo de Pareto para el problema DTLZ3 con tres objetivos.

DTLZ4

Este problema es cóncavo, separable y unifrontal (figura A.9). Su utilidad prin-

cipal recae en probar la habilidad de un Algoritmo Evolutivo Multi-objetivo para

mantener una buena distribución de soluciones. El problema se define de la siguiente

forma:

Dado ~x = (x1, ..., xm−1, xm, ..., xn)T

Minimizar f1(~x) = (1 + g(~y))
∏m−1

i=1 cos(xαi π/2)

fj=2:m−1(~x) = (1+g(~y))(
∏m−j

i=1 cos(xαi π/2))sen(xαm−j+1π/2)

fm(~x) = (1+g(~y))sen(xα1π/2) (A.9)

donde yi=1:k = {xm, xm+1, ..., xn}

g(~y) =
∑k

i=1(yi − 0.5)2

sujeto a ∀i ∈ {1, ..., n} 0 ≤ xi ≤ 1

Se sugiere emplear α = 100 y k = 10. Las modificaciones presentadas por este proble-
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ma permiten que exista un denso conjunto de soluciones cercanas al plano fm−f1. Es

interesante notar que aunque el espacio de búsqueda tenga una densidad variable de

soluciones, los métodos clásicos de sumas ponderadas u otros métodos direccionales

no tendŕıan ninguna dificultad adicional en la resolución de este problema a diferencia

de DTLZ2.
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Figura A.9: Frente óptimo de Pareto para el problema DTLZ4 con tres objetivos.

DTLZ5

Nuevamente, DTLZ2 es modificado con el objeto de producir un problema uni-

frontal y degenerado (figura A.10). El problema se define de la siguiente forma:

Dado ~x = (x1, ..., xm−1, xm, ..., xn)T

Minimizar f1(~x) = (1 + g(~y))
∏m−1

i=1 cos(θiπ/2)

fj=2:m−1(~x) = (1 + g(~y))(
∏m−j

i=1 cos(θiπ/2))sen(θm−j+1π/2)

fm(~x) = (1+g(~y))sen(θ1π/2) (A.10)

donde yi=1:k = {xm, xm+1, ..., xn}

θi =

xi, i = 1,

1+2g(~y)xi
2(1+g(~y))

∀i ∈ {2, 3, ...,m− 1}

g(~y) =
∑k

i=1(yi − 0.5)2
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sujeto a ∀i ∈ {1, ..., n} 0 ≤ xi ≤ 1

Este problema prueba la habilidad de un Algoritmo Evolutivo Multi-objetivo para

converger hacia una curva y permitirá demostrar visualmente (sólo graficando fm con

otra función objetivo) el desempeño del algoritmo. Dado que existe un sesgo natural

para las soluciones cercanas a la curva del óptimo de Pareto, este problema podŕıa ser

fácilmente resuelto. El frente óptimo de Pareto corresponde con ~y = (0.5, 0.5, ...)T , y

todos los valores objetivo deben satisfacer
∑m

i=1 fi
2 = 1. Se sugiere utilizar k = 10.
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Figura A.10: Frente óptimo de Pareto para el problema DTLZ5 con tres objetivos.

DTLZ6

Modificando DTLZ5, un problema más complejo surge como consecuencia de cam-

biar la función g. El problema resultante es unifrontal, degenerado, presenta sesgo y

es una transformación muchos-a-uno. El problema se define de la siguiente forma:
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Dado ~x = (x1, ..., xm−1, xm, ..., xn)T

Minimizar f1(~x) = (1 + g(~y))
∏m−1

i=1 cos(θiπ/2)

fj=2:m−1(~x) = (1 + g(~y))(
∏m−j

i=1 cos(θiπ/2))sen(θm−j+1π/2)

fm(~x) = (1+g(~y))sen(θ1π/2) (A.11)

donde yi=1:k = {xm, xm+1, ..., xn}

θi =

xi, i = 1,

1+2g(~y)xi
2(1+g(~y))

∀i ∈ {2, 3, ...,m− 1}

g(~y) =
∑k

i=1 y
0.1
i

sujeto a ∀i ∈ {1, ..., n} 0 ≤ xi ≤ 1

El frente óptimo de Pareto corresponde con ~y = (0, 0, ...)T y se muestra en la figura

A.11. La modificación impuesta, vuelve más dif́ıcil el problema para un Algoritmo

Evolutivo Multi-objetivo. La falta de convergencia al frente de Pareto verdadero cau-

sa que los algoritmos busquen una superficie no dominada como frente resultante,

mientras que el frente óptimo de Pareto es una curva. En problemas del mundo real,

este comportamiento tiende a proveer información falsa acerca de las propiedades del

frente óptimo de Pareto. Se sugiere utilizar k = 10.
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Figura A.11: Frente óptimo de Pareto para el problema DTLZ6 con tres objetivos.
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DTLZ7

Este problema tiene un conjunto de 2m−1 regiones Pareto-óptimas desconectadas

en el espacio de búsqueda. La habilidad de mantener subpoblaciones en diferentes

regiones es probada por este problema. El problema se define de la siguiente forma:

Dado ~x = (x1, ..., xm−1, xm, ..., xn)T

Minimizar fj=1:m−1(~x) = xj

fm(~x) = (1+g(~y))(m−
∑m−1

i=1 [ fi
1+g(~y)

(1+sen(3πfi))])

donde yi=1:k = {xm, xm+1, ..., xn} (A.12)

g(~y) = 1 + 9
k

∑k
i=1 yi

sujeto a ∀i ∈ {1, ..., n} 0 ≤ xi ≤ 1

La función g requiere k = 20 variables de decisión. El conjunto óptimo de Pareto

corresponde con ~y = (0, 0, ...)T . El frente óptimo de Pareto se muestra en la figura

A.12.
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Figura A.12: Frente óptimo de Pareto para el problema DTLZ7 con tres objetivos.
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B — Resultados Numéricos

Este apéndice presenta los resultados numéricos obtenidos en los experimentos

hechos en el caṕıtulo 5. Los datos están organizados en tablas (sección B.1 y B.2) y

figuras (sección B.3).

B.1. Tablas de comparación de los AEMOs (expe-

rimento 1)

Los datos del experimento 1 son organizados por tablas donde cada una de éstas

evalúa el conjunto de problemas bajo un indicador (HV , IGD+ y Espaciado). Cada

tabla contiene la información de la media x y desviación estándar σ (tal valor se

muestra entre paréntesis) del valor de los indicadores. Además, existe una tabla que

representa la media del tiempo de ejecución necesario por cada AEMO para resolver

un cierto PMO. El śımbolo # se coloca cuando hay una diferencia estad́ısticamente

significativa con respecto al resultado de SMPSOFHV en la prueba de Wilcoxon con

un nivel de confianza del 95 % (valor p menor a 0.05). En todas las tablas, los dos

mejores valores se resaltan en tonos de gris, donde el más oscuro corresponde con el

mejor valor.
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Tabla B.1: Comparación de resultados obtenidos del indicador HV por MOEA/D,

NSGA− II, SMPSO y nuestro algoritmo SMPSOFHV para el conjunto de proble-

mas de prueba ZDT y DTLZ (3 objetivos).
Hipervolumen

Problema
MOEA/D

x (σ)

NSGA− II

x (σ)

SMPSO

x (σ)

SMPSOFHV

x (σ)

ZDT1 120.603653(0.087198)# 120.652981(0.002169)# 120.661787(0.000087) # 120.662109(0.000024)

ZDT2 120.123072(0.798128)# 120.311799(0.002981)# 120.328554(0.000070) # 120.328859(0.000007)

ZDT3 127.989416(1.640689)# 128.767400(0.001334) # 128.745843(0.049335)# 128.773843(0.008046)

ZDT4 111.639202(3.133896)# 81.269836(10.865684)# 120.658012(0.002679) # 120.662061(0.000048)

ZDT6 116.038918(0.942948)# 112.983947(0.521464)# 117.514683(0.000134) # 117.514912(0.000029)

DTLZ1(3) 0.968571(0.000754) # 0.929405(0.080623)# 0.966068(0.014135)# 0.974187(0.000176)

DTLZ2(3) 7.385004(0.0.001259) # 7.361126(0.020570)# 7.356077(0.006553)# 7.429236(0.000558)

DTLZ3(3) 336.269138(23.177404)# 67.527773(98.185116)# 338.813232(8.773980) # 340.620552(6.830202)

DTLZ4(3) 7.389452(0.003054)# 7.378667(0.014630)# 7.364996(0.019411)# 7.425374(0.012514)

DTLZ5(3) 59.841970(0.001034)# 59.865831(0.001102)# 59.871441(0.000757)# 59.875164(0.000087)

DTLZ6(3) 1316.960405(0.547851)# 1299.509472(1.673649)# 1319.066274(0.000601) # 1319.069737(0.000251)

DTLZ7(3) 16.048249(0.129315)# 16.285166(0.014768)# 16.269578(0.015387)# 16.392244(0.001243)

Tabla B.2: Comparación de resultados obtenidos del indicador IGD+ por MOEA/D,

NSGA− II, SMPSO y nuestro algoritmo SMPSOFHV para el conjunto de proble-

mas de prueba ZDT y DTLZ (3 objetivos).
IGD+

Problema
MOEA/D

x (σ)

NSGA− II

x (σ)

SMPSO

x (σ)

SMPSOFHV

x (σ)

ZDT1 0.003147(0.000594)# 0.003539(0.000186)# 0.002455(0.000269) # 0.002267(0.000322)

ZDT2 0.005943(0.014091)# 0.003533(0.000214) # 0.002499(0.000299)# 0.002104(0.000299)

ZDT3 0.013078(0.022182)# 0.001843(0.000101)# 0.001670(0.000429)# 0.001018(0.000135)

ZDT4 0.554100(0.238603)# 3.193289(0.981366)# 0.002750(0.000297)# 0.002154(0.000283)

ZDT6 0.060985(0.021326)# 0.233658(0.029182)# 0.002095(0.000229) # 0.001938(0.000206)

DTLZ1(3) 0.020571(0.001918)# 0.074923(0.099867)# 0.026057(0.009441)# 0.012675(0.000729)

DTLZ2(3) 0.045668(0.001228)# 0.046538(0.002778)# 0.057181(0.002979)# 0.017342(0.000812)

DTLZ3(3) 0.525234(0.889361)# 7.671927(3.839428)# 0.109376(0.081902)# 0.060648(0.076405)

DTLZ4(3) 0.046044(0.001508)# 0.048080(0.002141)# 0.057455(0.008535)# 0.029181(0.006384)

DTLZ5(3) 0.005125(0.000013)# 0.002634(0.000145)# 0.001937(0.000160)# 0.001569(0.000226)

DTLZ6(3) 0.123883(0.038659)# 1.162660(0.082196)# 0.001749(0.000114)# 0.001535(0.000160)

DTLZ7(3) 0.208311(0.263047)# 0.041564(0.003188)# 0.048539(0.005023)# 0.015786(0.000731)
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Tabla B.3: Comparación de resultados obtenidos del indicador Espaciado por

MOEA/D, NSGA − II, SMPSO y nuestro algoritmo SMPSOFHV para el con-

junto de problemas de prueba ZDT y DTLZ (3 objetivos).
Espaciado

Problema
MOEA/D

x (σ)

NSGA− II

x (σ)

SMPSO

x (σ)

SMPSOFHV

x (σ)

ZDT1 0.009806(0.000902)# 0.006674(0.000921) # 0.001474(0.000223)# 0.002742(0.000391)

ZDT2 0.005783(0.001322)# 0.006888(0.000631)# 0.001336(0.000165)# 0.004250(0.000413)

ZDT3 0.021962(0.001868)# 0.007508(0.000466)# 0.003997(0.001033) # 0.005857(0.000508)

ZDT4 0.109452(0.134248)# 0.072776(0.042845)# 0.002114(0.000359) # 0.003091(0.000483)

ZDT6 0.007807(0.004692)# 0.009475(0.002033)# 0.161956(0.211907)# 0.001447(0.000203)

DTLZ1(3) 0.027799(0.000908) # 0.843736(3.365517) # 0.038139(0.091910)# 0.009582(0.001050)

DTLZ2(3) 0.078221(0.001264)# 0.051411(0.004314)# 0.051278(0.004844) # 0.037354(0.002181)

DTLZ3(3) 0.120775(0.089109)# 2.639188(3.558492)# 3.320615(9.110912)# 2.314299(7.592437)

DTLZ4(3) 0.080520(0.001864)# 0.051473(0.004178)# 0.059437(0.014143)# 0.041095(0.009643)

DTLZ5(3) 0.007112(0.000100)# 0.007687(0.000775) 0.002939(0.000587) # 0.007559(0.000527)

DTLZ6(3) 0.081209(0.076573)# 0.118630(0.017131)# 0.002346(0.000445) # 0.007457(0.000460)

DTLZ7(3) 0.075637(0.027562)# 0.066537(0.008775)# 0.069129(0.009970)# 0.048161(0.003441)

Tabla B.4: Media del tiempo de ejecución necesario por MOEA/D, NSGA − II,

SMPSO y nuestro algoritmo SMPSOFHV para resolver cada problema del conjunto

ZDT y DTLZ (3 objetivos).

Tiempo por cada ejecución(segundos)

Problema
MOEA/D

x

NSGA− II

x

SMPSO

x

SMPSOFHV

x

ZDT1 0.392372s 0.998503s 1.348095s 1.163147s

ZDT2 0.355814s 0.992668s 1.446957s 1.168401s

ZDT3 0.382340s 0.993331s 0.469604s 0.552431s

ZDT4 0.311473s 1.009011s 0.680899s 0.800961s

ZDT6 0.316212s 0.993589s 0.791282s 0.709016s

DTLZ1(3) 0.218305s 0.662691s 0.930408s 2.196107s

DTLZ2(3) 0.264887s 0.743724s 0.425149s 1.245310s

DTLZ3(3) 0.264887s 0.743724s 0.425150s 1.245310s

DTLZ4(3) 0.277927s 0.836847 1.412292s 3.271978s

DTLZ5(3) 0.273356s 0.762603s 1.894200s 1.919124s

DTLZ6(3) 0.243517s 0.777613s 1.306176s 0.995256s

DTLZ7(3) 0.350805s 1.013050s 1.057886s 2.189276s
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B.2. Tablas de comparación de los AEMOs (expe-

rimento 2)

Los datos del experimento 2 son organizados en una tabla donde se evalúa, con

respecto al indicador HV , el problema DTLZ2 cuando el número de funciones objetivo

se incrementa (m = {2, 3, 4, 5}). La tabla contiene la información de la media x,

desviación estándar σ (tal valor se muestra entre paréntesis). Además, se añade la

media del tiempo de ejecución necesario (en segundos) por cada AEMO para resolver

el problema DTLZ2 para un cierto valor de m. El śımbolo # se coloca cuando hay una

diferencia estad́ısticamente significativa con respecto al resultado de SMPSOFHV en

la prueba de Wilcoxon con un nivel de confianza del 95 % (valor p menor a 0.05).

En la tabla, los dos mejores valores se resaltan en tonos de gris, donde el más oscuro

corresponde con el mejor valor.

Tabla B.5: Comparación de resultados obtenidos del indicador HV por MOEA/D,

NSGA − II, SMPSO y nuestro algoritmo SMPSOFHV para el problema DTLZ2

usando de 2 a 5 objetivos. El tiempo de ejecución promedio también es reportado.
Tiempo por cada ejecución(segundos)

Número de

Objetivos

(m)

MOEA/D

x

(σ)

tiempo (s)

NSGA− II

x

(σ)

tiempo (s)

SMPSO

x

(σ)

tiempo (s)

SMPSOFHV

x

(σ)

tiempo (s)

2

0.420117#

(0.000005)

0.296408s

0.419369#

(0.000210)

0.740713s

0.420443#

(0.000068)

1.392658s

0.421008

(0.000007)

1.573000s

3

0.7155335932#

(0.0010985063)

0.333499s

0.7077757481#

(0.0055753405)

1.001962s

0.6907789644#

(0.0074940598)

2.940502s

0.7607997199

(0.0004268652)

5.912880s

4

0.8877273827#

(0.0012193132)

0.353928s

0.8832622355#

(0.0157349149)

1.154944s

0.6186617958#

(0.0550533902)

3.870611s

1.0428842150

(0.0019745785)

21.318708s

5

1.1433409158#

(0.0009806104)

0.400735s

0.5135937492#

(0.0660124795)

1.310926s

0.3369037205#

(0.0618680550)

7.707680s

1.2866743506

(0.0042731162)

113.524727s
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B.3. Gráficas de aproximación de los AEMOs (2D

y 3D)

En esta sección se presentan las aproximaciones a los frentes de Pareto obtenidos

por SMPSOFHV , SMPSO, NSGA− II y MOEA/D en el conjunto de problemas

ZDT y DTLZ (3 objetivos). Las gráficas corresponden a la mediana del valor del

hipervolumen de 30 ejecuciones independientes.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

f2

f1

SMPSOfhv

Frente de Pareto 

(a) SMPSOFHV

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

f2

f1

SMPSO

Frente de Pareto 

(b) SMPSO

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

f2

f1

NSGA-II

Frente de Pareto 

(c) NSGA− II

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

f2

f1

MOEA/D 

Frente de Pareto 

(d) MOEA/D

Figura B.1: Problema de prueba ZDT1.
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Figura B.2: Problema de prueba ZDT2.
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Figura B.3: Problema de prueba ZDT3.
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Figura B.4: Problema de prueba ZDT4.
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Figura B.5: Problema de prueba ZDT6.
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Figura B.6: Problema de prueba DTLZ1 con tres objetivos.
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Figura B.7: Problema de prueba DTLZ2 con tres objetivos.
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Figura B.8: Problema de prueba DTLZ3 con tres objetivos.
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Figura B.9: Problema de prueba DTLZ4 con tres objetivos.
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Figura B.10: Problema de prueba DTLZ5 con tres objetivos.
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Figura B.11: Problema de prueba DTLZ6 con tres objetivos.
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Figura B.12: Problema de prueba DTLZ7 con tres objetivos.
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