





































































Hoy

Gráficasplanas
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Elproblemade lostres servicios
Dadastres casas y tres servicios sedesea conectar a
cada casa con cada uno de los servicios de tal forma
9Farid no EEE Fyers que se usen para conea

3 32

En lagráfica de arriba notamos que esimposibleinsertar la arista faltante sin generarun cruce

ECómo podemos demostrarlo















































































































































aaaaaa.itkrrI taladrercchhmann
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Kzz se puedeencajar en el toro taza

O
3regiones

fregiones
Ks se puede encajar en el toro

taza

EEI








































































Encajes en elpiano

Definición Decimosque unagráfica es encajable en elplano o
aplanableplanar si puede dibujarse en el planode tal formaque sus aristas únicamente seintersecten en los vértices Ks3 ni es aplanable
A un dibujocon talescaracterísticasTMáñáños
Encajeplana

UnVaV3V4
G IV E gráficaqbgtgatq.caK4 E Vig I if3

no es un

encajeplano
es 9 2 7

planoFanfguio

1

plano








































































No todas lasgráficas son aplanables
143,3

Órale.ir Digits traerme

Teorema kg no esaplanable
Ut

u v5 2

U V4 3

Uss C 4

es
4 µ

Va








































































Caracterizaciónde lasgráficas aplanables

Definición Yago.fiat8gf a subdivisión de
H G
Hpuedeobtenerse insertandovértices de grado a en lasaristas de 6

6

Teorema Kuratowski
Matemático polaco1896 1980

Unagráfica 6 es aplanable si y sólo si 6 nocontiene ninguna subgráfica que sea una subdivisión
de kg o de 43,3 es

Una subdivisión
de K3,3








































































Identidad de Euler
Unpolihedro es un objeto 3 dimensionalcuyafronteraconsiste de
superficiesplanaspoligonales
Estas superficies poligonales se conocen como caras

4 4 41 4 781,5 8 consiste
de las aristas y

wet
pared

ET

V de vértices
E a de aristas
F de caras

Sótleitdranedatónico
62 6 48192 YEZcubo

Octahedra 6 12 8
dodecahedron 20 30 12 20 30712 2
icosahedra 12 30 20 12 30 20 2

La identidadpolihedralde Euler
V ETF L








































































Gráficasplatónicas

La identidadpolihedralde Euler
V Etf L

5 6 3 2

0 5 E 6 F 3

6

V70 E 14 7 6
1 10 1476 2

T








































































Teoremas Identidad deEuler
Paracadagráfica conexa con Vvértices Earistas y F carasocurreque v etf 2 lyaplanable

Emostración porinducción sobre E

Caso base n vértices n 1 aristas

III un árbol

IF 1 IVI n IE l n 1

n Ln 1 1 n n t 1 1 2

Consideremos una gráfica son más den a

aristas ne resariamente contiene un ciclo y por
lo tanto al menos una cara acotada Éi
Elegimos una arista de la cara acotada y
la quitamos La gráfica resultante siguesiendo conexa pero tiene una arista menos y
una cara menos Entonces por hipótesis
deinducción tenemos que se cumpleque

n e tf p e e s f a f 1

i mariiiiiiiiijijiAl regresar la arista tenemos
A Le 1 Lf 1

Es

https://ics.uci.edu/~eppstein/junkyard/euler/








































































V ETF 2

Femostracción por inducción sobre E

Digamosque
lvl n

Casobase n vértices y n 1 aristas

En árbol

F
n cn 1 1 n n 1 1 2

Consideremos una gráfica con almenos
1 aristas Necesariamente tiene
al menos un ciclo y por

lo tanto
al menos una cara no acotada
Lexa

ohm
Tomamos una arista de esa cara no acotada

y laquitamos Lagráficasigue siendo
conexa pero con una arista menos

Por mi hipótesis de inducción se cumple
N E F 2








































































Al regresar la arista tenemos
n E 1 F 1
M E FI 1 1
2 1 1 2








































































Teoremas Si 6 es una gráficááptaináblegon V3 yEaristas entonces

Demostración
fangos a construir una gráfica 6 a partir

6 es lagráfica que tiene el mismo conjunto de
vértices_ve 6 y el mismo conjunto de avistas
más las Que se obtienen en el siguiente proceso

Si 6 no tiene ciclos agregar
cualquier arista entre dos vértices
que no sean vecinos

Si 6 tiene un ciclo que no es de tamaño
3 agregar una arista uniendo vértices
que no sean vecinos

Nos detenemos cuando todos los
ciclos de 6 sean de tamaño tres

Notemos que 6 sigue siendo aplanable

En cualquier dibujo de 6
Yo Cada cara está acotada por exactamente

Cada arista está en exactamente
EEEE

3 F E








































































Como 6 es una gráficaaplanable y conexa
podemos usar la identidad de Euler

V Etf L
M E E 2
n E 2

El 3 2 n

E 312 n 3 n 2
Por lo tanto EC 3n

EEio.to agrgrfiggghgjable contiene un vértice

Consideremos unagráfica aplanablemaximal
Porel handshakinglemasabemos que la

suma de los grados de los vértices es 2 E
es decir Gn 12 El grado promedio es

GYE 6

Por lo tanto la gráfica contiene al menos un

vértice de grado estrictamente menor que 6 µ
Podemos construir un ejemplode una
triangulaciónque tenga exactamente
un vértice degrado 6








































































Corolario Toda gráfica completa kn con n 5 es
lo Enable

Teorema deFary
Cualquier gráfica aplanable simple
puede dibujarse en el plano sin cruces

y de tal forma que las aristas sean

segmentos de recta

























DEL Doubly connected edge list

Lasgráficas se pueden representar en la
computadora usando distintos estructuras
de datos principalmente se usan dos









Sin embargo a nosotrxs lo que nos interesa
es almacenar losdibujos enelplane
encajes de una gráfica
Para esto vamos a usar una estructura
llamadaDoubly connected edge listDCEL

Qué operaciones nos gustaría que
soporte esta estructura



Operaciones

Recorrer una cara

Cambiar de cara

Visitar todas las aristas incidentes
en un vértice

Una DCEL es una estructura que consistede 3 listas doblemente ligadas
Vértices
Caras
Aristas

Aristas

Las llamaremos half edges
semi aristas Twinles

Contiene
Apuntador a su origen Originle
Apuntador Twince
Apuntador Incidentface e a la cara
que acota Siempre a su izquierda
Next
Prev



vértices
Coordenadas del vértice Coordinates v
Apuntador IncidentEdge u a una arista
arbitraria que tenga a u como origen

CEEpuntador Outer Component f
a algún half edge en su frontera
Si la cara es no acotada entonces
el apuntador es nulo
Lista Inner Components f contiene
un apuntador hacia algúnhalf edge en la frontera de
cada componente conexa de la

gráfica Twin e

Nextel
l Origin e

Preulel

IncidentFace el



Ejemplo

Luter Component Inner Component
nil
nil
nil
nil

ni 9,2



Otro ejemplo

V2

f en 2 en

V4 v



Notemosque la estructuraalmacena una
cantidad constante de información
por nodo

Foremast
Dado un encaje de una gráfica
aplanable con n vértices m

aristas y f caras la estructura
CEL tiene complejidadespacial

Olntm f O n

PETE sta vérticeycarasealmacena una cantidad constante
de información por lo cual se requiere
espacio 04 para cada elemento
De esto se sigue el tamaño O Cntmtf
Como la gráfica es aplanable
por la identidad de Euler tenemos
que Mt e f 2 Por lo cual

0 n Mt f 0 n Me



Manipulación de DCEL

Recorrer una cara

SE halfedge f
has
do
something with h
he next n

while h s

Agregar un vértice
Deseamos agregar un vértice venalgunacara dada f

Edi nuevo vértice v y una semiaristah f Incident face h

Sea a Origin Twin h i eTarget de h
Nyu son vecinos

Requerimos que se cumpla la condición



Pre condición antes de ejecutar el alg
El segmento de recta

Coordinates a Coordinates lo

debe estar completamente con tenido
en la cara f

01



Agregar una arista entre dos
vértices dados

Igualque antes esta operación es posible
únicamente si el segmento de recta
no está completamente contenido dentro
de la cara f

V V

k f

U U fa

Además supondremos que v está en f y que
no es adyacente a 2

target e Origin Twin le



OI

Algunas otras operaciones básicas
se dejan como ejercicio



I I


