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Resumen

Presentamos las nociones fundamentales de Teoria de Cdédigos. Hemos querido ponderar un en-
foque algebraico, pero también computacional, procurando describir los procedimientos de manera que
cualquier lector pueda programarlos en el lenguaje de su preferencia. Tras una breve introduccién, damos
las definiciones bésicas de c6digos, y de procedimientos de decodificacién de tipo “instantdneo”, luego re-
visamos los cédigos binarios, y pasamos después a los lineales donde enfatizamos el significado geométrico
de las nociones involucradas; vemos también algunos procedimientos para obtener nuevos codigos par-
tiendo de otros ya construidos previamente. Como codigos particulares, presentamos los cédigos de
Reed-Muller y los cédigos ciclicos, entre los que se cuentan los de Golay. Presentamos también los
cédigos de Reed-Solomon (siguiendo dos enfoques, el primero de tipo “practico” y el segundo de tipo
algebraico) y los c6digos BCH.

Estas notas se encuentran en un constante proceso de (re-)elaboracién.
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1 Introduccion

En esta breve introduccién a la Teorfa de Cédigos seguiremos cercanamente la exposicién de Adamek [1]
asi como el libro de van Lint [13]. Las nociones béasicas de Teoria de Numeros, desarrolladas teniendo
de fondo a sus aplicaciones en Comunicaciones, estdn claramente expuestas en el libro de Schroeder [11].
Niederreiter es un autor muy conocido, ya cldsico, en Teorfa de Campos, y su texto en cédigos [9] es
sumamente recomendable, y lo mismo puede decirse de Washington, cuyo libro fue muy conocido desde su
primera edicén [15] y la segunda fue sustancialmente actualizada [12]. El manual compilado por Huffman y
Brualdi [8] ya es indispensable para los especialistas de esta drea. Textos més recientes son [5, 6, 7, 10].

2 Codificacion

2.1 Funciones de codificacién

Sea A un alfabeto finito y sea C' un alfabeto llamado de cdédigo. CT denota al conjunto de palabras no-vacias
con simbolos en C. Una codificacion es una funcién v : A — CF. La imagen de v se dice ser el conjunto
de palabras de cddigo (codewords). « se extiende, mediante la mera concatenacién de valores, a una funcién
¥ 1 A* — C7T, donde A* = J,»q A™ = AT U {nil}, haciendo:

~*(nil) = nil , Voe A%, ae A: v*(oa) =v*(0)v(a).
La codificacién se dice ser de una decodificacion unica si v* es una funcién inyectiva.

Ejemplo 2.1 (4-en-8) Codifiquemos un alfabeto de 70 simbolos mediante un alfabeto consistente de tiras
de 8 bits, 4 de los cuales estan prendidos y los otros 4 apagados.

Sea A un alfabeto de 70 simbolos, por ejemplo, A podria ser el alfabeto que consta de las 26 letras
mintsculas, las 26 mayusculas, los 10 digitos decimales y 8 simbolos de puntuacién (entre los cuales estd el
“blanco”). Sea C' = {0,1} el alfabeto de sélo dos simbolos y sea C% el conjunto de palabras de 8 bits en
las que exactamente hay 4 bits con valor 1. Es claro que card (C%) = (§) = 70 y que el conjunto C% estd
ordenado con el orden usual de los enteros cuando cada palabra se lee como la representacién en base-2 de
un entero: El primer elemento es pues '00001111" y el tltimo 11110000". Sea v : A — C8 la funcién que
asocia el i-ésimo elemento de A con el i-ésimo elemento de C%. Una palabra de longitud k en A quedard
entonces codificada por 8k bits. Cada bloque de 8 bits contiguos, de la forma egy_7egp—6 - - - Egp—1E8¢, CON
1 < ¢ < k, contiene exactamente 4 1’s. Naturalmente, de las 2° = 256 palabras de 8 bits, hay 25 — () = 186
que no son palabras de cédigo. La decodificacién es natural. Cada uno de los bloques de 8 bits contiguos
determina un simbolo de A. ]

Observacién 2.1 (Terminologia) En la literatura técnica es comin nombrar a una funcion de codificacion
como un codigo, e incluso, a su imagen, o sea al conjunto de palabras de codigo, se le llama también codigo.
Ast pues la palabra cédigo tiene prdcticamente cuatro connotaciones: el esquema (v, A,C), la funcidn =,
el valor v(a) asociado a cada simbolo a € A, y la propia imagen v(A). De estas cuatro, la mayormente
supuesta en la Teoria de Cédigos es la cuarta.

Si existe una k € N, k > 0, tal que y(A4) C C*, entonces el cédigo se dice ser de bloques: cada simbolo se
codifica mediante un bloque de k simbolos.

Ejemplo 2.2 (ASCII) El cédigo ASCIT (American Standard Code for Information Interchange) es un
cddigo por bloques de 8 bits (con una connotacidn inicial de 7 bits mds 1 de paridad).

Por otro lado, el codigo se dice ser instantdneo si no ocurre que el cédigo de un simbolo sea un prefijo
del cédigo de otro simbolo:

Vaj,aa € A: [[31 € CF 1 y(a2) = v(a1)7] = a1 =ag].



A | pre N | rpe E | pe O | rrre
B | rpppe || O | rrre T | re H | ppppe
C | rprpe || P | prrpe I | ppe V | pppre
D | rppe Q | rrpre A | pre F | pprpe
E | pe R | prpe N | rpe L | prppe
F | pprpe || S | pppe M | rre P | prrpe
G | rrpe T | re S | pppe J | prrre
H | ppppe | U | ppre U | ppre || B | rpppe
I | ppe V | pppre R | prpe X | rppre
J | prrre || W | prre W | prre C | rprpe
K | rpre X | rppre D | rppe Y | rprre
L | prppe | Y | rprre K | rpre Z | rrppe
M | rre 7 | rrppe G | rrpe Q | rrpre

—~
5
N2

(b)
Recuadro 1: Cédigo Morse. (a) En orden alfabético. (b) En orden de frecuencias en el idioma inglés.

Ejemplo 2.3 (Cédigo Morse) Sea Latino el alfabeto de las 26 letras mayisculas y sea Cd = {p,r,e} el
afabeto consistente de tres simbolos: punto, raya, espacio. El cddigo es instantdneo y se muestra en la tabla 1

[Pk

El Cédigo Morse es de decodificacién unica: ya que la codificacién de cada simbolo termina con “e
(espacio), entre dos espacios contiguos cualesquiera se decodifica un dnico simbolo. También, al asignar
c6digos méas cortos a simbolos méds frecuentes, podrd esperarse que en el Cédigo Morse los codigos de
palabras seran de longitudes “cortas”. ([l

Los cédigos instantaneos deben su nombre a un procedimiento “natural” para decodificarlos: Leyéndolos
de izquierda a derecha, cada vez que se reconoce el codigo de un simbolo se escribe ese simbolo y se reinicia
el proceso de reconocimiento.

2.2 Decodificacién unica

Teorema 2.1 (Kraft) Sea A = {ai}?;ol un alfabeto de n simbolos y sea L = {&-}?;01 un conjunto de n
numeros naturales distintos de cero. Existe un cddigo instantdneo, utilizando un alfabeto de codigo C de k
simbolos, de manera que cada a; corresponda a una palabra de longitud ¢; cuando y sélo cuando se cumpla
la desigualdad de Kraft

d k< (1)

=0

En efecto, haciendo un renombramiento de simbolos si fuera necesario, podemos suponer que L es no-
decreciente: 1 < /{g </l <---<¥l,_1.
Supongamos que existe un cédigo instantdneo v : A — C*, a; — 7(a;), tal que

long (y(a;)) =4;, 0<i<n-—1.

Al ser el cédigo instantaneo, para cada ¢ > 0, ningtin v(a;), con j < i, puede ser un prefijo de y(a;). Asi
pues, se tiene exactamente k% — Z;;B k*~% posibilidades de elegir y(a;). En consecuencia,

i—1
Vi>0: k> RS 4 (2)
§=0

En particular, para i = n — 1, al dividir ambos miembros de la desigualdad (2) entre k‘~—1 resulta la
desigualdad de Kraft (1).



Reciprocamente suponiendo que vale (1) entonces puede verse consecutivamente que valen las rela-
ciones (2). El cédigo instantdneo se construye de manera sucesiva: Para y(ag) elfjase una de las k* palabras
posibles de longitud £y. Para cada ¢ > 0 habiendo construido vy(a;), con j < i, elfjase como y(a;) a una
palabra de longitud ¢; que no tenga como prefijo a ninguna y(a;). Por la desigualdad (2), esto dltimo siempre
es posible. O

Teorema 2.2 (McMillan) Cualquier cddigo de decodificacion inica satisface la desigualdad de Kraft.

Sea A = {ai}?z_ol un alfabeto de n simbolos y sea 7 : A — C* una codificacién de decodificacién tnica, sobre
un alfabeto C' de k simbolos. Sea ¢; = long (y(a;)), i =0,...,n—1. Escribamos A = Z?:_Ol k~*% y mostremos

que, en efecto, A < 1. Para esto deberemos demostrar que la sucesion ()‘T)V>1

obviamente vale la implicacién: A > 1 = lim,_, 4. 2 = +00). Calculemos entonces las potencias de \:
too

<T§ k_€110> (S k—Kn) _ nil k/,—(ZiO—i-Zil)

i0=0 i1=0 10,11 =0

estd acotada superiormente

)\2

n—1 n—1 n—1
A2 = Z g (Cig+tiy) (Z kei2> Z o~ (CigTliy +iy)

i0,i1=0 i2=0 i0,%1,i2=0

v—1
P a— Z k7(£i0+‘eil+ei2+"'+eiuil)

10,81,82,.++,8y—1=0

Ahora bien, para cada entero u € N que se realice como la suma de v logitudes, sea
L = {(ioyi1,ay o yiye1) | = lig + liy + Liy + -+ i 1}
el conjunto de formas de expresar a p como una tal suma y sea
S ={o € A" |y (0) € C*} ={ai,ai, s, - -~ i, |(G0, 91,92, .., Tu—1) € T}

el conjunto de palabras de longitud v en A que quedan codificadas por palabras de longitud p en C. Ya que
el cédigo es de decodificacién unica, se tiene

card(l,,) = card(S,,) < card(C*) = k*.

Sea £ = max [&]?—01 la mayor de las longitudes de cédigos de simbolos. Naturalmente, el mayor de los valores

p tales que I, # () es precisamente v¢. En consecuencia:
vl vl vl
S YD SR SRS ]
=1 (ig,i1,e v —1) €L pu=1 p=1

de donde resulta )‘—VU </, y esto ocurre para cualquier v. O

Como una consecuencia directa de ambos teoremas, resulta el

Corolario 2.1 Todo cddigo de decodificacion unica da origen a codigos instantdneos que preservan las lon-
gitudes de los codigos asociados a los simbolos.



2.3 Algoritmo de Sardinas-Patterson

Sea v : A — C7 una funcién de codificacién. Recordamos que confundiremos voluntariamente v* : A* — C*
con «. La funcién v es de decodificacién tunica si rige la implicacién siguiente:

Y(w) - v(au-1) =v(Bo) - v(Bo-1) = p=v& [Vi<p: a; =[5 (3)

cualesquiera que sean los sfmbolos ay,...,au—1; Bo,...,B,—1 € A.

Sea I' = v(A) C C* la imagen bajo la funcién de codificacién v del alfabeto A. Recursivamente, se define
I'% = {nil} y '**! = T*T". Para cada k € N, I'* es pues la familia de palabras en C* consistente de cédigos
de palabras de longitud k£ en A.

Si 7 es de decodificacién tnica, entonces la relacién (3) implica que toda palabra en T'* se expresa de
manera tinica como la concatenacion de k palabras en I'. Sintetizaremos esta tltima propiedad, diciendo que
I'* es de factorizacion tnica sobre T.

Proposicién 2.1 Si v es de decodificacion unica, entonces para cualesquiera n,k € Z+, TF" es de factori-
zacién inica sobre T'*.

Se define también I'* = J, . T*.

Proposicién 2.2 (Criterio de Schiitzenberger) Considérese las siguientes tres condiciones:

1. v es de decodificacion unica.

2. 10 [Uss T =0
3. [(eD*)NT*£0 o ([*0)NT* £0] = o€l

Entonces vale la equivalencia:
1. <= 2. § 3. 4)

En efecto, veamos cada una de las implicaciones requeridas. Por un lado:
1. = 2. Es claro que si hubiera una palabra p € I'N {Uk>2 I‘k] , ella tendria més de una factorizacién y en
consecuencia v no podria ser de decodificacién tnica.

1. = 3. Supongamos que hubiese una palabra 7 € (oI'*) NT'*. Existen entonces kg, k; € N tales que
p € oo N T . Por la descomposicién tinica a fortiori ky = ko +1y o € T.

Por otro lado:
2. & 3. = 1. Siacaso y(o) - y(ary—1) = Y(Bo) - - 7(Br,—1), entonces bien v(ag) es un prefijo de v(5o)
o al revés. Supongamos lo primero, entonces y(8y) = v(ag)o, para alguna palabra o. Por la condicién 3.
o debe estar en T'. Por la condicién 2. se ha de tener v(ag) = v(6o) ¥ ag = Bo. Continuando de la misma
forma para el resto de la palabra resulta la condicién 1. O

Sea v : A — CT una funcién de codificacién y I' = y(A) C CF su imagen. Definimos, iterativamente

I'' = {o€A"|3rel: r0€T}
Thp1 = {0€A|3j<k [FrelV: roeT* o [Irel*: 70 eTV]}

El conjunto I'; consiste pues de los restos que le hacen falta a palabras en el cédigo I para convertirse en
otras palabras en el cédigo. Similarmente, I'y consiste de restos para que palabras previas se conviertan en
codigos de palabras de longitud k — 1, o bien de restos para que cédigos de palabras de longitud k£ — 1 se
conviertan en palabras previas.

Proposicién 2.3 Existen i,j € N, i < j, tales que I'; = I';. Es decir, a la larga, la sucesion de conjuntos
de restos (I'y,), ha de ser periddica.



En efecto, veamos primero que las longitudes de los restos estan acotadas. Sea n la longitud mayor de
las palabras de cédigo: n = max{long(y(«))| a € A}. Por induccién en k se ve de manera directa:

Vk € Z" Vo € Ty, : long(o) < n.

Asi, cada I'; sélo tiene un numero finito de posibilidades de ser formado. De donde resulta la proposicién. [J

Naturalmente:

Proposicion 2.4 FEl cddigo v es de decodificacion unica si y solo si
VkeZT: NIy, =0. (5)

Ahora bien, la condicién T' N T’y # () es claramente equivalente a que nil € T'yy 1. Por tanto, si acaso
nil € I'y, para algin k entonces v no puede ser de decodificacién dnica.
Esto proporciona el algoritmo de Sardinas-Patterson para decidir si un cédigo v es de decodificacién
Unica:
1. T:=~(A) c Ct;
2. 1:=1; calcilese T; ;
3. mientras que nil ¢ I'; hagase
(a) i4++;
(b) calculese T; ;
(c) si(3j <i: I'j ==T)) entonces
decidase 'y es de decodificacién tnica

)

4. decidase 7y no es de decodificacién tnica’

(si ocurre que en alguna iteracién nil € IT';, entonces la palabra 7 en T'; NI, con j < ¢, que mostrara tal
hecho ha de poseer més de una factorizacién).

3 Cddigos de Huffman

Los cédigos de Huffman son instantaneos y asocian las cadenas mas cortas a los caracteres mas frecuentes.
Sea A un alfabeto en el que a cada simbolo a € A se le ha asociado un valor, digamos f(a), llamado peso de
a. Por ejemplo, para un “corpus” dado o € A*, para cada a € A se cuenta el numero de apariciones de a en
o para obtener el valor ¢, (a) y se toma la “frecuencia” f(a) = c,(a)/long(c). Podemos pues suponer que
paracadaa € A, 0< f(a) <1y Y, o4 fla) =1

3.1 Coddigos de Huffman binarios

Para construir los cédigos binarios se procede de una manera arbodrea:

1. Sea A la lista de elementos de la forma (a, f(a)), donde f(a) es el peso del cardcter a. Acaso mediante
un renombramiento de los caracteres se puede suponer que los pesos estdn ordenados de manera no-
decreciente. En este momento, A consta del follaje de un drbol a construirse.

2. Inicialmente, sea 7, el arbol a construirse, un arbol binario vacio.
3. En tanto sea posible repitase el ciclo siguiente:

(a) Séquese de A a sus primeras dos componentes. Estas son “hojas” o subédrboles binarios, 7o y 7;.

(b) Sean fo y fi las etiquetas de sus raices.
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Recuadro 2: Computacién del ejemplo.

(¢) Sea T = Ty A Ty el arbol binario cuyo subédrbol izquierdo es 7y y el derecho es 77. Etiquétese a
su raiz con la suma f := fo1 = fo + f1, a su arista izquierda con 0 y a su arista derecha con 1.

(d) Insértese a 7 dentro de la lista A4 en el lugar que le corresponde segiin f, es decir, en la primera

posicion tal que todos los elementos de A hasta esa posicion, tienen un peso estrictamente menor
que f.

4. El cédigo asociado a cada caracter es la lista dada por el camino desde la raiz hasta la hoja correspon-
diente al caracter.

Este algoritmo es de tipo voraz pues estd codificando primeramente a los caracteres de mayor frecuencia.

Ejemplo 3.1 Consideremos el alfabeto Diez con las frecuencias siguientes:

Cardcter 01|23 4

5161 7 |8
Frecuencia -10 || 7| 8| 5| 6| 9

3141 10|12

Ne)

Construyase el correspondiente Codigo de Huffman

Puesto en orden no-decreciente, tenemos

A e ter e | e sy el |17
flr] 23|45 ]6]7]8]9]10

Procediendo segiin los pasos descritos en el algoritmo, de manera consecutiva, obtenemos la computacion
mostrada en la tabla (2). De lo cual resulta la codificacién mostrada en la tabla (3).

O

Asf pues, si originalmente se hubiese ocupado 4 = [log,(10)] bits para representar cada simbolo de Diez,
al sumar las frecuencias tendriamos que habria Zgl 1 = 55 caracteres en el corpus original o, y el “archivo”



(7 ~ 00
[4] ~ 111
[1] ~ 101
[0] ~ 100
(8 ~ 011
[ ~ 1101
[6] ~ 1100
[5] ~ 0101
[§ ~ 01000
[9 ~ 01001

Obsérvese que la codificacién no es monétona respecto a las frecuencias
y al orden lexicogréafico. Sin embargo, esto no es una dificultad esencial,
pues una leve modificacién al algoritmo lograria la monotonia.

Recuadro 3: Codificacién obtenida en el ejemplo.

que los contuviera tendria una longitud de 220 bits. Con la codificacién de la tabla (3), el niimero total de
bits sera
10-24+(9+8+7+6)-3+(54+4+3)-4+(2+1)-5=173,

. . ¢ 173
por lo que la razén de compresién serd 555 ~ 78.64%. O

3.2 (Cébdigos de Huffman terciarios, cuaternarios y de orden mayor

Sea k > 2. Los cddigos de Huffman de orden k se construyen sobre un alfabeto de k simbolos, ordenados con
un orden propio, y para ello se procede de igual manera a como se hizo en el caso binario. En cada iteracién
del ciclo principal se van agrupando de k en k vértices en el drbol que se construye.

3.3 Estimativo probabilista de la longitud de cédigo

Dada una palabra o € A*, la frecuencia f(a) = 15&?8) de un simbolo a € A puede identificarse como la

probabilidad de que ocurra a. Si £, € N es la longitud del cédigo de a € A entonces la longitud esperada del
codigo de Huffman es

E(f)=> tluf(a) = b > lacy(a).
€A

a€A - long(O') a

Escribamos p, = f(a).
La funcion de entropia H : R* — R se define de manera que cumpla con las propiedades siguientes:

Positiva. Vpi,...,pn: H (p1,...,0n) > 0.
Continua. (p1,...,pn) — H (p1,...,pn) es continua.

Simétrica. Vp1,...,pn, Vm €S, : H(p1,...,0n) = H (p,r(l),...,pﬂ(n)).

Coherente. vplap% <oy Pt H(plaPQa s 7pn) = H(Pl +p27 cee 7pn) + (Pl +P2)H (pfi}pz’ pllfpz" .. aPn)

Para esto se debe tener que existe C' > 0 tal que

n
1
VD1, Pn H(p17~-~7pn):C§ pilogg
i=1 v
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Figura 1: Gréfica de la funcién de entropia de Shannon.

donde se ha de entender: [p =0 = plog% = 0.] Al expresar C' = (log c)fl7 se ha de tener

- 1
H(p1,...,pn) :Zpilogcg
i=1

=—> pilog.p;. (6)
t i=1
Esta tdltima expresién define la llamada entropia de Shannon, considerando ¢ = 2. Para el caso n = 2, la
relacién (6) queda
Vp € [0,1]: H(p,1—p)=—plogyp— (1 —p)logy(1—p).

Esta funcién es tal que H([0,1]) = [0,1], posee sus valores minimos en p = 0,1 (que una frecuencia sea 1
significa que en la cadena original sélo ha de aparecer un simbolo) y su valor méximo en p = % (los simbolos
que aparecen en la cadena original son equiprobables).

Sea e; = (6;;)_, el i-ésimo vector canénico que tiene el valor 1 en la i-ésima coordenada y el valor 0 en las

J
otras. Este corresponde a la distribuciéon de probabilidad en la que sélo aparece el i-ésimo simbolo y ninguno
otro. Pues bien, de la relacién (6) se ve que H(e;) = 0, lo que da una minima entropia. Si se considera
f= % >, ei, que corresponde a la distribucién uniforme de probabilidad, se tiene H(f) = log,(n), lo que
da una méxima entropia.

En la figura 1 presentamos las graficas de H para alfabetos de dos y de tres simbolos respectivamente.
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Supongamos que p = (pj)"f1 es la distribucién de probabilidad de un alfabeto A de n simbolos, y que

1=(¢; );L , es la lista de longitudes de un cédigo instantaneo de A. Entonces la longitud esperada ha de ser

E(l) = ijl lip; = ijlp] log, [2 J] y, en consecuencia

1 < 1
f _ .
H(p E p; logy []] § pj 1og2 2 E p; logy |:2 Jp ] = log 2 ;:1 p;log {2@.%}

de donde

n

R 1 1 1 1 "
H(p) - E(1) < —— 1] = — -1 = — 274 —1| <
(p) M= log 2 ;p] {24‘]3]4 } log 2 ZQQ log 2 Z =0

j=1 j=1

(donde la tltima es precisamente la desigualdad de Kraft). Asi pues, H(p) < E(1), es decir la longitud
esperada de cualquier codigo instantdneo es mayor o igual que la entropia de la distribucion de probabilidad
de los simbolos.

Para una distribucién p = (pj)?zl de un alfabeto A de n simbolos y un entero positivo k € N, se define

la distribucién p* sobre el alfabeto A*, que consiste de las palabras de longitud k, haciendo
k
Va=aj,---a;,_, € Ak Digei_y = H Di
k=1

p¥ se dice ser la k-ésima extension de p.
Se tendra entonces que vale el

Teorema 3.1 (de Shannon de Cdédigos sin Ruido) Para cualquier distribucion de probabilidad p, sea
L (p) la longitud esperada de una codificacion de Huffman. Entonces

H(p) </lu(p) < H(p)+1

Y para extensiones sucesivas,
1

Jm oL (p p") = H(p).

Planteemos un caso de estudio que se resolveria de manera directa utilizando el teorema de Shannon 3.1.

Ejemplo 3.2 Supongamos que se quiere transmitir un croquis. FEste estd conformado prdcticamente por
unas cuantas lineas sobre fondo blanco. Al digitalizar la imagen, la probabilidad de que aparezca un 1 (pizel
negro) es a lo sumo p y de que aparezca O (pizel blanco) es al menos 1 — p, con p < 1072, digamos. El
alfabeto original A = {0, 1} consta de dos simbolos. Para k = 10, se divide la imagen en blogques de k pizeles
consecutivos. El alfabeto actual es entonces A*. A toda cadena de ceros, 0%), se la codifica con un solo 0, y
a cualquier otra cadena o € A* con la cadena 1o € A¥1. ;Cudl es la esperanza de la longitud del cédigo?

La longitud esperada del cédigo de una cadena 7 € A* es

E(l) = 1-Prob(r=0%")+ (1+k)Prob(r #0%)

= 1 (1-pf+A+k01—1-p)"
= 1+k—k(1—p)P*,

asi esta longitud serd més cercana a 1 conforme p sea més pequefio, o sea la compresién serd mayor (de k a
1). El teorema de Shannon 3.1 da la misma estimacién de manera més directa y general.
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3.4 Primeras listas
3.4.1 Ejercicios
1. Disene un cédigo instantaneo para un alfabeto llano de n simbolos, de manera que las longitudes de cada

uno de los cédigos de los simbolos coincidan. Indique cudl es el ntimero k, en términos de n, de simbolos
necesarios en el alfabeto cédigo.

2. Decida si el codigo definido por la siguiente tabla es de decodificacién unica:

1101 31| 10 5 | 1100
21011 || 4 | 1000 || 6 | 0111

Si no lo fuera, localice dos palabras distintas que produzcan un mismo cédigo.

3. Decida si el codigo definido por la siguiente tabla es de decodificacién unica:

0| aa 2 | abbbb || 4 | abbaa || 6 | bbbab 8 | aaaaba
1 | aabab || 3 | ababa || 5 | babba || 7 | aaaabb || 9 | aaaaab

Si no lo fuera, localice dos palabras distintas que produzcan un mismo cédigo.

4. Sea A = (ay)ﬁ;é un alfabeto de m simbolos. Sea o € A* una palabra tal que, para cada v tal que

1 <v <n-—1 el simbolo a, aparece el doble de veces que a,_1. Describa cémo ha de ser el codigo de
Huffman binario.

5. Sea A = (al,)z;(l) un alfabeto de n simbolos. Sea o0 € A* una palabra tal que todos los simbolos aparecen
un mismo numero de veces en . Describa como ha de ser el cédigo de Huffman binario. Trate por separado
el caso en que long(c) es una potencia de 2 y el caso complementario.

6. Dé un ejemplo de una tabla de frecuencias para un alfabeto de 5 simbolos de manera que el cédigo
binario de Huffman tenga una longitud promedio 1.8.

7. En un mensaje o sobre un alfabeto de 4 simbolos, A = {ag, a1, a2, as}, se tiene que el primero, ag aparece
siete veces més que cualquiera de los otros. Construya un cédigo binario que tenga una longitud promedio
1.4.

8. Suponga que se tiene un alfabeto de 256 simbolos de ocurrencias equiprobables. ;Cudl es el valor de
su entropia? ;Cudntos deben ser los simbolos en el alfabeto para que en ocurrencias equiprobables se tenga
una entropia de 50 bits?

9. La efectividad ® : p — ®(p) de una distribucién p se define como la razén entre la entropia H(p) y la
longitud promedio del cédigo binario de Huffman ¢5(p) que determina. Encuentre los valores extremos de
la efectividad e indique a cudles distribuciones corresponden.

10.  Aplique el teorema de Shannon de Cddigos sin Ruido 3.1 a la situacién descrita en el ejemplo 3.2 y
calcule estimativos, en términos de k y de p, de la tasa de compresién esperada.

3.4.2 Programas

1. Enumeracién de subconjuntos. Escriba un programa que reciba dos enteros positivos (n, k), con
0 < k < n y haga lo siguiente:

A. Reciba un indice £ € [0, (}) — 1] y escriba el ¢-ésimo subconjunto de k elementos en [0, n — 1].

B. Reciba un subconjunto I de k elementos en [0,n — 1] y calcule el indice que le corresponda de acuerdo
con la enumeracién anterior.

2. Cédigo 4-en-8. Sea A el alfabeto de 70 simbolos
A={A,...,Z2} U{a,...,z}U{0,...,9U{",?,(,),:,., ,,}
(en el ultimo bloque el pendltimo cardcter es el blanco y el ultimo la coma). Escriba un programa que

considerando el Cédigo 4-en-8 7 del ejemplo 2.1:
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A. Reciba una palabra o € A* y escriba el c¢édigo (o) correspondiente a esa palabra.

B. Reciba una palabra w € {0,1}* y revise si acaso estd en la imagen de . Si no lo estd marque el primer
lugar en w donde ocurra una violacién a las reglas sintdcticas, y si lo estd entonces encuentre o € A*
tal que v(0) = w.

. . _ . . o -1
3. Escriba un programa que habiendo recibido como entrada una lista de niimeros enteros positivos (EV)::O:

A. Calcule el minimo k € N que satisface la desigualdad de Kraft,
B. Sea A, el alfabeto consistente de los n simbolos consecutivos ASCII a partir del cardcter numérico
con cédigo decimal 33 (“I”). Sea Cy el alfabeto consistente de los k simbolos consecutivos del alfabeto

latino de mintsculas. Calcule la funcién de codificacién de un cédigo instantdneo de A,, sobre C} tal
que el simbolo i-ésimo se codifica por una cadena de longitud /;.

4. Escriba un programa que reciba como entrada la tabla correspondiente a la funcién de codificacién de
un codigo.

A. Decida si el cédigo es instantaneo,
B. En caso de que lo sea, reciba palabras codificadas y las decodifique procediendo de manera voraz..

. . o . . - -1
5. Escriba un programa que habiendo recibido como entrada una lista de niimeros enteros positivos (¢,)"_,

y un entero k € N que satisfagan la desigualdad de Kraft, cuente cuantas funciones de codificacién existen
tales que el simbolo i-ésimo se codifica por una cadena de longitud ¢;.

6. Escriba un programa que calcule la codificacién de Huffman. Como entrada debe darse una tabla de
simbolos y frecuencias y una bandera que indique si se quiere un cédigo binario, terciario o cuternario. Como
salida debe dar la funcién de codificaciéon correspondiente.

7. Escriba un programa que reciba un entero positivo n € N y un valor real h € R. Para ellos debe decidir
si existe una distribucién p tal que H(p) = h y en tal caso debe encontrar una tal distribucidn, la longitud
esperada de su cddigo de Huffman y su efectividad.

8. Escriba un programa que reciba una distribucién p de un alfabeto de n simbolos, y un entero k € N y
calcule la extensién p* como una lista de n* valores reales.

9. Escriba un programa que reciba como entrada n € Ny un vector p € R” y compruebe experimentalmente
que vale la igualdad de limite enunciada en el teorema de Shannon 3.1.

10. Escriba un programa que realice la situacién descrita en el ejemplo 3.2:
e Inicialmente recibe n,m € Ny p € [0, 1].

e Genera una matriz M € {0,1}™*" de manera que la frecuencia de 1 sea p (y en consecuencia la de 0
habria de ser 1 — p).

e Realiza la codificacién mostrada en el ejemplo, y calcula la tasa de compresién.

e Muestra estadisticas para muchas repeticiones del experimento.

4 (Cbdigos binarios
Sea Fo = {0, 1} el campo primo consistente de dos elementos con sus operaciones de suma y producto usuales

(XOR y AND respectivamente). Las potencias cartesianas F% tienen naturalmente una estructura de espacio
vectorial sobre Fy. Un cddigo binario es uno de la forma v : Fy — F3.
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4.1 Cébdigo por mayoria de votos

Supongamos que se quiere transmitir mensajes, desde una parte emisora a una receptora, por un canal que
comete errores con una distribucién binomial, es decir, existe un p € [0, 1] tal que para cada = € Fo, si T es
el valor recibido a través del canal, entonces la probabilidad de error es

Prob{z # z} = Prob{Z + a2 =1} = p.

Como un primer paso para detectar errores se podria utilizar, para un nimero n € N impar, el cédigo
kn : x — 2™ que codifica cada bit z mediante n repeticiones consecutivas de él mismo. En la parte del
receptor, para decodificar un bloque o de n bits, se procede por simple mayoria: el valor x que aparezca
més veces en o es el que se toma como transmitido.

La probabilidad de cometer un error en la decodificacion es la probabilidad de que habiendo transmitido
un bit x, su valor complementario sea mayoritario en o. Asi pues ésta es:

I%nlﬁi (?)pﬂle‘j§5<?)#‘%1pY~

_n+1 =
j_n2 i=0

Parap < % se tiene P,,, — 0 conforme n aumenta de tamano; parap = % se tiene P,,, = % independientemente
del valor de n; pero para p > % se tiene P.,, — 1 conforme n aumenta de tamao.

4.2 Distancia de Hamming

Para n € N hay 2™ palabras de longitud n con sfmbolos 0, 1. Sea k € [1,n] y sea K C [0,n — 1] un conjunto
de indices de cardinalidad k. Sea C' C F} un conjunto de cardinalidad 2 y sea vy : F§ — C tal que existe
¢t : [0,k — 1] — K biyectiva, con la condicién:
Ve e F5 Vi€ [0,k —1]: (€); = (v(€)),s -

Se dice que el cédigo v posee k bits de informacion y utiliza n — k bits de revision. El cociente Rc = % es
la razén de informacion del codigo C.

Por ejemplo, para el cdédigo por mayoria de votos visto en la seccion anterior 4.1, n es un niimero impar,
k = 1y, por ejemplo, K = {0}. C = {0, 1"} y v : € — ™. Entonces ese cédigo tiene un solo bit de

informacién, utiliza n — 1 bits de revisiéon y su razén de informacién es %

Ejemplo 4.1 Sea C ={e € F}| 1 = (Z?;Oz EZ-) mod 2} el conjunto de palabras cuyo dltimo simbolo es
la paridad del bloque formado por los primerosn — 1. Para k=n—1y K = [0,n — 2], las funciones v e ¢
quedan determinadas naturalmente: v : € — (g, Z?:_OQ €i), L 21— i. Entonces v es un cédigo con n — 1 bits
de informacion y 1 = n — (n — 1) bit de revision. La razén de informacién de este cddigo es ”T_l

Ejemplo 4.2 Seann =6 y k = 3. Definamos

000 — 000000
001 — 001110
010 +— 010101

011 — 011011

77100 — 100011
101 — 101101
110 — 110110
111 — 111000

Sea K =[0,2] C [0,5] e¢:[0,2] — K la identidad. v es un cddigo con 3 bits de informacién y 3 =6 — 3

bits de revision, y su razon de informacion es %
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Observemos que en el ejemplo anterior, cualesquiera dos palabras en el cédigo C' difieren en por lo menos 3
bits. Asf pues, habiendo recibido una palabra € € F$, si ésta no estd en C se reconoce que hay un error.

Las palabras con error pueden ser complementarias de palabras de c6digo o las restantes (éstas son
20 -2.8 =26 2% = 24.3 = 48) y para cada una de estas 1ltimas habra una tnica palabra &’ € C' que difiera
de € en tan solo un bit. Se toma entonces a la palabra correspondiente con €’ segiin v y de esta manera se
corrige el error. (Para cada palabra complementaria de una palabra de cédigo hay tres palabras de c6digo
que difieren de ella en dos bits.)

Definicién 4.1 (Distancia de Hamming) Sea d,, : Fy x Fy — N,
(60,61) — dy, (E(),El) = card{j S HO,TL — 1]” €0j 7& €1j},

la funcion que a cada par de palabras le asocia el numero de sus discordancias. Naturalmente, d, es una
funcion distancia en F3, llamada de Hamming.

Definicién 4.2 Para cada € € Fy y r € N [a esfera de radio r centrada en € es
S(e,r) ={d € F§|d,(e,,d) =1},
y la bola de radio r centrada en € es

Ble,r) = {6 €F3|dn(e,8) <r} = |J S(e ).

sefo,r]
Asi, se tiene que card (S(e,r)) = (:f) y card (B(e,r)) = ZsE[[O,T]] (Z)

Definicién 4.3 Para un punto € € F} y un conjunto G C F} se define d,,(e,G) = min{d,(e,d)| § € G}.
Para dos conjuntos Gy, Gy C F§ se define d,(Go, G1) = min{d,(e,G1)| € € Go}.

Definicién 4.4 Para un conjunto G C F§ su didmetro es
Ay maz(G) = max{d, (g9,€1)| €0,€1 € G} .
Su distancia minima es
dp.min(G) = min{d,, (eg,€1)| €0,61 € C & €9 # €1}.

Observacién 4.1 Para cualquier cédigo C' C Fy tal que (B(g,dn,min(C) — 1)) e sea un recubrimiento de

5 se tiene

o C reconoce t errores si y s6lo si dp, min(C) >t

o C corrige t errores si y s6lo si dp, min(C) > 2t

En efecto, para la primera aseveracién: Supdéngase que se quiere enviar la palabra € € C'y se recibe § € F5.
Entonces pueden ocurrir dos casos. Si § € C, se habra detectado un error y como éste estd en una bola
de radio dy, min(C) — 1 con centro en un punto de C' se ve que hay menos de dy, min(C) errores. Si, por lo
contrario, § € C, entonces bien § = &, en cuyo caso no hay error, o bien d,,(8,&) > dy, min(C) y no serd
posible detectar los mas de t errores cometidos.

La segunda aseveracion se sigue de lo siguiente: Supdngase que se quiere enviar la palabra ey € C' y se
recibe § € FJ con a lo sumo t errores. Entonces d,,(9,&0) < t. Sea €; € C una palabra en el cédigo, distinta
de la enviada. Entonces d,,(€9,€1) > dp min(C). Resulta pues

dn(5,€0) 2 dn(507€1) - dn(5,€o) > dn,min(o) —t.

Por tanto: d,,(8,e0) >t < dymin(C) > 2t. O
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Definicién 4.5 Un cddigo C C Fg con k bits de informacion y n — k bits de revision se dice ser un cddigo-
[n,k]. En este caso se dice también que k es la dimensiéon de C' y que n es su longitud. Todo cddigo-[n, k]
de distancia minima d se dice ser un codigo-[n, k, d].

La observacién 4.1 se reformula como la siguiente:
Observacién 4.2 Todo cdédigo-[n, k,d] puede corregir menos de LgJ errores.

Ejemplo 4.3 Seann =5 y k = 2. Definamos

00 — 00000
01— 00111
7110 = 11100

11 — 11011

Sea K ={0,3} C [0,4] e¢:[0,1] — K, i — 3i. Se tiene que v es un cddigo-[5,2] y su razén de informacion
es % Su distancia minima es 3, por lo que es un cddigo-[5,2, 3]

Por la observacion 4.2, se tiene que puede corregir un solo bit. Alrededor de cada palabra de cédigo, la bola

de radio 1 consiste de ((5)) + (“;’) =145 =6 elementos. Se tiene;

B(00000, 1
B(00111, 1
(
(

{00000, 00001, 00010, 00100, 01000, 10000}
= {00111,00110,00101,00011,01111, 10111}
{11100, 11101, 11110, 11000, 10100, 01100}
{11011, 11010,11001, 11111,10011, 01011}

B(11100, 1
B(11011, 1

)
)
)
)

Estas bolas son ajenas a pares y su unién consiste de 24 palabras. Las restantes 8 = 25 — 24 equidistan en 2
de dos palabras de cédigo. O

4.3 Cbdigos lineales: Codigos rectangulares y de Hamming

Definicién 4.6 Un cddigo C' C F§ se dice ser lineal si posee al origen y es cerrado bajo la suma de Fy.
En el caso de un cddigo lineal, el peso de cualquier palabra € € C es w () = d, (g,0), y el peso minimo
del cédigo es

W (C) =min{w (e)| e € C —{0}}.
Observacién 4.3 Para cualquier cédigo lineal C' C Fy se tiene
e C reconoce t errores si wy, (C) >t
e C corrige t errores si wp, (C) > 2t

Ejemplo 4.4 (Cédigos rectangulares) Supongamos ny = mn, con m,n > 1. FEntonces el producto
cartesiano [0, m—1] x [0,n—1] se identifica con el intervalo de enteros [0,n,—1] mediante la correspondencia
v:(i,7) — v(i,j) =in+ j. Elcddigo rectangular, con (m — 1)(n — 1) bits de informacién y m +n — 1 bits
de revision, es

n—2
Cc = eclFy'| |Vie[0o,m—1]: eygn_1) = Zsy(m) mod 2| &

§=0
m—2

Vielo,n—1]: eym1,j) = (Z 5,,@@) mod 2] }
i=0

m—1n—1
m n -

La razén de informacion de este cddigo es
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Puede verse que C' es un cdédigo lineal, pues contiene al origen y es cerrado bajo la suma. Si un elemento
€u(i,j) toma el valor 1, entonces debe aparecer un 1 en otra posicién en la misma columna y un 1 también
en otra posicién en el mismo renglén, y debe haber un 1 en la esquina opuesta a (¢, 7). En consecuencia, el
peso minimo de C' es 4 y por tanto es capaz de detectar hasta 3 errores.

Se tiene que un vector € € Fy! estard en el cidigo si y sélo si se satisfacen las m + n ecuaciones

n—1 m—1
Y evay=0icl0m—1] & > ey =0, j€[0,n—1].
Jj=0 i=0

Todo cdédigo lineal es un subespacio lineal de Fy y por tanto ha de poseer una base. Cualquier palabra
podré ser escrita como una combinacién lineal de los elementos en la base y por tanto las palabras en el
codigo han de satisfacer un conjunto de ecuaciones lineales tal como en el caso de los cédigos rectangulares.

En efecto, si un cédigo lineal C' es de dimensién k en F3, sea (Ej)ogjgk C F3 una base de C. La matriz
H = [g;] JFSX]“ que posee como columnas a los vectores bésicos, llamada generatriz de C, es de orden
(n x k) y determina un isomorfismo F§ — C, § — HJ. Existe entonces una matriz H* € anik)xn tal que
HYH =0 e Fy " Asf se ha de tener la equivalencia: [e € C < Hle =0]. La matriz H' se dice ser
una revisora de paridad del codigo C.

0<j<k €

Proposicion 4.1 Un cédigo C' corrige errores de un bit si y sélo si cualquier matriz revisora de paridad
suya posee colummnas no-nulas y distintas a pares.

—1 . s . ;. . .z
Sea e = [617’]?:0 el j-ésimo vector de la base canénica, j = 0,...,n — 1. Denotemos también por &;; al
vector que coincide con 0 salvo que en sus dos entradas 7 y j posee el valor 1, g;; = e; + e;.
La proposicion se sigue de que las siguientes aseveraciones son equivalentes a pares:

e (C corrige errores de un bit.

e El peso minimo de C es al menos 3.

e Ninguno de los vectores e;, €;; puede estar en C'.

e Para cada H' revisora de paridad, los productos H Lej, H LE»:ij no pueden ser nulos.

e Para cada H' revisora de paridad, las columnas de H' son no-nulas y distintas a pares.

o 2z x(2™m—-1 .
Definicién 4.7 Para cadam, sea H: = [e}eewli{o} eFy ( ) la matriz cuyas columnas son los vectores
2

no-nulos en F*—{0}. Todo cddigo que posea a H;- como matriz revisora de paridad se dice ser de Hamming?.

Asi todo c6digo de Hamming posee (2™ — 1) — m bits de informacién y m bits de revisién, y su razén de
informacién es 27;;%1’” =1- 5.

La matriz H;: queda determinada de manera tnica salvo el orden en el que se enumere a los elementos
de F* — {0}. Sea Kk, : [1,2™ — 1] — [1,2™ — 1] la permutacién que ordena a los indices de acuerdo con el

peso de Hamming y en orden lexicografico cuando haya coincidencia de pesos. Por ejemplo:

<1 2 3 4 5 6 7)
m=3. K3 =

1 2 4 3 5 6 7
_4_123456789101112131415
M=% fM=11 9248356 9 10 12 7 11 13 14 15
Si a los indices se les ordena de acuerdo con k,,, entonces se podrd escribir Hf,; = [I, G] donde I, es

la matriz identidad de orden (m x m) y G,, es una matriz de orden m x (2" — 1 — m). Asi pues, se
tendrd que una palabra e = (Ej)j.:l_l estd en el c6digo de Hamming si y sélo si [I,, Gp] km(g) = 0, donde
Kkm(€) = (5,%(34))?:;1, lo cual equivale a que

om_q
Ingo = Gmer , donde €0 = (¢x,() 1y ¥ €1 = (Enn(h) j—pn- (7)

1Estos fueron presentados en 1947 por Richard Hamming de los Laboratorios Bell en los EEUU.
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El conjunto de indices Iy = {xm, (])}Tzl corresponde a los bits de revisién y el conjunto Iy = {k,, (])}fz;li_l

a los de informacion.
Sea H,, = [ I Gim } e P 7X@ Entonces, HEH,, = 0 € F™®" 717" v por tanto las
2m—1—m
columnas de H,, forman una base del cédigo de Hamming. La dimensién del cédigo es el nimero de bits de
informacién, a saber, 2" — 1 — m.

m_1_m m_q

Para codificar una palabra ¢ = [6;];_, € F2" =17 ge construye € = (sj)?zl haciendo €, (;) = 0;—m

para j € [m+1,2™ —1] y, para j € [1_, m], los valores €, ;) quedan determinados por la ec. (7).
om_q

j=1 »serevisasiéste estd en el codigo. El vector H e se dice ser el sindrome

Para decodificar un € = (¢;) m

de e. Si el sindrome fuese nulo no se hace ninguna correccién y se recupera § € Fgm_l_m mediante los bits
de informacién: &; = &, (j4m), Para j € [1,2™ —1 —m]. En otro caso, deben existir &’ en el cédigo de
Hamming y un fndice i € [1,2™ — 1] tales que € = €’ + e;. Por tanto, ha de tenerse H.re’ =0y

Hye = H, (€ +e;) = H,e; = (i-ésima columna de H,;)

y la i-ésima columna de H;: no es otra que la representacién en base 2 del indice 7. Asi pues, el sindrome
indica cual es el indice que ha de conmutarse para corregir el error.

Observacién 4.4 Los cddigos de Hamming poseen peso minimo 3.

En efecto, si la matriz revisora de paridad se escribe como las representaciones en base 2 de los niimeros en
[1,2™ — 1], entonces las tres primeras columnas, correspondientes a 1, 2 y 3 forman una submatriz m x 3

con un bloque inicial de (m — 2) x 3 ceros y los dos tltimos renglones son (1) (1) } . De aqui se ve que la
palabra 11102" =% estd en el cédigo. Por tanto w,,(H,,) < 3. Por otro lado, como el cédigo corrige un bit,
por la observacién 4.1, se tiene que w,,(H,,) > 3. O

Observacion 4.5 Los codigos de Hamming son perfectos en el sentido de que cualquier palabra en el espacio
que contiene a las palabras de codigo, es bien una palabra de cddigo o bien dista en 1 de una palabra de
codigo.

Definicién 4.8 Supongamos que C' C Fy es un cddigo lineal con palabras de codigo de longitud n, y que un
canal binario simétrico, con probabilidad p de alterar el valor de cada bit, transmite una palabra de codigo €.
Si €' es la palabra recibida tras la transmisidn, el error es 1 = € — €'. El error quedard indetectado siempre
quen € C.

Para cada i € [1,2™ — 1], sea ¢; el nimero de palabras con peso de Hamming ¢ en el cédigo C. Entonces,
la probabilidad de que un error quede indetectado sera

Prob (error indetectado) = P, = Z cipt(1—p)" = Z cip'(1 —p)"*
i=1 i=d
donde d es el peso minimo de C' (si ¢ < d entonces ¢; = 0).

Definicién 4.9 El polinomio Po(X) = Z?:o c; X', donde c; es el niimero de palabras con peso i en C, se
dice ser el enumerador de pesos del codigo C.

neworfo(ey) -

Por ejemplo, para los primeros cédigos de Hamming se tiene:

De acuerdo con lo anterior, se tiene
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m = 3. La dimensién del cédigo es 2™ —1 —m = 8 — 1 — 3 = 4, por tanto el cédigo posee 24 = 16 palabras,
que clasificadas segiin sus pesos de Hamming producen las siguientes cuentas:

110314

El enumerador de pesos es pues

Po(X)=1+7X3+7X* + X",

m = 4. La dimensién del cédigo es 2™ —1 —m = 16 — 1 — 4 = 11, por tanto el cédigo posee 2'1 = 2048
palabras, que clasificadas segin sus pesos de Hamming producen las siguientes cuentas:

1|0 3| 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12| 15
ci || 135|105 | 168 | 280 | 435 | 435 | 280 | 168 | 105 | 35 | 1

El enumerador de pesos es pues

Po(X) = 14+35X34105X 4 +168 X°+280 X 6 4435 X " +435 X 84280 X ?+168 X 10 +105X 1 435 X 104 X 15,

m = 5. La dimensién del cédigo es 2™ —1 —m = 32 — 1 —5 = 26, por tanto el cédigo posee 226 = 67 108 864
palabras, que clasificadas segtin sus pesos de Hamming producen las siguientes cuentas:

) C; ) C;
0 1 31 1
3 155 28 155
4 1085 27 1085
) 5208 26 5208
6 22568 24 82615
7 82615 25 22568
8| 247845 23 | 247845
9| 628680 22| 628680
10 | 1383096 21 | 1383096
11 | 2648919 20 | 2648919
12 | 4414865 19 | 4414865
13 | 6440560 18 | 6440560
14 | 8280720 17 | 8280720
15 | 9398115 16 | 9398115

Si se conoce el polinomio enumerador de pesos en un cédigo-(n, k) C se puede calcular procedimentalmente
el polinomio enumerador de pesos de su dual C+. Denotemos por Pc(X) al enumerador de pesos de C,
segun la definicién 4.9. Definamos al polinomio de dos variables

n X S iy n—i
Qc(X,)Y)=Y"FPc (Y) = §CiX Yy,
Teorema 4.1 (MacWilliams) Para el cédigo dual C+ de C se tiene
1-X
Peu(X) =271+ X)" Pc ( )

1+ X

0 equivalentemente
Qer(X,Y) =27 Qc (Y - X,V + X). (8)
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Observamos primero
; i
—k _yulv) 1 siueC
2 ;( 1 {0 siugCt (9)

En efecto, por un lado card C' = 2*. Por otro, si u € C* entonces (u|v) = 0. En otro caso, existe v € C' tal
que {u|vg) # 0, es decir, (u|vg) = 1. Se puede ver que (V N uJ‘) y Vo + (V N uJ‘) forman una particién de
V y ambas tienen una misma cardinalidad. De aqui se sigue (9).

Observamos luego que, para cualquier c6digo, se tiene

Qc(X,)Y) = Z xIvlyn=Ivl

veC

Pues bien, por un lado se tiene

Qor(X,Y) = ) XMyrn

ueCt
_ |?k Z(l)mv)] xlulyn—lul
ucky ved
= 2 E YT Y (n)m el
veC ucky

_ 2—k Z z”: Z (_1)<u\v> xiyn—i

veC i=0 | w(u)=i
n—1
= > [+ En7x).
veC j=0
Por otro lado,

QoY - X, Y +X) = > (v -X)My+x)» IV
vel

= Y (Y - x)Z0 Uy + X)) i
vel

= IO+ )
vel j=0

Por tanto se cumple (8). O

5 Cébdigos lineales

5.1 Matrices generatrices, de paridad y sistematicas

Sea K un campo cualquiera finito, de cardinalidad, digamos, g, el cual es, por consiguiente, una potencia de
la caracteristica de K. Para cada n > 0 denotemos por K" a su n-ésima potencia cartesiana dotada de su
estructura usual de espacio vectorial sobre el campo K.

Definicién 5.1 Todo subespacio C < K™ de dimension k es un cédigo lineal-(n, k) sobre el alfabeto K.

Todo cédigo lineal-(n, k) tiene k simbolos de informacion y n— k simbolos de revision. Estd conformado por
q* palabras de cédigo.
Si {aj}};;é C K™ es una base de C, la matriz A = [aj};:é € K™** cuyas columnas son los vectores en

la base, se dice ser generatriz del cédigo C. En tal caso, la transformacién A4 : KF — K", x — y = Ax,
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tiene como imagen a C' precisamente. Mediante la aplicaciéon de una transformacién lineal de permutacién
. . . . 1
P en el espacio K", se tiene A; = PA donde A, es una matriz generatriz de la forma Ay = [ Ak ], con
T
A, € K=k)xk lamada sistemdtica.

Definicién 5.2 Dos codigos C' y D se dicen equivalentes si una generatriz de uno se obtiene mediante la
aplicacion de una matriz de permutacion a la generatriz del otro.

Asi todo cddigo lineal es equivalente a otro con una generatriz sistematica.

Definicién 5.3 Una matriz B € K"~k *" ¢s revisora de paridad para un cédigo lineal-(n, k) C < K" si se
cumple:
VyeK": [ye C < By=0].

Se tiene, de manera natural:

[1{1}9 ] generatriz <= [—A, I,_x| revisora de paridad.

Por tanto se tiene que toda matriz revisora de paridad posee rango n — k.
Definicién 5.4 Dado un cédigo lineal-(n, k) C < K", su cédigo dual es C+ = {y € K"| (y|x) =0 Vx € C}.

Naturalmente, la matriz revisora de paridad de un cédigo es la generatriz del dual y, viceversa, la generatriz
es la revisora de paridad del dual.

Definicién 5.5 Si B € K("=F)*" ¢s lq matriz revisora de paridad de un cédigo lineal-(n, k) C < K" entonces
la transformacion lineal B : K* — K"*, y +— By, se dice ser de sindrome. El valor By es el sindrome de
la palabra y.

Asi tenemos que las palabras en el cédigo son exactamente aquellas con sindrome nulo. En otras palabras,
el nicleo de la transformacion de sindrome es el c6digo mismo.

5.2 Pesos minimos

Definicién 5.6 El peso de Hamming de una palabra y € K" es w(y) = card{j € [0,n — 1]|y; # 0}. Para
un cddigo lineal-(n, k) C' < K", su peso minimo es w,,(C) = min{w(y)| y € C — {0}}.

Observacién 5.1 (Cota de Singleton) FEl peso minimo w,,(C) de un cédigo lineal-(n, k) C queda acotado
como sigue:
wn(C) <n—k+1. (10)

En efecto, por un lado como los simbolos de informacién pueden asumir cualesquiera valores, transformando
a una generatriz sistemdtica se ve que la palabra y = 1 0*=! g1 ---y,_1 es una palabra en el cédigo de
peso a lo sumo n — (k — 1), por tanto w,,(C) <n —k+ 1. O

Como es convencional, si d = w,,(C), entonces se dice que C es un cddigo lineal-(n, k, d).

Un cédigo lineal-(n, k,d) C' que alcance la cota de Singleton, es decir, en el que vale la igualdad en la
relacién (10), se dice ser separable con la distancia mdzima (en inglés, Mazimum Distance Separable (MDS)).
Primeramente:

Observacién 5.2 Un cddigo lineal-(n, k) C es MDS cuando y sdlo cuando las palabras en C no-nulas de
peso minimo tienen peso n — (k —1).

Otra caracterizacién es la siguiente:

Observacién 5.3 Un cddigo lineal-(n, k) C es MDS cuando y sdlo cuando cualesquiera n — k columnas de
una matriz revisora de paridad de C son linealmente independientes.
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Y considerando cédigos duales, una caracterizacion més es:
Observacién 5.4 Sea C un cddigo lineal-(n, k). Entonces las siguientes relaciones son equivalentes a pares:
1. C es MDS.
2. El cédigo dual C*+ es MDS.
3. Cualesquiera k columnas de una matriz generatriz de C' son linealmente independientes.

Ay
de A, es no-singular.

4. Si [ ¢ ], con A, € K=F)XE o5 una matriz sistemdtica de C entonces cualquier submatriz cuadrada

Por otro lado:

Observacién 5.5 Sea B € K("=F)*" yna matriz revisora de paridad del cédigo lineal-(n, k,d) C. Entonces
cualesquiera d — 1 columnas de B son linealmente independientes.

En efecto supongamos que hubiese m columnas de B linealmente dependientes, con m < d — 1.

Sea M C [0,n — 1] el conjunto de indices correspondiente a esas columnas. Entonces sin pérdida de
generalidad podemos suponer que la suma de esas columnas es el vector cero, » .., b; =0 € Kn—F,

Sea x = ZjeM e; € K". Entonces x tiene peso m y su sindrome es Bx = ijeM b;, o sea es el vector
cero. Por tanto x ha de estar en el cédigo C, pero esto no es posible ya que el peso minimo de C' es d y éste
es mayor que m. ([l

Una reformulacién de la observacion 5.5 es la siguiente:

Observacién 5.6 Sea B € K("~%)*" yna matriz revisora de paridad del cédigo lineal-(n, k,d) C. Entonces
d coincide con el entero minimo m para el cual hay m columnas linealmente dependientes en B.

Consideremos ahora K = Fy. Sea b(n,r) = Z;:O (;‘) la cardinalidad de una bola de radio r centrada en
un punto del hipercubo F.

Observacién 5.7 (Cota de Hamming) Sea C un cddigo lineal-(n, k,d). Entonces

log, b <n V;lD <n-—Fk. (11)
d—1

En efecto, sea r = LTJ . Para cualesquiera dos palabras de codigo xg,x; € C, al ser éste de peso minimo
d, se tiene [xg # x1 = B(xo,r) N B(x1,7) = 0], es decir, cualesquiera dos bolas de radio 7 con centros en
palabras de cédigo distintas han de ser ajenas. Por tanto,

(g o 5

de donde se sigue (11). O

Un cédigo lineal-(n, k,d) C que alcance la cota de Hamming, es decir, en el que vale la igualdad en la
relacién (11), se dice ser perfecto. En un tal cédigo, se tiene que {B (x, L%J)}xec es una particién del
hipercubo F5. Los cédigos de Hamming son perfectos. Naturalmente, la nocién de perfeccién introducida

aqui generaliza a la de la observacién 4.5.
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5.3 Arreglos estandares

Sea K un campo finito y sea C' un cédigo lineal-(n, k,d). Al ser C' un subespacio, el cociente K"/C =
{y +C|y € K™} es a su vez un espacio vectorial sobre K. Naturalmente, dos palabras cualesquiera y,z € K"
en una misma clase del cociente K"/C, es decir, tales que z —y € C, han de poseer el mismo sindrome:
Bz = By donde B € K("~k)*" g5 ]a matriz revisora de paridad de C.

También, si al transmitir una palabra en el cédigo, digamos y € C, se recibiera la palabra z € K"
entonces para el error e = z —y se habria de tener Be = Bz. Asi pues, el sindrome del error ha de coincidir
con el sindrome de la palabra recibida, lo que, por lo anterior, equivale a que la palabra recibida z y el error
cometido e necesariamente han de estar en una misma clase lateral de K™/C.

Definicién 5.7 Para cada clase z + C € K" /C, un representante principal de ella es un vector e € z + C
de peso de Hamming minimo.

Por el Teorema Fundamental de Homomorfismos se tiene que B : K" /C' — Img(B) es un isomorfismo.
Asi, para cada posible valor de sindrome s € Img(B) < K"~ * existe una tinica clase lateral z, + C € K"/C
tal que B(zs + C) = s. Sea e, un representante principal de la clase zs + C. Resulta entonces un

Procedimiento de decodificaciéon. Supdéngase que al transmitir una palabra y € C se recibe la palabra
z € K" cometiéndose el error e = z —y. Entonces se calcula el sindrome s = Bz y, considerando el
representante principal ey, se recupera la palabra transmitida tomando z — e;.

Este procedimiento es, claramente, correcto toda vez que e = e;. Una manera de sistematizarlo es la
siguiente:

Definicién 5.8 FEl arreglo estandar del espacio K™, mediante el cédigo C, es la matriz

j€[0,¢* 1
K, = [Yij]iee&[o;gn—kﬁl]]

tal que
e cada renglon es una clase, i.e. Vi € [0,¢" "% — 1] 3y; € K": {yl'j}je[[o,qkq]] =y +C,
e cl primer renglon consiste de las palabras de cédigo, i.e. yo =0,
e la primera columna consta de representantes principales, i.e. y;o es de peso minimo en'y; + C, y

e en cada entrada aparece la suma del representante principal de la clase con la correspondiente palabra
de cddigo, i.e. Vi € [0,q" % —1],5 € [0,¢" — 1]: yij = ¥io + ¥Yo;-

Utilizando el arreglo estandar se tiene el siguiente:

Procedimiento de decodificacién. Supdngase que al transmitir una palabra y € C se recibe la palabra
z € K" cometiéndose el error e = z —y. Entonces se localiza en K, los indices i, j tales que z = y;;,
y se toma a yo; € C' como la palabra original y.

Este procedimiento es, claramente, correcto toda vez que el error e coincida con el representante principal
yio de la clase y; + C en la que aparecié z.

5.4 Segundas listas

5.4.1 Ejercicios

1. Verifique que las tablas siguientes definen una estructura de campo en el conjunto de 4 elementos
F={0,1,p,q}:

+10 1 p g¢q -‘0 1 p gq

0|0 1 p ¢ 0/0 0 0 O

111 0 ¢q p 110 1 p ¢

pip ¢ 01 pl0 p g 1

g/¢g p 1.0 g0 ¢ 1 p
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Indique como se puede extender esas tablas de manera que determinen un campo de 8 elementos.

2. El polinomio p(X) = 14+ X2+ X5 es irreducible en Fo[X]. Describa la tabla de adicién y de multiplicacién
del cociente Fo[X]/(p(X)).

3. Demuestre que el conjunto K™*™ de matrices de orden m x n y entradas en un campo K, es un espacio
vectorial sobre K. Determine la dimensién de K™*™.

4. Sea C un cédigo-[n, k] binario. Suponga que la distancia minima de C es bien 2t o bien 2t + 1 y que
se estd usando un canal simétrico con probabilidad de error p. Muestre que la probabilidad de error en el
cédigo satisface P, (C) <30, ) (?)pj(l —p)"I,

5. Suponga un canal simétrico con probabilidad de error p = 10~'. ;Cudl deberia ser el tamafio de n para
que en el cédigo de n repeticiones de cada bit se tenga P,,..(C) < 1074?

6. Sioc=s0--5sn—1 € {0,1}* es una palabra binaria su reverso es la palabra rev(c) = s,_1---s0 € {0, 1}*.
El conjunto de n-palindromas es P, = {o € {0,1}"| o = rev(c)} que consta de las palabras de longitud n
que se leen iguales en cualquier sentido. Decida si P, es un cédigo lineal, y si lo fuera determine un conjunto

de ecuaciones para determinar cuando una palabra cae en el cédigo. Calcule la distancia minima de este
c6digo y diga cuantos errores de bits puede detectar.

7. Describa un procedimiento para detectar errores triples cuando se utiliza un cédigo recangular 5 x 2.

8. Sea F) el espacio de dimensién n sobre el campo F;,, donde p es un niimero primo. Para cada entero
k < n cuente cudntos subespacios de dimensién k hay en Fy.

9. Pruebe que la decodificacién de un cédigo de Hamming es siempre incorrecta si hay dos bits erréneos en
una misma palabra de cédigo.

10. Considere el cddigo lineal C' C Fy determinado por el sistema de ecuaciones

Xy = X1 +Xo+ X5
Xs = Xo+X1+Xo
Xe = Xo+Xi+Xy
X = Xo+Xo+ X3

Calcule una matriz de paridad y verifique que la distancia minima es 3.

11. En el espacio F5 sea Cj el cédigo consistente de los vectores con peso de Hamming par. Encuentre una
matriz generatriz y una revisora de paridad y calcule la distancia minima.

12. ;Coémo son los cédigos en Fy cuyas matrices generatrices son invertibles?

13. Muestre que los tridangulos equildteros en un espacio vectorial Iy tienen aristas pares. En otras palabras,
muestre que si xg, X1, X2 € F5 son tales que la distancia entre cualesquiera dos de ellos es d € N, entonces d
es un numero par. Muestre que en tal caso hay un tnico punto ¢ € F¥ cuya distancia a cada x; es d/2. Es
decir, todo triangulo equilatero posee un centro.

14.  Sea C un cd6digo lineal binario. Muestre que bien todas las palabras en C' comienzan con 0 o bien
exactamente una mitad del cédigo consta de palabras que comienzan con 0.

15.  En el espacio Fy sea C; = {0™,1"} el cddigo con sélo dos palabras: las constantes 0 y 1. Encuentre
una matriz generatriz y una revisora de paridad y calcule la distancia minima.

16. Sea C un cddigo lineal en el espacio Fy. Para cada x € I}, denotemos por x + C a la clase lateral en
F%/C que contiene a x.
Muestre que siy € x + C entonces y + C = x+ C, y siy € x + C entonces (y + C) N (x+ C) = 0.

17. Sea C un cddigo lineal en el espacio FZ. Muestre que C' U (x + C) también es un cddigo lineal en el
espacio [Fy.

18. Pruebe que los c6digos-(2™ — 1,2" —n — 1,3) de Hamming son perfectos.

19. Un cédigo lineal-(n, k) C se dice ser autodual si C = C+. Muestre que un cédigo lineal-(n, k) C en el

espacio ] es autodual si y sélo si cualesquiera dos renglones en una matriz generatriz de C' son ortogonales

(su producto interno es cero) y k = 3.
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20. Sea H € ]Fé"_k)xn la matriz revisora de paridad de un cédigo-[n, k] C cuyo peso minimo es un entero
impar. Construya un nuevo cédigo D cuya matriz revisora de paridad es

. H l(nfk)
H= (o(n))T 1 ’

Muestre que D es un cédigo-[n + 1, k] cuyo peso minimo es d + 1.

5.4.2 Programas

1. Escriba un programa que lea de un archivo ASCII el valor de un ntiimero primo p, de un entero n, y una
matriz A de orden n x n con entradas en [, decida si A es invertible en F,, y en caso de que lo sea calcule

Afl

2. Escriba un programa que lea de un archivo ASCII el valor de un nimero primo p, de dos enteros m,n,
una matriz A de orden m x n con entradas en F,, y un vector b de dimensién m con entradas en F,, decida
si el sistema de ecuaciones Az = b posee soluciones x € F)J y en caso de que las haya, las describa.

3. Escriba un programa que lea de un archivo ASCII el valor de un nimero primo p, de dos enteros k,n,
una matriz A de orden n X k con entradas en F,, generatriz de un cédigo-[n, k], y calcule una matriz de

. n—k)xn
paridad A+ € IF}(, yxm,

4. Escriba un programa que reciba un valor de probabilidad p < %, correspondiente a que un cierto canal
binario simétrico altere el valor de un bit, y un entero impar n, longitud de un cédigo por mayoria de votos,
y contenga los procedimientos siguientes:

A. Dado un bit € € {0,1} genere la palabra § = dp---d,_1 € {0,1}" de la siguiente manera: Para cada
i < n — 1 genere un valor aleatorio real r entre 0 y 1, si 7 > p entonces debe hacer §; = € y, en otro
caso, 6, =1—¢ .

B. Dada una sucesién de bits e =g - - £,,—1 € {0, 1} codifique cada uno como en el punto A. y obtenga
un cédigo § € {0,1}™".

C. Dada una palabra § € {0, 1}™" recupere ¢ € {0, 1}™ tomando en cada bloque de n bits contiguos aquel
que aparezca mas veces.

D. Dado € € {0,1}™, genere el cédigo correspondiente § € {0,1}™", segin B., a éste aplique C. para
obtener ¢’ € {0,1}™, y cuente las discrepancias entre € y &’

E. Genere muchas, muchas pero muchas palabras aleatorias e € {0,1}™ y tome el promedio de las dis-
crepancias. Este valor depende de p y de n.

F. Fije p y grafique estadisticas de desempeno variando n.

G. Explique los resultados del programa y las observaciones de usted.

5. Escriba un programa que reciba dos enteros m, n, y contenga los procedimientos siguientes para manejar
codigos rectangulares m x n:

A. Dada una palabra ¢ € {0,1}(™=D®=1) calcule su cédigo § € {0,1}" de acuerdo con el cédigo
rectangular m X n.

B. Encuentre un par de palabras en el cédigo rectangular m x n cuya distancia de Hamming sea 4.

C. Dada una palabra ¢ € {0,1}™", localice la palabra dy en el cédigo rectangular m X n més cercana a &
y dé esa distancia.

D. Realice el procedimiento de decodificacién. En el caso de corregir errores, decida si es posible identificar
la posicién de los bits erréneos.
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6. Escriba un programa que reciba la matriz generatriz y una correspondiente de paridad de un cédigo-[n, k]
lineal, y contenga los procedimientos siguientes para manejar codigos lineales:

A. Dada una palabra e € {0,1}* calcule su cédigo 6 € {0, 1}".

B. Encuentre un par de palabras en el codigo lineal cuya distancia de Hamming sea la distancia minima
del codigo.

C. Dada una palabra 6 € {0,1}", localice la palabra dy en el cédigo lineal més cercana a 6 y dé esa
distancia.

D. Realice el procedimiento de decodificacién. En el caso de corregir errores, decida si es posible identificar
la posicién de los bits erroneos.

7. Escriba un programa que reciba n y genere todos los c6digos lineales binarios separables con la distancia
maéxima, escribiendo cada uno en un archivo ASCII distinto.
Conjeture cémo caracterizarlos y demuestre que su conjetura es valida.

8. Escriba un programa que reciba una matriz G € F;Xk, generatriz de un cédigo C'y realice las funciones
siguientes:

A. Enliste todas las palabras del codigo C.
B. Transforme G a una matriz sistematica equivalente.
C. Calcule una correspondiente matriz revisora de paridad.

D. Construya el arreglo estandar de C.

9. Escriba un programa que reciba una matriz R € IE"SX]“7 revisora de paridad de un cédigo C' y realice las
funciones siguientes:

A. Enliste todas las palabras del cédigo C.
B. Calcule una correspondiente matriz generatriz G.
C. Transforme G a una matriz sistematica equivalente.

D. Construya el arreglo estandar de C.

10. Escriba un programa que reciba n, k € N y genere todas las matrices generatrices de cédigos-(n, k) que
son MDS. Pare esto utilice la caracterizacién formulada en la observacion 5.4.

6 Modificaciones de cédigos

Sea K un campo finito y sea C' < K™ un cédigo lineal-(n, k). Sea C. < K"*! definido como sigue:
n—1
V(x,2n) €EK" xK: |(x,2,) €Ce <= x€C & 1p =Y
j=0

Naturalmente, C, es un cédigo lineal-(n + 1,k). Si B € K(=k)Xn o5 yuna matriz revisora de paridad de C
entonces una matriz revisora de paridad de C, es

_ B On—k,l
b= D "]

donde Op,—p,1 € K(m=k)x1 og ¢] vector columna consistente de n — k ceros y 11, € K1X™ es el vector renglén
consistente de n unos. C. se dice ser el cédigo extendido de C.
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Observacién 6.1 Si K =TFy y C < K" es un cddigo lineal-(n, k) con peso minimo we impar, entonces el
peso minimo de C, es we, = we + 1.

En efecto, si e es de peso minimo en C entonces el correspondiente vector (e, e,) en C. ha de ser tal que
e, = 1. Por tanto w(e, e,) = w(e) + 1. O

Observacion 6.2 Para los codigos de Hamming H,,, de acuerdo con la observacion 4.4, sus extendidos
H,.. son de peso minimo 4, y una matriz revisora de paridad de ellos es de la forma

gL — Hp Opm1
me 1172m_1 1

Sea C, < K*~! definido como sigue:
vxce K" xeC, <= 3, cK: (x,2,) € C].

Si se escribe a una matriz revisora de paridad de C' como

Bog  boy
B =
e

entonces una matriz revisora de paridad de C,. ha de ser B, = (ibfobm — BOO). El codigo C,. se dice ser
recortado de C.

Observaciéon 6.3 Un cddigo es el recortado de su extendido y es también equivalente al extendido de su
recortado.

Ahora, sea C, = C @ (1,, + C) el espacio generado por C y la clase lateral 1,, + C, donde 1,, es el vector
en K" constante 1:
vxeK": xe(, < JyeCzeK: x=y+axl,].

El cédigo C, se dice ser aumentado de C.

Proposicién 6.1 Sea K =Fs. En todo cédigo lineal ocurre que bien todas sus palabras poseen peso par, o
bien el numero de las palabras con peso par coincide con el numero de las palabras con peso impar.

En efecto, supéngase que hubiese una palabra de cédigo y € C' de peso impar. Por un lado, como C' es un
grupo abeliano con la suma, se tiene que la traslacién x — y + x es una biyeccién. Por otro lado, para
cualquier palabra de codigo x vale que el peso de x es par si y sélo si el peso de y + x es impar. Por tanto,
la mitad de los elementos de C' posee pesos pares. |

Supondremos en lo sucesivo que K = Fs.

Sea C < F% un cédigo lineal. Sea C, = {y € Clw(y) = 0mod 2} el conjunto de palabras de cédigo con
peso par. Entonces C,, es un cédigo lineal, llamado expurgado de C'. Por la proposicién anterior, resulta que
bien C, coincide con C' o bien posee la mitad de elementos de C.

Definicién 6.1 Se dice que un cddigo lineal C' < F§ corrige t errores y detecta s errores simultdneamente
St
Vy e CVvw e Ty : [dy(y,w)<s = VzeC—{y}: d,(w,z)>1]. (12)

Con un tal cédigo se puede decodificar segin el siguiente:

Procedimiento de decodificacién. Supdngase que al transmitir una palabra y € C se recibe la palabra
w € Fp. Calcilese la palabra de cédigo z € C' mds cercana a w. Si d,(z,w) < ¢ entonces dése a z
como la palabra y. En otro caso, aniinciese que al menos s simbolos han cambiado.
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Proposicién 6.2 Un codigo lineal C' < Fy corrige t errores y detecta s errores simultdneamente si y solo
st su distancia minima w,, (C) satisface

W (C) >t+ s+ 1. (13)

Supongamos primero que vale la desigualdad (13). Sean 'y € C y w € FZ tales que d,,(y,w) < s. Para
cualquier otra palabra z € C — {y} se tiene d,,(z,y) > w,,(C) >t + s+ 1. Por la desigualdad del tridngulo
se sigue: d,(z,w) + d,(w,y) > t+ s+ 1; y por tanto

dp(z,w) >t+s+1—dy(w,y) >t+1,

con lo que queda demostrada la relacién (12).

Reciprocamente, supongamos que la desigualdad (13) no se cumpliera. Entonces w,,(C) <t+s+ 1y
habria y,z € C tales que d,(y,z) = w,,(C) < t+ s. Elijamos s posiciones donde las entradas de y y z
difieran y sea w € F5 tal que coincida con y salvo en las s posiciones seleccionadas, donde ha de tomar los
valores de z. Entonces d,(y,w) = sy dn(2z,y) = dn(2z,w) + d,(y, w). Por tanto,

A (2, W) = dn(2,y) —dn(y, w) < (t+5) —s=1

lo cual evidencia que la relacién (12) tampoco puede cumplirse. ([l

De la observacién 6.2 se tiene que el extendido del c6digo de Hamming posee un peso minimo wyy, (Hpe) =
4>2+4+1+1, por tanto H,,. puede corregir un error y detectar dos errores simultaneamente. Se puede pues
decodificar como sigue:

Procedimiento de decodificacién. Supéngase que al transmitir una palabra (y,yam) € Hp,e se recibe la

palabra (w,wom) € Fgm. Calctilese el sindrome s = H:w. Si s = 0 entonces acéptese w como y y

acaso corrijase wom si fuera necesario; en otro caso, si wem = 0 decldrese que hubo al menos dos errores
y si wam = 1 entonces cambiese el valor w; donde i estd dado en binario por el sindrome s.

7 Codigos de Reed-Muller

7.1 Funciones booleanas

‘e . Fp iy
Definicién 7.1 (Funciones booleanas) Para cada n € N sea Fy? = {f : F§ — Fa| f es funcidn} la colec-
cion de funciones booleanas.

P} [ .
Naturalmente, F5*> posee una estructura de algebra booleana con 0 como elemento minimo y 1 como elemento
. L . . . . . D
maximo. También, visto como un espacio vectorial sobre su campo primo Fs, la coleccién F,> posee una
estructura de espacio vectorial de dimensién 2”. Una base del espacio estd dada por las funciones (d¢,)
donde d¢, : €1 — beye, ¥ esta Ultima es la delta de Kroenecker.

eo€ly

Observacion 7.1 Las siguientas son identificaciones naturales entre respectivos conjuntos:

e La correspondencia i, : i+ (i)2, que a cada entero le asocia su representacion en base 2 de longitud
n, identifica a [0,2™ — 1] con Fy.

e La correspondencia I, : f — [f(tn(i))];ep0,0n 17> que a cada funcidn booleana le asocia la cadena de
sus valores de acuerdo con el orden de [0,2™ — 1], identifica a Fg; con F3". Mediante tal identificacion
se dice que toda funcion booleana es una palabra-2".

Las funciones proyecciones 7; : € — ¢j, j € [0,n—1], son funciones booleanas, y al formar un conjunto de
n funciones linealmente independientes, ellas mismas generan un espacio vectorial Lin(F%) en IE‘]SS, llamado
de las funciones lineales, isomorfo a Fy. De hecho, para cada f € Lin(F%) existe un tunico § € F} tal que
f(e) = (dle) = Z;Z& dje5, para toda € € Fy. Escribiremos f = As.

El complemento de una funcién booleana f € Fg; esf=1+f:e— 1+ f(e).

Los complementos de las funciones lineales son las funciones afines: Afin(Fy) = {f| f € Lin(F%)}.

Recordamos que el producto en Fy es idempotente, 22 = x, y la suma es de orden 2: = + z = 0.
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7.2 Formas algebraicas

Sean X, ..., Xn—1 n simbolos de variables. Estas son pues entes sintdcticos. A cada variable X se le asocia
con la proyeccién 7;. Asi la connotacién de la variable X; es el valor de la j-ésima entrada en cada punto
de F3. Los monomios son productos de variables (distintas a pares) y los polinomios son combinaciones
lineales de monomios. El grado de un monomio es el nimero de variables, distintas a pares, que aparecen
en él como factores, y el grado de un polinomio es el mayor de los grados de los monomios que aparecen
en él como sumandos. Un polinomio P(Xy,...,X,—1) € F3[Xo,...,X,—1] define la funcién F§ — Fo,
e Pleg,...,En-1).

Definicién 7.2 Para cada funcion booleana f € FJ;‘;L’ su soporte es Spt(f) = f71(1) = {e € F}| f(e) = 1}
y su parte nula es Nul(f) = f~1(0) = {e € F3| f(e) = 0}. Asi, {Nul(f),Spt(f)} es una particion de F3.

Definicién 7.3 Las siguientes nociones son convencionales:

e Para cada variable X;, se hace le =X,y XJQ =1.

e Para cada € = (gq,...,en—1) € F su monomio caracteristico es p(e) = H;L:_Ol X;j.
Observaciéon 7.2 Las siguientes aseveraciones se cumplen para cada n € N:

e Toda funcion booleana es equivalente a un polinomio. O si se quiere, toda palabra-2" es equivalente a
un polinomio.

e Toda funcion es lineal o afin cuando y sélo cuando sea de grado a lo sumo 1.
e El maximo grado posible es n.
En efecto, puede verse que si f € Fgg entonces ella coincide con la funcién
Afp 1 (X, 1) = Apn(X,2n-1) = (1 + 25-1) f(%,0) + 21 f(x,1). (14)

Al representar a las funciones Fy ! — Fy, x +— f(x,0), x — f(x,1) también como polinomios, de (14) se
encuentra el polinomio equivalente a f. O

Definicién 7.4 FEl polinomio equivalente a f € FI;‘S se dice ser la forma normal algebraica FNA(f) de f.

Una manera alternativa de calcular FNA(f) es la siguiente: Inicialmente hagase g(Xo,...,X,—1) =0,y
luego, para cada e € FJ, si acaso g(e) # f(e) actualicese g(Xo, ..., Xn-1) := g(Xo,..., Xn—1) + p(e) donde
u(e) es el monomio caracteristico de e (véase la definicién 7.3). O

Ahora bien, al ser Fy un campo, se tiene, por el Teorema Fundamental del Algebra, que cualquier
polinomio en F2[X] que sea no-nulo a lo mas posee un nimero de raices igual a su grado. De aqui se sigue:

Observacién 7.3 La coleccion {M(E)}sng es linealmente independiente y por tanto es una base de IF];‘;
sobre Fy.

Observamos también que si g € FJ tiene un peso de Hamming k = w(ep) y es precisamente en los
indices ji,...,jr que €g;, = 1 entonces para cualquier €; € Fy se tiene

/1,(80)(81) =1 < Vke Hl,k]] PE0j,. = 1.
Es decir Spt (u(eo)) = H;L;Ol F; donde F; = {1} si 3k € [1,k]: j = j., 0 F; ={0,1} en otro caso.
Observacién 7.4 FEl soporte de cada monomio u(e) es una variedad lineal de dimensién n —w(e) en Fy.

Posee, por tanto, 2"~ %) elementos.
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7.3 Coddigos de Reed-Muller

Sea Fo[Xo, ..., X,,_1]=" la coleccién de polinomios con grado a lo sumo 7, el cual es un subespacio lineal de
F2[Xo, ..., Xn-1]. Por la observacién 7.3, una base de ella es {u(€)},, )<, ¥ s, por tanto, de dimensién
"\ /n
(1) w

Definicién 7.5 (Reed-Muller) Para m,r € N, sea

Rim.7) = {[f()ecry €F3|f € FalXo,.., Xnoa]*" |

la coleccion de palabras de codigo resultantes como evaluaciones de los polinomios de grado a lo sumo r en
el espacio F3' de dimension m.

Se tiene, naturalmente, que R(m,r) es un cédigo-[2™, k,,,], donde k., estd dado por la ec. (15). Asi pues
sus palabras de c6digo son de longitud 2™ y poseen ki, bits de informacién. Una generatriz de él es la
matriz de orden 2" X k.

Ry = [M(éj)(Ei)](i,j)e[[o,2m—1]]x[[O,km,T—l]] )
donde {9, }j €0,y —1] €5 UNA enumeracion de los puntos en F5' con peso de Hamming a lo sumo 7.
Por ejemplo, para m = 4, el cédigo R(m, m — 1) posee como generatriz a

110 0 0 0J]O O 0O O OO[O0OOO0OO
1/1 0 0 0[O0 0 0 0 O0O0O[0O0O0O
110 1 0 0[]0 0O O OO|0 OO0 O
1110 0[1 000O0UO0[/0O0O0O0
110 01 0/0 00 O0O0TUO0O[0O0O0O0
1/1 01 0[/01 000UO0[0O0O0O0
1/0 11 0{0 0 0100[0000
R | 1ft 1 10{1 101001000
B~ 110 00 1/0 00 00 0[0O0O0O0
1/1 0 0 1|0 01 00 O0[0 00O
110 1 0 1/0 00 01 0[0 000
11110 1/1 01 01 0/0 10 0
110 01 10 0 000 1/0 0 0 0
11 01 1|01 100 1l0 010
10 11 1/0 0 0 1 1 1[0 00 1
1111 1)1 1 11111111

La primera columna contiene los valores, en 3, del tinico polinomio de grado 0 a saber la constante 1, las
siguientes 4 los de las variables X;, i € [0, 3], las siguientes 6 los de las cuadriticas X; X, {i,j} € [0,3]®,
y las ultimas 4 los de las cibicas X; X; Xy, {i,7,k} € [0, 3]](3). La primera columna contiene 16 = 2470 1’s,
cada una de las 4 siguientes 8 = 247!, cada una de las 6 siguientes 4 = 2472, y cada una de las 4 tltimas
2=2473
De la observacién 7.4 se sigue:
Observacién 7.5 El cddigo R(m,r) tiene peso minimo 2™".
Proposicién 7.1 El dual del cddigo R(m,r) es el cddigo de Reed-Muller R(m,m —r — 1), es decir

R(m,r)t = R(m,m —r —1).

En efecto, primero se tiene que la dimensién del dual R(m,7)* es
m r m m—r—1
m m m m
rhe =2 (T) -2 (1) = X (7)= L ()= hmnerr
im0 N = N S N i=0 N
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Asi, al ver que R(m,m —r — 1) C R(m,r)" se tendrd que estos espacios coinciden. Para ello si se toma
a dos palabras en los cédigos € € R(m,r) y § € R(m,m — r — 1), entonces han de existir dos polinomios
fyg € Fa[Xo, ..., Xm_1] de grados respectivos e € [0,7], d € [0,m —r — 1], que producen ¢ y § al evaluarlos
en FJ*. El producto h = fg es un polinomio de grado a lo sumo e+d <r+ (m —r—1) =m — 1. Por tanto
[h(n)] nery ©s una palabra en el cédigo R(m,m — 1) el cual consiste sélo de palabras de peso de Hamming

par. Con esto resulta que necesariamente (g|d) = 0, es decir, esas dos palabras de cédigo son ortogonales. [

Definicién 7.6 Para cualquier conjunto A C FS' su funcién caracteristica es €4 : € — £4(g) donde

1 st ecAd

5A(€):{ 0 sicgA

m

, F
Ast, €4 € F2 .

Observacién 7.6 Sea & € Fy un punto en el hipercubo y sea Jo = o tc [0,n — 1] el conjunto de indices
con entradas 1 en §. Entonces

n—1
VéEFg: 5{5}(6)2 H(1+(5j —|—<€j)= Z HEj. (16)
Jj=0 JoCJC[0,n—1] j€J

Asi pues, la funcion caracteristica de la mdnada {8} estd dada por el polinomio Y {u(n)|d = n}, donde <
es el orden del hipercubo.

Se tiene entonces que para cualquier funciéon booleana f € Fg;:
;o= Y {rexslsc )
> {r@ Y {um|s <m}|6 eF

= S r@18 = my) uimin e Fy}
= > {osmu(n)ln € F3}

donde g;(m) = Y {f(8)| 6 =< m}.
De manera maés precisa:

Observacién 7.7 Si A =e+V es un conjunto afin, es decir V' es un espacio lineal en F3', de dimension
r, entonces existe un polinomio fa € Fo[Xo,..., Xm—1] de grado m —r tal que fa = &a.

En efecto, A puede ser visto como el conjunto de soluciones de un sistema lineal Ax = b de m incégnitas y
m — r ecuaciones, que puede reescribirse como uno de la forma Ax + b + 1 = 1. Entonces

m—r—1m—1

fA(X) = H Z (aijxj +b; + 1).
Esta tultima expresion determina al polinomio fa. |

De aqui se siguen sin més:

Observacién 7.8 Fl cddigo de Reed-Muller R(m,r) es el espacio generado por las funciones caracteristicas
de las variedades afines de dimension al menos m — r:

R(m,r)=L{s]l A=e+V ,dimV >m—r,ecF'}.

Observacion 7.9 La funcién caracteristica de cualquier variedad afin de dimension r+ 1 estd en el cédigo
dual de R(m,r). Por tanto,

A=e+V,dmV=r+1 = &4R,,, =0. (17)
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7.4 Decodificacién de codigos de Reed-Muller

Veremos algunas ideas expuestas en [2] y en su actualizacién [3].
Se tiene que el cédigo de Reed-Muller R(m, ) es un c6digo-[2™, k-, 2™ 7], por tanto, de acuerdo con

gm—r
! 2

. . o m_1 m . .
Veamos cémo, habiéndose recibido una palabra § = (4;);_, € F3 , cuando se querfa transmitir e =

la observacién 4.2, se tiene que puede corregirse con él menos de = 2™""~1 errores.

(Ei)?:o*l € R(m,r), se corrige hasta 2™~ "~ — 1 bits en ella para recuperar la palabra € € R(m,r) en el
c¢6digo més cercana a é.

Para i € [0,2™ — 1] sea (i)2 € F5* el vector que coincide con la representacién en base-2 de i, con n
bits, el menos significativo hacia la derecha, y sea {(i)2} = (7)2 + {0} la ménada que consiste del vector (7).
Claramente, {(i)2} es una variedad afin de dimensién cero en el hipercubo FJ".

Para cada variedad afin A de dimensién n € [0,r + 1] en F3*, digamos que ésta es par o impar segin lo
sea card{i € [0,2™ — 1]| (i)2 € A& d; # &;}, es decir, segiin sea la paridad del nimero de “errores” en A.

Pues bien, si A =¢e+V, con dimV = r+1, es una variedad afin de dimensién r + 1, entonces de acuerdo
con la relacién (17) si d estuviese en el cédigo, entonces (€4|0) = 0. Asi pues se tiene que la paridad de A
es necesariamente (£4]0). Consecutivamente, si A = e+ V, con dimV = n < r, es una variedad afin de
dimensién n, entonces se decidird si es par o impar por mayoria de votos: Se ha de tener que A estd incluida
en un numero impar de variedades afines de dimensién n + 1, algunas pares y otras impares. La paridad de
A sera aquella que resulte mayoritaria entre estas tltimas.

Proposicién 7.2 Si A es una variedad afin de dimension n en FY', entonces estd incluida en exactamente
2m=" — 1 wvariedades afines de dimension n+ 1. De hecho cada uno de los puntos en el complemento de A
pertenece a una unica de tales variedades afines.

En efecto, supongamos A = £+ V', con dim V' = n. Veremos primero que el subsepacio V estd en 27" —1
subespacios de dimensién n+ 1. Sie; € V entonces V @ e; = {v+te;| ve V t € Fa} es un subespacio de
dimensién n + 1 que contiene a V. Ahora bien, se tiene V@ e; =V @ e si y sélosi e — ey € V. Asi pues,
el numero de espacios distintos de la forma V @ € coincide con el de clases laterales que define V.

Ya que la cardinalidad del espacio cociente F5'/V es 22—: = 2™~ se tiene que el nimero de subespacios
de dimensién n 4 1 que contienen a V es 2™~ — 1 (ésos son de la forma V @ e con € # 0).

Ahora bien, A’ = €+ V"’ es una extension de dimensién n+1 de A = e+ V si y s6lo si V' es una extensién

de dimensién n + 1 de V. Por tanto hay 2™~ — 1 de tales extensiones. O

< s , 271 mo ,
Proposicién 7.3 Sid = (§;);_, € F2" involucra menos de errores, entonces siempre que A sea
una variedad afin de dimension n < r en F5*, su paridad coincidird con la paridad mayoritaria entre las

variedades de dimension n+ 1 que contengan a A.

2m7r71

En efecto, supongamos que se haya cometido ¢ < 2™~ "1 errores. Sea A una variedad afin de dimensién

ren FJ y sean (i1)a,. .. (is)2 los errores cometidos fuera de A. Por un lado 2t < 2™~" — 1 y en consecuencia
t < (2™~ " —1) —t. El lado izquierdo es una cota superior de s, que cuenta el ntimero de errores fuera de A.
El lado derecho, en cambio, cuenta el nimero de espacios de dimensién r en donde no hay error. Por tanto
todos estos espacios han de tener la misma paridad que A, y ellos son mas.

Este argumento se lleva a dimensiones menores. (]

Procedimiento de decodificacién Habiendo recibido § = ((52')?:071 cF3":
Paso inicial. Para cada variedad afin A de dimensién r 4 1 declarese par o impar segun sea el valor
(€ald).

Paso recursivo. Para cadan =r,...,1,0 declarese a cada variedad afin A de dimensién n segun
haya sido declarada la mayoria de las variedades de dimensién n + 1 que contengan a A.

Paso final. En las variedades de dimensién 0, aquellas que sean impares dan los indices en donde
hay que cambiar el valor de 4.
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, . . . . S k—1

El nimero de conjuntos linealmente independientes de cardinalidad k& en Fy es anp = [],._,(2" — 2%).
Evidentemente, el nimero de bases de un espacio de dimension k es agg. Asi, el nimero de espacios de
dimensién k en Fy es

gn—K _ 1

omi 7 202" b -
Pk = —— II Hzm_ =1l——

Akl

. . ., . —k i . .
Ya que cada espacio de dimensién k determina 2"~ % variedades afines paralelas a él, se tiene finalmente que
el nimero de variedades afines de dimensién k en [y es

2n—k+f§ -1

k
n—=k _ on
2" =2 [ Sy (18)

r=1

De hecho este método de recuento de variedades afines sirve de base para disefiar uno que permita enu-
merar, una a una, las variedades afines de dimensién r + 1 requeridas en el “Paso inicial” del algoritmo de
decodificacién de Reed-Muller.

El “Paso recursivo” se puede realizar enumerando a las variedades de dimensién mayor en uno que la
actual y que la contienen utilizando la proposicién 7.2.

8 Cédigos ciclicos

8.1 Polinomios generadores y revisores de paridad

Definicién 8.1 Sea K un campo finito. En el espacio K", la transformacion lineal que sobre la base canonica
actia como py, : € = €(j41) mod n S€ dice ser la rotacién de componentes. Un cddigo lineal-(n, k) C < K"
es ciclico si pp(C) C C.

Sea K[X] el anillo de polinomios sobre K y sea 1, : K* — K[X], (a0, an_1) — Sory a; X' la
transformacién que a cada vector de n coeficientes lo convierte en el polinomio correspondiente. ¢, es,
naturalmente, un monomorfismo lineal de espacios vectoriales sobre K. Consideremos el polinomio ¢, (X) =
X™ — 1y al cociente K[X]/(cn(X)) = K[X]/(X™ — 1) el cual, visto como un espacio vectorial de dimensién
n, hace que mo ¢, : a — ,(a) + (X" — 1) sea un isomorfismo lineal que aplica la base candnica de K"
sobre la base polinomial (X7 + (X" — 1));:01, donde 7 : K[X] — K[X]/(X™ — 1) es la proyeccidn candnica
m: f(X)— f(X)+ (X™—1). Se tiene el diagrama:

K? — > K[X] (19)

Tn
T Olp,

K[X]/(X" 1)
Si C' < K™ es un cédigo ciclico entonces vale la implicacién:
acC = X (moui,(a))€moi,(C),

por tanto, la imagen 7 o ¢,,(C) es un ideal en el anillo K[X]/(X™ — 1).

Como K[X] es un anillo de ideales principales, necesariamente existe un polinomio g(X) € K[X] tal que
(9(X) 4+ (X™—1)) = 7m0 1,(C). Un tal polinomio con grado minimo se dice ser generador del cédigo C. De
hecho el grado minimo ha de ser n — k y en K[X] se ha de tener g(X)|(X™ — 1).

Reciprocamente, si g(X) € K[X] es tal que g(X)[(X™ — 1), el ideal generado por él, reducido médulo
(X™ —1), consta de polinomios cuyos vectores de coeficientes forman un cédigo ciclico C.

Observacién 8.1 Asi para cada n por cada divisor del polinomio X™ — 1 en K[X] se tendrd un cddigo
ciclico.
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Hagamos aqui una breve disgresién sobre divisores del polinomio X™ — 1 en campos finitos K = F,
donde ¢ es la potencia de un primo. El orden de un polinomio no-nulo p(X) € F,[X] es el minimo n tal que
p(X)|(X™—1) en F,[X]. Un polinomio p(X) € Fy[X] de grado m € N es primitivo si es el polinomio minimo
de un elemento primitivo, es decir, de un generador del grupo multiplicativo ... Pues bien, se tiene que
un polinomio de grado m es primitivo cuando y sélo cuando su orden es ¢ — 1. Ademds, para cada m el
ndmero de polinomios primitivos de grado m en F,[X] es ¢(¢™ — 1)/m donde ¢ es la funcién tociente de
Euler.

As{ para un polinomio primitivo g(X) € Fo[X] de grado m, de acuerdo con la observacién 8.1, el tamafio
de bloque para que g(X) sea el generador de un cédigo ciclico debe ser n = 2™ — 1.

Sigamos con nuestra exposicién. Si el polinomio generador de un cédigo ciclico es g(X) = Z?:_ok g Xt
entonces

. 0 0 - 0 0 0
g1 90 0 e 0 0 0
g2 g1 9o e 0 0 0
In—k Gn—k—1 Gn—k—-2 0 0 0
Gue=| 0 gnk gn-r 0 0 0 € Knx+ (20)
0 0 Gt -+ 0 0 0
0 0 0 v 9n—k  Gn—-k—-1 YGn—k-—2
0 0 0 T 0 In—k In—k—1
0 0 0 - 0 0 Gt

es una generatriz del cédigo C. El polinomio generador g(X), que es tnico si se le supone mdnico, es decir
con coeficiente principal 1, determina pues por completo al cédigo ciclico C'. Es convencional identificar
a cada palabra de cédigo a € C tanto con el polinomio ¢,(a) como con la clase t,(a) + (X™ — 1) de ese
polinomio y por tanto en el contexto de cédigos ciclicos se dice que las palabras de cédigo son polinomios.

Ejemplo 8.1 (Palabras de peso par) Sea K = Fy el campo primo de caracteristica 2 y sea C C FY el
espacio de palabras en F5 con peso de Hamming par.

Este es un subespacio lineal y una matriz revisora de paridad es 17:
VeeFy: ecC <= 0=1"¢=(1]¢e).

Por tanto n — k = 1 y consecuentemente C posee k = n — 1 bits de informacion.
Claramente C es ciclico. Como la palabra 110”2 est4 en C, el polinomio generador ha de ser g(X) = X +1
el cual evidentemente divide a ¢,(X) = X" — 1= X"+ 1 en F5[X]. Algunos ejemplos de generatrices son

1.0 0 00
1 00 1o oo 110 00
Lo 1 1 0 1100 01 100
G3: 11 3G4* 7G5: 01 10 3G6:
0 1 01 1 00 1 1 00110
0 01 00 0 1 00 0 11
0 0 0 01

Asi el cédigo de palabras con peso par en Fy puede representarse de manera precisa con el solo polinomio
gX)=X+1. O

Sea C' C K" un cddigo ciclico y sea g(X) = Z?:_Ok_lgiXi + X" % su polinomio generador. Como
g(X)|(X™ — 1), el cociente h(X) = % es un polinomio, de grado k. Escribamos h(X) = Zf:o hi X

g
Entonces,

n—k k
X" —1=g(X)h(X) = (ZgiXi> > X7 = > gih; | X°
1=0

n
j=0 =0 \i+j=¢
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por lo cual en el campo K se ha de tener

min{¢,k}
goho=1 & |Le[l,n—1] = > gihe—i =0| & gn_phx=1. (21)
i=max{f—(n—k),0}

Al considerar un polinomio f(X) € (g(X)), necesariamente
— 5 ¢(X) g(X) = e(X) (X" — 1)

para algin e(X) € K[X], o sea h(X) f(X) = 0mod (X™—1). Es debido a esto tltimo que el polinomio h(X)
se dice ser el polinomio revisor de paridad del cédigo ciclico C. De hecho la matriz

0 0 0 - 0 hy hg—1 -+ ha hi hg
0 0 0 - hr hg—1 hg—o -~ h1 ho O
H,p = : : : : : : : e K(n—k)xn (22)
0 0 hy -+ hs hs hy -+~ 0 0 O
0 hy hrp—1 - ha Iy hg -~ 0 0 0
hi hr—1 hxg—2 --- h1 o o -~ 0 0 O

es revisora de paridad del cédigo C, pues por las relaciones (21) se ve que HpxGrr =0 € KM=k)xk og decir
cada rengén de H, es ortogonal a todas las columnas de G,. Es importante remarcar que en la ec. (20)
los indices son crecientes en cada columna, en tanto que en la ec. (22) son decrecientes en cada renglén. Se
tiene pues:

VvueK": ueC = H,u=0],

y en consecuencia
Vu,veK": [u—velC = Hppu= H,v]. (23)

Ejemplo 8.2 (Cédigos ciclicos binarios de longitud n = 7) En K = Fo, el polinomio X" —1= X" +1
se factoriza como X7 +1 = (X +1)(X3+ X +1)(X? + X2 + 1), as? posee tres divisores irreducibles

Yro(X) =X +1 ; (X)) =X+ X +1 ; (X)) = X° + X2+ 1.

Cualquier producto de éstos dividird a X7 + 1, por lo que existen 23 = 8 divisores de él, de los cuales dos
son triviales: gr0(X) = v70(X)y71(X)y72(X) = X7 +1 y g77(X) = 1.

Hay pues 6 = 23 — 2 cédigos ciclicos binarios de longitud n = 7. En particular, para el polinomio gr3(X) =

Y70 (X) 71 (X) = X4 + X3 + X? + 1 se tiene hr3(X) = ;7(37&1) = y72(X) = X3 + X2 + 1 y las matrices

generatriz y revisora de paridad siguientes:

(1 0 07
(1]5(1) 00071101
0011010
Grs=| 1 10 o Hm=1017 901 0 0
1 1 1
011 1101000
0 0 1|

La funcién de codificacién es pues
(uo,u1,uz) = (ug, u1, up + Uz, ug +u1, Uo +ur +uz, Uy + Uz, uz).

Este se dice ser el cddigo “simplex”. En los 7 = 23 — 1 renglones de la matriz generatriz G73 aparecen las
representaciones en binario de los nimeros en el intervalo [1,2% — 1], por tanto su cédigo dual es uno de
Hamming. ([l
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Ejemplo 8.3 (Cédigos ciclicos terciarios de longitud n =8) EnK = F3, el polinomio X8—1 = X842
(pues 2 = —1) se factoriza como X8 —1 = (X + 1)(X +2)(X?% +1)(X%2 + X +2)(X? +2X + 2), asi posee
cinco divisores irreducibles
Yeo(X)=X+1 , yi(X)=X+2
")/82(X) = X2 + 1
783(X):X2+X+2 5 "/84(X):X2+2X+2

Cualquier producto de éstos dividird a X® — 1, por lo que existen 2° = 32 divisores de €l, de los cuales dos
son triviales: ggo(X) = X8 —1 y ggg(X) = 1.

Hay pues 30 = 2° — 2 cddigos ciclicos terciarios de longitud n = 8. En particular, para el polinomio ggs(X) =
. 8

781 (X)782(X) = X° 42X + X + 2 se tiene hiss(X) = 2o = 7s0(X)183(X)sa(X) = X7+ X'+ X +1y

las matrices generatriz y revisora de paridad siguientes:

2 0 0 0 O

1 2 0 00

2 1200 YESEEER
Gss = ., Hygs=|01100110

0 12 12 1 1.0 01 1 0 0

0 01 2 1

00 0 1 2

00 0 01

8.2 Codificacién y decodificacion

Sea C C K™ un cédigo-[n, k] ciclico, sea g(X) € K[X] su polinomio generador y sea G, su matriz generatriz.
Naturalmente, dada una palabra a € K*, ella ha de quedar codificada por la palabra ¢ = Ghza € K*. Ya
que la j-ésima columna g; de la matriz generatriz Gy, corresponde bajo la funcién ¢,, al polinomio X ig(X),
se tiene iy (c) = 1 (Gpra) = g(X)ex(a). En otras palabras, la manera de codificar a cada palabra es viéndola
como un polinomio y multiplicando por éste al polinomio generador. Esta codificaciéon mediante cédigos
ciclicos se dice ser no-sistemdtica.

Definicién 8.2 Sea C' < K™ un cddigo ciclico con polinomio generador g(X). Para cada u € K", sea i, (u)
el polinomio con vector de coeficientes u. El sindrome polinomial de u es el polinomio v, (u) mod g(X) (o si
se quiere, su vector de coeficientes).

Esta definicién concuerda con la 5.5. En efecto, para cada u € K", al escribir 7(X) = ¢,(u) mod g(X),
entonces i, (u) = ¢(X) g(X) + r(X), con grado(r(X)) < n — k, para algin polinomio ¢(X). Asi, sea r € K"
tal que ¢p(r) = r(X) (como grado(r(X)) < n — k, las ultimas k entradas de r son 0). Por la relacién (23),

(n—k)
n— r n— n—
How = Hur = | HG™ B [rm ] = Hij b, (24)

donde Hflz_k) € K(=k)x(n=k) o5 la matriz formada por las primeras (n — k) columnas de H,y, ng) €
K(=k)xk o5 ]a matriz formada por las tltimas k columnas de H,j, r("%) € K"* consta de las primeras

(n — k) entradas de r y r(¥) = 0 € K* consta de las tltimas k entradas de r. El sindrome de u, en el sentido

)

de la definicién 5.5, es H,pu y, segun la relacion (24), éste es Hf:,i_k)r(”_k). Ya que HT(LZ_k posee una forma

triangular su determinante es (—1) [+ hsz y es, por tanto, una matriz no singular. Esta determina un
automorfismo lineal en K"~ * y la correspondencia entre los sindromes de la definicién 5.5 y los de la 8.2.
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Procedimiento de decodificacién. Supdngase que al transmitir una palabra a € C' se recibiera la palabra
b € K”. El error cometido seria pues e = a — b. Vistas las palabras como polinomios, al calcular
el sindrome polinomial 7(X) € K[X] de b se tendrd que existe un polinomio ¢(X) € K[X] tal que
tn(b) = ¢(X) g(X) + r(X). Si la distancia minima del cédigo C fuese d entonces habria que localizar

d

una palabra e, de peso de Hamming a lo sumo [%] tal que uy(e;) = r(X)modg(X). Entonces

necesariamente e; = e y en tal caso se corrige b cambiandolo por a = e; + b. ([

El problema de célculo de distancias minimos de cddigos ciclicos se ha tratado con diversos enfoques y el
articulo de van Lint y Wilson [14] se ha convertido en una referencia clésica.

El proceso de decodificacion descrito requiere pues calcular a los elementos con menor peso de Hamming
en clases de congruencia médulo el polinomio generador.

Observacién 8.2 Para un polinomio f(X) € K[X] cualquiera, si f(X) es el polinomio que se obtiene al
rotar los coeficientes de f(X), entonces

f(X)mod g(X) = (X - f(X)) mod g(X).

Ast pues, si 1,(f) = f(X), el sindrome polinomial del “polinomio rotado” i, (pn(f)) coincide con el de
X r(X), donde r(X) es el sindrome de f(X).

Observamos que si f(X) = ¢(X) g(X) + r(X), con f(X) = 1,(f), al rotar f, valen:

tnlpn(£) = X f(X) = far X"+ fo
X f(X) = famr (X" = 1)
= X f(X) = fu-19(X)M(X)
9(X) +r(X)) = fa—1 9(X)(X)
= Xr(X)+g(X)(X q(X) = fa1h(X))

I
>
=
ko)

O

De esta manera, se puede calcular representantes principales para sindromes obtenidos de rotaciones de
otros sindromes.

Por ejemplo, para el c6digo-[7, 3] simplex tratado en el ejemplo 8.2, el polinomio generador es g73(X) =
X%+ X3 + X2 + 1. Por tanto, médulo g73(X), se tiene X* = X3 + X2 + 1, y en consecuencia

X' = X X'=X"+X+X=(X*+ X"+ 1)+ X+ X=X+ X +1
X = X - X°=X*4+X°+X
X' = X X=X"+ X+ X*=(X’+X°+1)+ X’ + X* =1

Asi pues, en la base polinomial se tiene la correspondencia siguiente:

ell1]X|X?] X3 X X° X6
sindrome(e) [[ 1 [ X [ X2 [ X3 | X3+ X2 +1 [ X2+ X +1 | XP+ X2+ X

Dada una palabra b, se calcula su sindrome, r(X). Si éste aparece en el segundo renglén de la tabla anterior,
entonces la correspondiente posicién en el primero indicard cudl es el bit que hay que corregir. Si acaso el
sindrome no apareciese, entonces, por tratarse de un cédigo ciclico, la palabra puede rotarse y su sindrome
multiplicarse por X y reducirlo médulo g(X) para volver a realizar la prueba. |

Otra manera de codificacién, llamada ésta sistemdtica, utilizando cédigos ciclicos es la siguiente. Dada
k—1 - . . . .
una palabra a € K¥ sea n,x(a) = Y. _;ax X" " el polinomio de grado n — 1 cuyos coeficientes “méds

K=

altos” estan dados por la palabra a. Entonces ésta queda codificada por la palabra ¢ € K" tal que

tn(€) = Nnk(a) = [nk(a) mod g(X)]
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0 puesto equivalentemente,
o(X)=—[(X" % a(X)) mod g(X)] + X" *a(X)

el cual polinomio, en efecto, estd en el cédigo ciclico C pues es un multiplo del polinomio generador g(X) de
C. La palabra ¢ € K" de cédigo, se descompone naturalmente en dos tramos: ¢ = c,c; € K" % x K*, tales
que la parte “alta” ¢; € K¥ coincide con la palabra de informacién a y la parte “baja” c, € K" * tiene fines
de revision de paridad.

Ahora, si Alicia enviase una palabra de cédigo ¢ = c,c; € K» % x K¥ y Beto recibiese la palabra
¢/ = cl.c, € K" % x K* entonces Beto calcula el sindrome s'(X) = ¢/(X)mod g(X). Si acaso s'(X) =0
entonces Beto acepta a ¢/ como ¢ y no reconoce que hubiera habido errores. Si, en cambio, s'(X) # 0
entonces reconoce que hubo errores y ha de proceder a corregirlos. Se ha de tener una tabla estandar
de errores, de distancia de Hamming minima, para algunos sindromes de manera que cuando se tenga un
sindrome particular se lo localice en esa tabla para identificar el error del que proviene, y si no apareciese
entonces se procede a rotar la palabra recibida y a multiplicar su sindrome por X, reducirlo médulo g(X),
y volver a realizar la prueba.

8.3 C(Cdbdigos de Golay

Definicién 8.3 Sea K un campo finito. Un cddigo-(n, k) C se dice perfecto para t errores si para cualquier
palabra de longitud n existe una unica palabra de cédigo que diste de ella en a lo sumo t. Es decir,

VweK'IveC: dy(v,w) <t &VueC(dy(u,w) <t = u=v).

Por tanto todo cddigo-(n, k) C perfecto para t errores ha de corregir ¢ errores y en consecuencia su peso
minimo ha de ser 2¢ + 1.

Observacién 8.3 Si existe un cddigo-(n, k) C < FY perfecto para t errores entonces necesariamente
' /n
on—k — ( ) (25)

n

En efecto, 2% es el niimero de clases laterales médulo C' en tanto que Zz':o (j) es el nimero de represen-

tantes principales de clases con pesos a lo sumo t. O
A manera de reciproco, se tiene:

Observacién 8.4 Si C < FJ es un cddigo-(n, k) que corrige t errores y 2"~ % = Z;ZO (?) entonces es
perfecto.

En la tabla 4 presentamos una lista de tercetas de enteros (n,t,k) tales que se cumple (25). En la
tercera columna, tercer rengén de ella aparece la terceta (n,t, k) = (23,3,12) por lo cual ha de existir un
cédigo-(23,12) C perfecto para t errores.

Proposicién 8.1 (Golay, 1949) El cddigo ciclico de longitud 23 con polinomio generador
g X)=1+X*+ X*+ X5+ X0 + X104 X"
y por consiguiente con polinomio revisor de paridad

23
hX) = Xg():'r) :

es perfecto para 3 errores. Se le llama cédigo de Golay.

=14+ X7+ X+ X3+ X0+ X104 XM+ X2
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n t k)ln t k)| t k| t k|(n t k)
3 1 15 2 17 1 4} 7 3 1|9 4 1
1 5 1|13 6 1|15 1 11|15 7 1}]17 8 1
9 9 121 10 1(23 3 12)23 11 1|25 12 1
27 13 1(29 14 1{31 1 26(31 15 1|33 16 1
35 17 1|37 18 1139 19 1|41 20 1|43 21 1
45 22 1|47 23 1149 24 1|51 25 1|53 26 1
50 27 1|57 28 1]59 29 1|61 30 1|63 1 57
63 31 1|65 32 1|67 33 1|69 34 1|71 35 1
73 36 1|75 37 1|77 38 1|79 39 1|81 40 1
83 41 1|8 42 1|87 43 1|8 44 1|90 2 78
91 45 1|93 46 1|95 47 1|97 48 1|99 49 1

Recuadro 4: Tercetas de enteros (n,t, k) tales que 2" % = 23:0 (?), con n < 100.

8.4 C(Cobdigos de rafagas

Sea m € N un entero positivo. En F5* consideremos la relacién de equivalencia:
0o 0 =0~€E=¢0Em < JJ<MVi<m: e =0(4j)modm-

Es decir, las palabras § y € son equivalentes si coinciden salvo una rotacién de sus simbolos. Una palabra
d se dice poseer un patron de error de rdfaga de longitud n si para alguna palabra o € F} se cumple que
d ~ 00" = g es decir, si la parte no nula de la palabra es de longitud a lo sumo n (acaso identificando
sus extremos). Si para dos palabras d,e € FJ* se tiene que el “error” entre ellas d + € € F3 es un patrén de

error de rafaga de longitud n, entonces se dice que ellas difieren por una rdfaga de longitud n.

Proposicién 8.2 Sea C un cddigo-(n, k) ciclico. Supongamos que al transmitir una palabra codificada § se
han modificado t caracteres.

1. Si el sindrome posee un peso de Hamming a lo sumo t, entonces ha de coincidir con el patron de error.

2. Si se supone que los errores sélo pueden aparecer en n—k posiciones contiguas, entonces alguna rotacion
de & posee un sindrome con peso de Hamming a lo sumo t.

En efecto, se tiene e(X) = ¢(X) g(X) + s(X), donde e(X) es el polinomio de error, g(X) es un generador
del c6digo y s(X) es el polinomio de indrome. Entonces, e(X) — s(X) = ¢(X) g(X) estd en el cédigo. Si el
peso de Hamming de e(X) es a lo sumo ¢ entonces e(X) — s(X) posee un peso de Hamming a lo sumo 2¢. Ya
que C corrige a lo més ¢ errores, su distancia minima es 2¢ + 1. Por tanto e(X) — s(X) =0y e(X) = s(X).
La segunda aseveracion se sigue de ésta inmediatamente. (|

8.5 C(Cdbdigos de Reed-Solomon
8.5.1 Cddigos RS: Como cédigos de evaluacion

Sea ¢ una potencia de un primo p y k € N. Sean ao,...,a,—1 € Fy n puntos distintos. Se define ®g : F’; —
F,[X] como ¢ — Zf;é ¢; X7, es decir como la funcién que a cada vector de k entradas le asocia el polinomio
cuyos coeficientes son esas entradas, y se define

n—1

®, :F’; —Fy, c— Do(c)(a;)

Il
&
)

=0
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El cédigo de Reed-Solomon RS, (g, n, k) es ®1(F¥). Una matriz generatriz es pues

[ag} nXk.
"1 (i,5)€[0,n—1]x[0,k—1] a

RSe(g,n, k) es pues un cddigo lineal y su distancia minima es n + 1 — k (si c,d € IF’; son distintos, los
polinomios que determinan, ®(c) y ®o(d), pueden coincidir en a lo sumo k& — 1 puntos, por tanto han de
discrepar en al menos n — k + 1 puntos en {aq,...,a,—1}).

Proposicion 8.3 Dados una potencia de un primo q y k,n € N tales que k < n < q, existe un codigo-
(n,k,n — k+1) lineal sobre F,.

A saber, basta con dar RS.(q,n, k). O

Para q = 2% = 256, n = q y k = 240, RS.(256, 256,240) es un c6digo-(256, 240, 17) lineal que se utiliza
en discos compactos.

Sea a € F, un elemento primitivo, es decir un generador de F y sea n € N un entero que no sea miltiplo
de la caracterfstica p de IF,. Entonces q estd en el grupo multiplicativo Z;,. Sea m = oz (q) el orden de g en

Z. Luego, ¢™ = 1 mod n. Sea p = =t Claramente p" =1 en ;. Asi pues la sucesién (pi);:Ol consta
de las raices n-ésimas de la unidad en F,. Al tomar como puntos de evaluacién a; = p’, i € [0,n — 1], se
tendrd que la matriz generatriz de RS.(g,n, k) es [p'] () e[0m—1]x[0k—-1] € FZX’“.

8.5.2 Cddigos RS: Como cédigos ciclicos

Si en el campo F, consideramos n = g — 1, entonces las raices (¢ — 1)-ésimas de la unidad en F, son todos
sus elementos no-nulos, es decir, los elementos del grupo mutiplicativo, y el cédigo de Reed-Solomon sera
ciclico. Veamos esto con detalle. Seguiremos aqui la presentacién hecha en [4].

Sea ¢ € N la potencia de un nimero primo p y sea K = [, el campo de Galois de ¢ elementos, de
caracteristica p. Sea a € F, un elemento primitivo, vale decir, un generador del grupo ciclico multiplicativo
[Fy. Para k < q—1, sea g4—1 x(X) el polinomio

q—1—k
J(X) = J] (X -a").
r=1

Como Vi € [l,q — 1 — k], (a®)? " = (a7 1) = 1% = 1, se tiene (X —a®)| (X9 ! —1), y por tanto
g1 (X)] (X771 — 1),

El c¢ddigo de Reed-Solomon RS(q — 1, k) de longitud ¢ — 1 y dimensién k es el cédigo ciclico generado por
el polinomio g4—1,5(X). Por tanto:

VF(X) €eFy[X]: [f(X) €RS(g—1,k) < grd(f) <q¢—2&Vke[l,g—1—k]: f(a")=0].

Observamos aqui que la ultima subcondicién puede sustituirse por la que impone que g — 1 — k potencias
consecutivas de a son raices de f (esto porque el cdigo es ciclico). Observamos también que si a no fuese
primitivo, entonces ha de generar un subgrupo de Fy, por tanto el orden ha de ser un divisor de ¢ — 1. Se
tendria entonces un cédigo de menor tamano, pero también ciclico.

Al escribir a un elemento f(X) € RS(¢ — 1, k) como f(X) = Zg;% fHr XA, se tiene Vi € [1,¢ — 1 — k]

q—2
0= (") = Y o — alt
A=0

donde
1 fo
CLK f1
a, = ) , f= )
a(a—2) fo—2
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Por tanto una matriz revisora de paridad del cédigo RS(q — 1, k) es:

1 a ala—2)
1 a2 22
1 _ A _ (g—1—k)x(q—1)
RS 1k = [0 ey etng1-mixi0.0-21 = : e g T (26)
1 qi~ 17k ... gla-1-k)(a—2)

Observacion 8.5 Cualesquiera ¢ — 1 — k columnas de la matriz RS;‘_Lk, dada por (26), son linealmente

independientes en Fg_l_k. En otras palabras, al tomar cualesquiera q—1 —k columnas de la matriz RSqL_Lk,
la submatriz resultante es no-singular.

Observacién 8.6 El cddigo RS(q — 1, k) tiene distancia minima d = q — k.

En efecto, por la observacién anterior d > q — k. Por la desigualdad de Singleton d < ¢ — k. (]

Ejemplo 8.4 Sean q =23 =8 yk = 3. Entonces q—1—k = 4. Al tomar como elemento primitivo a = 010,
se tiene que el grupo multiplicativo Fg queda representado como sigue:

kK| 0O 1 2 3 4 5 6
a”‘lOO 010 001 110 011 111 101

Por otro lado, g73(X) = (X —a)(X —a?)(X —a®)(X —a?) = a® +aX + X2+ a3 X3+ X*, y el cédigo RS(7, 3)
es el generado por el polinomio gr3(X).

Dada una palabra o € F3, digamos o = 101 001 111, ésta puede identificarse con el polinomio o(X) =
ab + a2X + a®X?. Al codificarlo, se obtiene el polinomio

o(X)g(X)=a®>+a*'X +a®X% +a® X3 + o X* + a* X5 + 6 X6,

el cual polinomio representa a la 7-palabra 7 = 001 011 001 101 101 011 111. As{ pues, el cédigo RS(7, 3)
establece la correspondencia o — 7. O

8.6 Decodificacién de Reed-Solomon

Sea ¢ una potencia de un nimero primo y sea k < g—1. Supongamos que para una palabra o € ]F’;, su codigo
correspondiente a RS(q — 1, k) es f(X) = Z(/’\;% X € F,[X], pero que, al ser transmitido, el destinatario
hubiera recibido h(X) = E‘i;% haX?. El propésito de la decodificacién es recuperar f(X) a partir de h(X)
o0, en otras palabras, calcular el error e(X) = h(X) — f(X). Naturalmente, la recuperacién de o a partir de
f(X) se hace dividiendo a este dltimo entre el polinomio g4—1,x(X).

Para cada k € [1,q — 1 — k] denotemos por s, al sindrome s, = e(a”) = h(a®) (pues f(a”) = 0).

Inicialmente, consideremos el caso k = 1.

Supongamos que el error entre h(X) y f(X) ocurre solamente en un “byte”, es decir, en un solo coeficiente,
digamos hy. Entonces los sindromes han de satisfacer s; = exa® y so = exa®*. Por tanto a* = ;—f y, en

2
consecuencia, ey = i—; Asi pues:

Decodificacién de Reed-Solomon para k& = 1. Si s6lo hay un error en un solo coeficiente, la

2
o ez 3 . ’ S
posicién en la que ocurre es A = log,, (Z—f) y el coeficiente del error ahi es ey = P

Para k > 1, sea E C [0,q — 2] el conjunto de indices X tales que ey # 0. Entonces se tiene el sistema de
ecuaciones lineales:

Vk €0,g—1—k]: SKZZQ@M (27)
AEE
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con soluciones tnicas siempre que 2card (E) < g — 1 — k. Sin embargo éste no determina al conjunto de
indices E.
Para determinarlo es necesaria una labor suplementaria. Se define el polinomio localizador de errores

p(X) = [T (X —a™). (28)
AeE

el cual es un polinomio ménico. Entonces las raices de p(X) son precisamente las potencias a~* con \ € E.
También se define el polinomio evaluador de errores como

wX)=>Yex J[ X-a) (29)

XeE  teE—{)\}
Se tiene grd (p(X)) = card (E) y grd (w(X)) = card (E) — 1. Se supondrd 2card (E) < ¢—1—k.

Proposicién 8.4 Los polinomios p(X) y w(X) son primos relativos y

YA€ E: = (30)

donde p'(X) es la derivada formal del polinomio p(X).

En efecto, para lo primero observamos que p(X) y w(X) no pueden tener raices comunes:

p(z) =0 = x=a" paraalguna A\ € E
=

w(a™) =ey H (™ —a™")

teE—{\}
— w(a ™) #£0.

Para lo segundo, por la férmula de Leibniz, la derivada formal de p(X) es

Px)=3 I x-a

AEE e E—{A}
y por tanto p'(a™*) = HeeE_{A}(a_A —a~"%). Asi resulta la expresion (30). O

Si se determinara el polinomio localizador de errores p(X) entonces sus raices determinan a su vez el
conjunto E. Consideremos un tercer polinomio, llamado de sindromes, pues éstos son sus coeficientes:

O'(X) =51+ 85X+ + Sqflkaq_z_k = Z SK+1XK'.

Proposicién 8.5 Existe un polinomio pu(X) € Fq[X] tal que se cumple la ecuacién clave:
p(X)o(X) = u(X) X977 — (X)), (31)

O equivalentemente:
p(X)o(X) = —w(X) mod X9717F,
En efecto, un célculo directo da:

k
e(an—i-l) X"

q—2—
o(X) =
k=0

q—2—

k
— Z [Ze/\a(nﬂ),\] X"

k=0 AeE
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-y S

AEE k=0
(a*X kg
- Z € [ X _ a_)\ ) (32)
A€E
de donde
p(X)o(X) = Y e [(axx)q BRI § SIS
A\EE LeE—{\}
= Ya@x)" I x-aH-Yea J[ X-ah
AEE LeE—{\} AeE  (eE—-{)\}
= X91-k Z exald— 1R H (X —a 9| —w(X)
AEE LeE—{)\}

= XTF (X)) - w(X).

O

Asf pues, para decodificar, habiendo calculado el polinomio de sindromes (X)), se ha de determinar a los
polinomios localizador y evaluador de errores p(X) y w(X) de manera que se cumpla la ecuacién clave (31).

8.6.1 Meétodo PGZ

Veamos una primera forma de resolver la ecuacién clave, mediante el llamado decodificador de Peterson-

Gorenstein-Zierler (PGZ).
Supongamos que hubieran ocurrido m errores, con 2m < ¢—1—k. Escribamos a los polinomios localizador
y evaluador de errores como:

p(X) = 7"0+r1X_|_...+rm71Xm—1+Xm
wX) = wt+w X+t Uy X

El producto p(X)o(X) es de grado a lo sumo m + ¢ — 2 — k, pero para j € [m,q — 2 — k] la ecuacién clave
implica que el coeficiente correspondiente en ese producto es nulo. Por la manera en la que se multiplica a
los polinomios, se ha de tener pues:

jem,qg—2—-k] = ZT‘gSj+1_g =0.
£=0

Puesto que r,,, = 1, se tiene:

—

m—

je€m,qg—2-k] = Z T¢Sj41—0 = —Sj41—m-
=

Estas condiciones plantean, de forma matricial, el sistema de ecuaciones:

Sm+41 Sm Sm—1 82 To S1

Sm+2 Sm+1 Sm e S3 1 S2

Sm+3 Sm+2 Sm+1 Tt 84 T2 —_— | S3 (33)
Sq—k—1 Sq—k-2 Sq—k-3 " Sqg—k—(14+m) T'm—1 Sq—k—(14m)
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osea S-r =s, donde S € ng_k_(1+m))xm, s € Fg_k_(1+m) y r € F* es el vector de coeficientes de
p(X) y hace aqui el papel de incégnita. El sistema (33) estd sobredimensionado (hay més condiciones que
incégnitas), puede pues resolverse tomando solamente sus primeros m renglones. Queda el sistema:

Sm+1 Sm Sm—1 et S2 To S1
Sm+2 Sm+1 Sm et S3 (At S2
Sm+3  Sm+2 Sm+1 84 T2 - S3 (34)
Som S2m—1 Som—2 et Sm+1 Tm—1 Sm
S,,'r = —s,,

Como los sindromes son no nulos, y S,, es una matriz definida por diagonales, se tiene que es no-singular.
Por tanto el polinomio localizador de errores se obtiene como r = —S; 1s,,.

Habiendo asf localizado el conjunto E, el sistema (27) permite entonces calcular el error e(X), con lo
cual se ha de completar el proceso de decodificacion.

También puede verse que si m’ € [m+1,q—1— k] entonces S, es singular. Asi pues, si se desconociera
cudl es el valor de m, entonces éste se obtendria como el méximo m’ tal que S,,, es no-singular.

8.6.2 Meétodo de Euclides
Escribiendo la ecuacién clave como
p(X) XTHF 4 (—p(X))o(X) = —w(X)

tenemos que w(X) es un maximo comin divisor (salvo por el signo) de X?~!=* y el polinomio de sindromes
o(X). Asi pues, utilizando el Algoritmo de Euclides, al calcular una forma extendida del Méximo Comin
Divisor y expresar a —w(X) como una combinacién lineal de X?~1=% y o(X) se obtendr4 los polinomios j(X)
y el localizador de errores p(X). Este dltimo determina el conjunto E y el sistema (27) permite entonces
calcular el error e(X), con lo cual se ha de completar el proceso de decodificacion.

8.7 Cébdigos BCH

Los c6digos de Bose, Chaudhuri y Hocquenghem (BCH), se construyen a partir de los de Reed-Solomon pero
se les restringe a estar en subcampos del campo F, original.

Recordamos que un subcampo Ky de un campo K; es un subconjunto Ky C K tal que 0,1 € Ky v Ky
es cerrado bajo las operaciones de adicién, multiplicacién e inversos aditivos y multiplicativos. En tal caso,
con las operaciones de Ky, Ky es un campo.

Si z € Ky, el polinomio p,(X) € Kg[X], con coeficientes en el subcampo Ky, de grado minimo tal que
pz(2) = 0 se dice ser el polinomio minimo de x respecto a Ky. Se tiene que p,(X) es irreducible sobre Kq y
divide a cualquier polinomio en Ko[X] que tenga a = como raiz.

Un campo finito F,, sélo es tal si g1 = p™* es una potencia de un primo p, el cual es la caracteristica
de F4,: pr = 0 para cada z € [Fy,. Ahora, si F, es un subcampo de Fy, entonces ¢o = p™° con ng < nq,
pero atin més: el grupo multiplicativo IF; =~ debe ser un subgrupo de F; , por tanto (p™° —1)|(p"* — 1) lo cual
implica ng|ny. En resumen: Fy, es un subcampo de F, siy sélo si go = p™°, ¢1 = p™ y ng|n1.

8.7.1 Una primera presentacién

Como en la seccién anterior, aqui seguiremos la presentacién hecha en [4].

Sea g1 una potencia de un primo p, sea k < ¢ — 1 y go tal que Fy, sea un subcampo de F,,. El
correspondiente cddigo BCH es el F,, -subespacio lineal C' de RS(q1 — 1, k) tal que C' C Fy, [X].

Sea gq,—1.6(X) = H?;Ilfk(X — a%) el polinomio generador de RS(¢q; — 1,k), donde a es un elemento
primitivo de F,,. Entonces g4, —1x(a’) = 0 siempre que i € [1,q; — 1 — k]. Por tanto, si un polinomio
m(X) € Fy, [X] estd en el cédigo BCH C entonces m(X) € Fy[X] y m(a’) = 0 para todo i € [1,¢1 — 1 — kJ.

De su definicién, no se desprende inmediatamente cuéles serdn la longitud, la dimension y la distancia
minima de un cédigo BCH C. Sin embargo, la distancia minima ¢; — 1 — k de RS(q; — 1, k) se dice ser la
distancia prevista del cédigo C.
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Observacién 8.7 Sean ¢ = p”, x € F, y py(X) € F,[X] el polinomio minimo respecto a F,,.
e Como x9 =1 se tiene p,(X)|(X?—1) en F,[X].

e Por otro lado, sea n, = grdp,(X) el grado del polinomio minimo. Se tiene que el conjunto L =
{1,z,...,2" 71} es linealmente independiente, respecto a Fp, pero L U {z"=} no lo es. Por tanto
Nge < n.

e En particular, si x es primitivo, entonces ny = n.

Observacién 8.8 Sean ng,n1 € N tales que no|ni, p un nimero primo, go = p™ y g1 = p™. Sea a; € Fy,
un elemento primitivo en ese campo. Sea m = gé—j y ap = ai*. Entonces ag es generador de un subgrupo
(ao), isomorfo a F , de F; . De hecho, (ag) U {0} es un subcampo de F,,, isomorfo a Fy,.

En estas condiciones, sipq,(X) es el polinomio minimo de aqy respecto a {ag) {0}, entonces Fy, /(pa, (X))

es isomorfo a Fy . En consecuencia, grd pe,(X) = ng.

Supongamos ahora que Fy, es un subcampo de F,. Veamos cémo calcular polinomios minimos de
elementos en Fy, respecto a Fy,.

Se dice que dos elemen‘pos y,z € Fy, son conjugados respecto a F, , si existen z € Fy, e 4,j € [0, Z—; —1]
tales que y = 2% y z = 2%. Esto introduce una relacién de equivalencia en Fy,.
L . .
Para cada = € Fy,, sea Sy, (z) = {zqé }jio (naturalmente para j = Z—é, @ = (p™)? = p™ = ¢, por

j , . .,
tanto z% = x% = z). Asi cada S, (z) es una clase de conjugacion osee L elementos.
q0
no

Debido a que la transformacion z — 29 es un homomorfismo F,, — F,, se tiene:
Observacién 8.9 Si n(X) € F,,[X] entonces rige la implicacion siguiente:
VeeF, : [r(z) =0 = x(z%)=0].

Por tanto, los conjugados de raices de polinomios con coeficientes en el subcampo son también raices de
esos polinomios. Asi, si a es primitivo en Fy, y 7(X) estd en el cédigo BCH entonces las potencias a’, con
i €[1,q1 — 1 — k], y sus conjugados son raices de mw(X).

Proposicién 8.6 Para cada x € Fy,, el polinomio minimo p,(X) respecto a Fy, queda caracterizado como

p(X)= [ x-9). (35)

yesqo (z)

Se demuestra la proposicién viendo que al expandir la expresion a la derecha de (35) resulta un polinomio

con coeficientes en F, , irreducible ahi y que es el de grado minimo que se anula en x. O
Sean a un elemento primitivo en Fy, y g4, —1.6(X) = g;;l_k(X — a') el generador de RS(q1 — 1,k).

Si (X)) estd en el correspondiente cédigo BCH, entonces m(a*) = 0, con ¢ € [1,¢1 — 1 — k]. Por tanto,
cada uno de los polinomios minimos p,:(X), respecto al subcampo Fy, divide a 7(X). En consecuencia, el
minimo comun multiplo mem {p,: (X) 31:_11_k también divide a m(X). En particular, debe dividir también

al generador gq, —1 x(X). Por la minimalidad de este tltimo, necesariamente se ha de tener: g4 1 x(X) =
qg—1-k

mem {pai (X) Jj=1

8.7.2 Una segunda presentacién

Sea g una potencia de un primo p, n € N un entero que no es miltiplo de p, k < n — 2 y p una raiz n-ésima

. i\ bn—k— s y - . .
de la unidad en . Sean R = (p])jiz " una coleccién de n — k rafces n-ésimas consecutivas de la unidad
Y 9enk(X) = mecm ((ppj (X))ijR) el minimo comun miltiplo de los polinomios minimos, respecto a Iy, de

los elementos en R. El cédigo ciclico generado por g 1 (X) se dice ser el cddigo BCH generado por R.
Los c6digos BCH de longitud n = g — 1 son precisamente los cédigos de Reed-Solomon (en este caso, los
polinomios minimos son (X — p*), i < n).
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Ejemplo 8.5 Construyase un céodigo BCH que corrija errores dobles.

Como se quiere corregir hasta 2 errores la distancia minima debe ser 5. Se opta por un cddigo de Reed-
Solomon. Por tanto g —k = 5. Témese ¢ =7y k= 2. Entoncesn =q¢q—1=6y n—k =4. En F; un

hn=h=t {3,3%,33,3%} = {3,2,6,4}. El generador es pues

elemento primitivo es p = 3. Asi, sea R = (pj)j:1

gr62(X) = (X =3)(X —2)(X —6)(X —4) =4+ 2X +3X% +6X° + X*.

La matriz generatriz es

4 2 3 6 10
G = 0 4 2 3 6 1
y el polinomio revisor de paridad es
X6 -1
MX)=—"———=5+X+X?
<) 91,6,2(X)
lo que define la matriz de paridad
115 0 00
0115 00
H= 001 150
000 115

8.8 Terceras listas

8.8.1 Ejercicios

1. Sea a un elemento primitivo en un campo F,;. Demuestre las siguientes dos implicaciones:

q—2

k#0mod (¢g—1) = a™ =0
A=0
q—2

k=0mod (¢g—1) = a =q—1
A=0

2. Seag(X)=1+X+ X2+ X*+ X°+ X8+ X0 un polinomio generador de un cédigo ciclico-[15, 5].
Calcule el polinomio de paridad h(X) de g(X).

3. Sea ¢g(X) € Fo[X] un polinomio de grado m € N que no sea un binomio, y sea n el entero minimo tal
que g(X) divide a X™ 4+ 1. Muestre que el cédigo ciclico de longitud n generado por g(X) tiene peso minimo
al menos 3.

4. Sea C un cédigo ciclico-[n, k] binario. Muestre que si n es impar y X + 1 no divide a g(X) entonces el
vector constante 1, 1 est4 en el cédigo C.

5. Sea g(X) =1+ X*+ X%+ X7 4+ X® un polinomio generador de un cédigo ciclico-[15,7]. Calcule el
sindrome del polinomio a(X) =1+ X + X° + X!* y decida si a(X) estd o no en el cédigo.

6. Sea C el cédigo-[15,11] ciclico binario generado por el polinomio g(X) = 1+ X + X*, y suponga que se
ha recibido el polinomio ¢(X) =1+ X + X* 4+ X0 cuando se ha utilizado una codificacién no-sistematica.
Recupere el mensaje a(X) que le dié origen.

7. Sea H,, € Fng_l)Xm la matriz revisora de paridad del c6digo de Hamming-(2™ — 1,2™ — m — 1), dado
en la definicién 4.7, y sea Cy, C Fgmfl el cédigo cuya generatriz es H,,.

A. Decida si acaso (), es un codigo ciclico.

B. Muestre que para cada u € C,, — {0} y para cada k € [1,2™ — 2], p5.._,(u) # u, donde pym_; es la
rotacién a la izquierda de longitud 2™ — 1.

46



8. Sea H,, € Fng_l)XW la matriz revisora de paridad del c6digo de Hamming-(2™ — 1,2™ — m — 1), dado
en la definicién 4.7, y sea Cy, C Fgmfl el codigo cuya generatriz es H,,.

A. Muestre que las palabras de cédigo no-nulas de C,, poseen todas un peso de Hamming 2™~ 1.

B. Sea M ¢ Fészl)xamfl) la matriz tal que la entrada m;; es la j-ésima entrada del i-ésimo vector no

nulo en C,,. De acuerdo con el inciso anterior en cada renglén hay 2™~! 1’s. Muestre que también en
cada columna hay 2™~1 1’s.

9. (Cddigo CRC-16. Sea g(X) = 1+ X2 + X + X16 € Fy[X], el llamado polinomio CRC-16. Se tiene que,
en Fo[X]:
g X)=(X+DAX)=(X+1)1+ X+ X)

y h(X) es primitivo.
A. ;Cuél es el minimo n € N tal que g(X) genera un cédigo ciclico de longitud n?

B. Disenie un algoritmo, a nivel de bits, para realizar la codificacién no-sistematica en ese cédigo.

10. Cédigo CRC-CCITT. Sea g(X) = 1+ X° + X124 X6 € F5[X], el llamado polinomio CRC-CCITT. Se tiene
que, en Fo[X]:

gX)=(X+Dh(X)=(X+1)(1+ X+ X>+ X*+ X* + X2 + X1 4 X1 4+ X19)
y h(X) es primitivo.
A. ;Cuédl es el minimo n € N tal que g(X) genera un cédigo ciclico de longitud n?

B. Disenie un algoritmo, a nivel de bits, para realizar la codificacién no-sistematica en ese cédigo.

11. El c6digo de Golay es un cddigo-(23,12) perfecto de distancia minima 7.
A. Muestre que hay palabras de cédigo, es decir, vectores en el codigo de Golay, de peso 16.

B. Muestre que hay un mismo numero de vectores en el cédigo de peso 7 que de peso 16.

12. Encuentre el polinomio generador de un cédigo de BCH de longitud 31 que corrija errores dobles y el
de otro que corrija errores triples.

13. Encuentre el polinomio generador de un cédigo de Reed-Solomon con simbolos en Fys que corrija errores
dobles.

14. ;Cuéntos codigos ciclicos de longitud 8 hay sobre F3?

8.8.2 Programas

1. Escriba un programa que reciba un polinomio g(X) € Fy[X] de grado m € N, y encuentre un entero
n > m tal que g(X)|(X™ + 1) en Fo[X], para que posteriormente realice las funciones siguientes:

A. Calcule la matriz generatriz del c6digo-[n,n — m] ciclico C' generado por g(X).
B. Calcule la matriz revisora de paridad del cédigo C'.

C. Calcule a todos los polinomios en el codigo C'.

2. Escriba un programa que reciba un polinomio g(X) € Fo[X] de grado m € N, localice primeramente un
entero n > m tal que g(X)|(X™ 4 1), y luego realice las funciones siguientes:

A. Construya un arreglo estdndar del cédigo-[n,n — m] ciclico C' generado por g(X). Para esto a cada
polinomio e(X) = Y""_ e, X" € F5[X] le debe asociar su sindrome e(X) mod g(X).

47



B. Codificacion no-sistemdtica: Dado a(X) € Fy[X] de grado a lo sumo n — m — 1 produce su cddigo
o(X) = a(X)g(X).

C. Decodificacion no-sistemdtica: Dado ¢(X) € Fo[X] de grado n — 1, decide si estd en el cédigo en cuyo
caso recupera a(X) tal que ¢(X) = a(X)g(X), mas si no estuviera, bajo la suposicién de que hay
menos de d errores, donde 2d+1 es la distancia minima de C', los corrige y recupera el mensaje original
a(X).

D. Codificacion sistemdtica: Dado a(X) € Fy[X] de grado a lo sumo n — m — 1 produce su cédigo
o(X) == [X"a(X),mod g(X)] + X™a(X).

E. Decodificacion sistemdtica: Dado ¢(X) € F3[X] de grado n — 1, decide si estd en el cédigo en cuyo
caso recupera a(X) tal que ¢(X) = — [X™a(X)mod g(X)] + X™a(X), mas si no estuviera, bajo la
suposicién de que hay menos de d errores, los corrige y recupera el mensaje original a(X).

3. Estructura multiplicativa de For. Escriba un programa que reciba un primo p, un entero positivo n y
calcule las tablas de adicién y de producto de Fp», donde sus elementos se ven como palabras de longitud n
de simbolos en F,,.

4. Codificacion de Reed-Solomon. Escriba un programa que, dados los pardmetros ¢ (potencia de un primo)
v k € N, reciba como entrada una palabra o € IF’; y calcule su cédigo T € Fg’l de acuerdo con el cédigo
RS(q¢ — 1,k). (Vea el ejemplo 8.4.)

5. Decodificacion PGZ de Reed-Solomon. Escriba un programa que, dados los pardmetros ¢ (potencia de
un primo) y k € N, reciba como entrada una palabra h € Fg_l, calcule el elemento f € RS(¢ — 1,k) més
cercano a ella, de acuerdo con el procedimiento descrito en la seccién 8.6.1, y luego recupere la palabra
oc IFZ codificada.

6. Decodificacion mediante Fuclides de Reed-Solomon. Escriba un programa que, dados los pardmetros
g (potencia de un primo) y k € N, reciba como entrada una palabra h € Fg_l, calcule el elemento f €
RS(g—1, k) mds cercano a ella, de acuerdo con el procedimiento descrito en la seccién 8.6.2, y luego recupere
la palabra o € IF’; codificada.
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