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Resumen

El presente art��culo presenta una investigaci�on, de las burbujas

que se forman en los aut�omatas celulares, para esto se utilizaron re-

glas total��sticas en tres y cuatro dimensiones, en las cu�ales se calcula

tama~no, centro de nucleaci�on y densidad de la burbuja.
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1 Introducci�on

En 1991 los investigadores franceses H Chat�e y P. Manneville presentaron
resultados n�umericos que obtuvieron al experimentar con Aut�omatas Celu-
lares (AC) con una dimensi�on menor o igual a 3, ellos obtuvieron un Com-
portamiento Colectivo No Trivial(NTCB).

De este punto de partida, an�alisis emp��ricos llevaron al descubrimiento de
burbujas, �estas se forman de los espacios que se producen entre las c�elulas
y son conjuntos de un mismo estado que van pasando en su mayor��a de un
estado a otro en cada evoluci�on, es decir si en el estado n son unos, en el n+1
seran ceros.

El objetivo de este art��culo es el calcular el di�ametro la densidad de dichas
burbujas en Aut�omatas Celulares con Comportamiento Colectivo No Trival.
Para lo cual se emplear�a el proceso de Poisson en aut�omatas binarias de 3 y
4 dimensiones que presenten un periodo tres (P3) o cuasiperiodo (QP3).

2 El proceso de Poisson

2.1 Distribuci�on de Poisson

Los experimentos que resultan en valores num�ericos de una variable aleatoria
X, misma que representa el n�umero de resultados durante el intervalo de
tiempo dado o una regi�on espec���ca, frecuentemente se llaman experimentos
de Poisson. El intervalo de tiempo dado puede ser de cualquier duraci�on de
tiempo, por ejemplo un minuto, un d��a, una semana, un mes o inclusive un
a~no. De aqu�� que un experimento de Poisson puede generar observaciones
para la variable aleatoria X que representa el n�umero de alg�un evento en un
lapso de tiempo dado.

Un experimento de Poisson sugiere del proceso de Poisson y tiene las
siguientas propiedades:

1. El n�umero de resultados que ocurren en un intervalo de tiempo o regi�on
espec���cos es independiente de el n�umero que ocurre en cualquier otro
intervalo disjunto de tiempo o regi�on del espacio disjunto.

2. La probabilidad de que un resultado muy sencillo ocurra en un intervalo
de tiempo muy corto o en una regi�on peque~na es proporcional a la
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longitud del intervalo de tiempo o al tama~no de la regi�on.

3. La probabilidad de que m�as de un resultado ocurra en un intervalo de
tiempo tan corto o en esa regi�on tan peque~na es despreciable.

La distribuci�on de probabilidad de la variable aleatoria de Poisson X que
representa el n�umero de resultados que ocurren en un intervalo de tiempo
dado, indicado por t es:

p(x; t) =
e�t(t)x

x!
; x = 0; 1; 2; : : : ; (1)

2.2 Aplicaci�on del m�etodo de Poisson para el c�alculo

de las burbujas en los Aut�omatas Celulares

Como se mencion�o anteriormente la variable aleatoria X de un proceso de
Poisson representa la probabilidad de obtener alg�un tipo de evento, en de-
terminado lapso de tiempo. Esto aplic�ado a los aut�omatas Celulares para
calcular la probabilidad de obtener una de las vecindades en las que se forma
burbujas. Pero para saber si el proceso es e�ciente se debe de realizar una
prueba que consiste en que a una de las evoluciones de el mosaico(ver �g.
m�as adelante) se divide en nueve cuadros y a cada uno de estos se le cuenta
el n�umero de c�elulas vivas (o puntos negros), para con estos datos elaborar
un histograma, y ver si corresponde a una distribuci�on de Poisson. En este
art��culo se analizar�a la regla 121 para cuatro dimensiones. A continuaci�on se
muestan los histogramas para las reglas.

3 C�omo calcular el �Area de la Burbuja

Para calcular el �area de las burbujas, primero se considerar�a las de dimensi�on
3 y la primera que presenta un P3 o QP3 es la regla total��stica 33:

si sabemos que todas las vecindades son un total de 152, obtenemos
primero su polinomio de Bernstein, de aqu�� lo que nos interesa son el to-
tal de vecindades que se transforman en uno y son

q
7 + 24q2p5 (2)
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(a) (b)

(c)

Figura 1: Los histogramas pertenecen a las tres primeras generaciones de
la regla totalist��ca 121 en cuatro dimensiones: (a) la primera generaci�on, es
de media densidad y tuvo un total de 1371 c�elulas vivas, (b) la segunda es
de alta densidad y tiene 2185, el (c) la tercera es de baja densidad, con 624
c�elulas vivas.

por lo tanto todas las vecindades que se transforman a uno son 24+1=25.
Si este n�umero lo dividimos por el total de vecindades posibles 25/152= 0.16,
que es una proporci�on de las que se transforman a uno de todas las que exis-
ten, a el resultado lo representamos en t�erminos de porcentaje (0.16)x100%
=16% dicha cantidad la convertimos en fracci�on y resulta 1/6, esta �ultima
fracci�on representa la densidad total de las burbujas que est�an repartidas a
lo largo del aut�omata.

Por otro lado el total de miembros que componen el mosaico es 34x34=1156
esto multiplicado por la densidad total de las burbujas produce los centros
de nucleaci�on que es la distancia que existe entre las vecindades que pro-
ducen burbujas 1156 x (1/6)=192.3 esta es la proporci�on que existe en el mo-
saico de dos dimensiones, pero para saber el total de burbujas que se tienen
se requiere pasarlo a una dimensi�on, por esto se le aplica ra��z cuadrada y
queda (192.3)(̂1/2) = 13.87, �nalmente se divide por los elementos del mo-
saico (en una dimensi�on), esto para encontrar el tama~no aproximado de la
burbuja 13.87/34 = 0.41.

De aqu�� en adelante s�olo se pondr�an los c�alculos para los siguentes aut�omatas,
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Figura 2: Regla total��stica 33, vecindad de von Neumann

para la regla total��stica 97.

Para la regla total��stica 121, el total de vecindades que transforman a uno
son 32, entonces la densidad total de la burbuja es:

32/152 =0.21, que es el 21%, aproximadamente 7/32
El centro de nucleaci�on:

1156*(7/32) = 252.87
Finalmente el tama~no de la burbuja es:

Figura 3: Regla total��stica 97, vecindad de von Neumann
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Figura 4: Regla total��stica 121, vecindad de von Neumann

Figura 5: Regla total��stica 123, vecindad de von Neumann

(252.87)(̂1/2)/34 = .47

El total de vecindades que transforman a uno son 126 entonces la densidad
total de la burbuja es: 126/152 = .82, que es el 82%, aproximadamente 5/6.
El centro de nucleaci�on: 1156*(5/6) = 915.16.

Finalmente el tama~no de la burbuja es (915.16)(̂1/2)/34 = .89.

Para la regla total��stica 123.
El total de vecindades que transforman a uno son 127 entonces la densidad

total de la burbuja es: 127/152 = .83, que es el 83%, aproximadamente 5/6.
El centro de nucleaci�on: 1156*(5/6) = 915.16
Finalmente el tama~no de la burbuja es:

915.16)(̂1/2)/34= .88
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Figura 6: Regla total��stica 161, vecindad de von Neumann

Figura 7: Regla total��stica 57, vecindad de von Neumann

Para la regla total��stica 161 El total de vecindades que transforman a uno
son 26 entonces la densidad total de la burbuja es:
26/152 = .17, que es el 17% , aproximadamente 5/6

El centro de nucleaci�on: 1156*(3/17) = 204
Finalmente el tama~no de la burbuja es:
(204)(̂1/2)/34 =.45

Para cuatro dimensiones los c�alculos son los mismos, s�olo que ahora el
tama~no del mosaico es de 50 por 50 esto hace un total de 2500 miembros en
todo el mosaico y el n�umero de vecindades totales es de 608.

Para la regla total��stica 57
El total de vecindades que transforman a uno son 412 entonces la densidad

total de la burbuja es:
412/608 = .67 que es el 67%, aproximadamente 2/3

7



97

Figura 8: Regla total��stica 97, vecindad de von Neumann

114Figura 9: Regla total��stica 114, vecindad de von Neumann

El centro de nucleaci�on:
2500*(2/3) = 1666.66
Finalmente el tama~no de la burbuja es:
(1666.66)(̂1/2)/50 =.82

Para la regla total��stica 97
El total de vecindades que transforman a uno son 256 entonces la densidad

total de la burbuja es:
256/608 = .42 que es el 42%, aproximadamente 17/40.
El centro de nucleaci�on:
2500*(17/40) = 1062.5
Finalmente el tama~no de la burbuja es:
(1062.5)(̂1/2)/50 =.65

Para la regla total��stica 114
El total de vecindades que transforman a uno son 500 entonces la densidad

total de la burbuja es:
500/608 =.82, que es el 82%, aproximadamente 5/6
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Figura 10: Regla total��stica 116, vecindad de von Neumann

Figura 11: Regla total��stica 120, vecindad de von Neumann

El centro de nucleaci�on
2500*(5/6)=2083.33
Finalmente el tama~no de la burbuja es:
(2083.33)(̂1/2)/50 =.91

Para la regla total��stica 116
El total de vecindades que transforman a uno son 450 entonces la densidad

total de la burbuja es:
450/608 = .74 que es el 74%, aproximadamente 23/31
El centro de nucleaci�on:
2500*(23/31) = 1854.83
Finalmente el tama~no de la burbuja es:
(1854.83)(̂1/2)/50 =.86

Para la regla total��stica 120
El total de vecindades que transforman a uno son 510 entonces la densidad

total de la burbuja es:
510/608 = .83 que es el 83% , aproximadamente 5/6
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Figura 12: Regla total��stica 121, vecindad de von Neumann

Figura 13: Regla total��stica 195, vecindad de von Neumann

El centro de nucleaci�on:
2500*(5/6) = 2083.33
Finalmente el tama~no de la burbuja es:
(2083.33)(̂1/2)/50 =.91

Para la regla total��stica 121
El total de vecindades que transforman a uno son 511 entonces la densidad

total de la burbuja es:
511/608 = .84 que es el 84%, aproximadamente 5/6
El centro de nucleaci�on: 2500*(5/6) = 2083.33
Finalmente el tama~no de la burbuja es:
(2083.33)(̂1/2)/50 =.91

Para la regla total��stica 195
El total de vecindades que transforman a uno son 147 entonces la densidad

total de la burbuja es:
147/608 = .24, que es el 24%, aproximadamente 1/4 El centro de nu-

cleaci�on
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Figura 14: Regla total��stica 240, vecindad de von Neumann

Figura 15: Regla total��stica 289, vecindad de von Neumann

2500*(1/4) = 625
Finalmente el tama~no de la burbuja es:
(625)(̂1/2)/50 =.5

Para la regla total��stica 240
El total de vecindades que transforman a uno son 450 entonces la densidad

total de la burbuja es:
450/608 = .74, que es el 74%, aproximadamente 23/31
El centro de nucleaci�on

2500*(23/31) = 1854.83
Finalmente el tama~no de la burbuja es:
(1854.83)(̂1/2)/50 =.86

Para la regla total��stica 289
El total de vecindades que transforman a uno son 160 entonces la densidad

total de la burbuja es: 160/608 = .26, que es el 26%, aproximadamente 1/4
El centro de nucleaci�on

2500 *(1/4) = 625
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114
Figura 16: Regla total��stica 321, vecindad de von Neumann

Figura 17: Regla total��stica 323, vecindad de von Neumann

Finalmente el tama~no de la burbuja es:
(625)(̂1/2)/50 =.5

Para la regla total��stica 321
El total de vecindades que transforman a uno son 109 entonces la densidad

total de la burbuja es:
109/608 = .18, que es el 18%, aproximadamente 7/40
El centro de nucleaci�on

2500*(7/40) = 437.5
Finalmente el tama~no de la burbuja es:
(437.5)(̂1/2)/50 =.42

Para la regla total��stica 323
El total de vecindades que transforman a uno son 118 entonces la densidad

total de la burbuja es:
118/608 = .19, que es el 19% , aproximadamente 1/5
El centro de nucleaci�on

2500*(1/5) = 500
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Figura 18: Regla total��stica 353, vecindad de von Neumann

Figura 19: Regla total��stica 368, vecindad de von Neumann

Finalmente el tama~no de la burbuja es:

(500)(̂1/2)/50 =.45

Para la regla total��stica 353
El total de vecindades que transforman a uno son 265 entonces la densidad

total de la burbuja es:
265/608 = .43, que es el 43%, aproximadamente 17/40
El centro de nucleaci�on

2500*(17/40) = 1062.5
Finalmente el tama~no de la burbuja es:
(1062.5)(̂1/2)/50 =.65

Para la regla total��stica 368
El total de vecindades que transforman a uno son 420 entonces la densidad

total de la burbuja es:
420/608 = .7, que es el 7% , aproximadamente 22/31
El centro de nucleaci�on
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Figura 20: Regla total��stica 385, vecindad de von Neumann

Figura 21: Regla total��stica 387, vecindad de von Neumann

2500*(22/31) = 1774.2
Finalmente el tama~no de la burbuja es:
(1774.2)(̂1/2)/50 =.84

Para la regla total��stica 385
El total de vecindades que transforman a uno son 49 entonces la densidad

total de la burbuja es:
49/608 =.08, que es el 8%, aproximadamente 1/12
El centro de nucleaci�on

2500*(1/12) = 208.33
Finalmente el tama~no de la burbuja es:
(208.33)(̂1/2)/50 =.29

Para la regla total��stica 387
El total de vecindades que transforman a uno son 58 entonces la densidad

total de la burbuja es:
58/608 = .09, que es el 9% , aproximadamente 1/10
El centro de nucleaci�on
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Figura 22: Regla total��stica 417, vecindad de von Neumann

2500*(1/10) = 250
Finalmente el tama~no de la burbuja es:
(250)(̂1/2)/50 =.32

Para la regla total��stica 417
El total de vecindades que transforman a uno son 205 entonces la densidad

total de la burbuja es:
205/608 = .33, que es el 33% , aproximadamente 1/3
El centro de nucleaci�on

2500*(1/3) = 833.33
Finalmente el tama~no de la burbuja es:
(833.33)(̂1/2)/50 =.58

4 Conclusiones

Debido a los resultados obtenidos puedo concluir, primeramente que el pro-
ceso de Poisson es �util para el c�alculo de la probabilidad de aparici�on de
burbujas en aut�omatas celulares y que el tama~no de las burbujas disminuye
entre m�as grande sea la dimensi�on con la que se este trabajando, esto lo
podemos ver en el ejemplo de la reglas total��stica 121 ya que el tama~no de
la burbuja en tres dimensiones es .95 y en cuatro dimensi�ones es .91.

Esto se entiende si sabemos que las burbujas son producto del error, que
existe en las evoluci�ones del aut�omata, y este se reduce cuando se incrementa
la dimensi�on debido a que el traslape se reduce tal y como lo han mencionado
en sus art��culos los investigadores Hugues Chat�e y Paul Manneville.
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