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Resumen

El estudio de los autématas celulares con comportamientos complejos ha
tomado mucho interés, tal es el caso del autémata celular unidimensional
regla 110. Este autémata celular ha sido analizado extensamente por
Matthew Cook, mostrando la complejidad de estructuras periddicas que
se desplazan en un fondo periédico. En este trabajo se muestra la utilidad
de los diagramas de de Bruijn para detectar y estudiar dichas estructuras,
mostrando algunos ejemplos interesantes producto de la interaccién de las
mismas. Se comparan estos resultados con algunos de los obtenidos por

Cook.
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1 Introduccion

Un &rea de intereés que ha tomado importancia en los dltimos anos es el anélisis
de sistemas en los cuales la interaccién local de sus partes es muy simple, pero
esta interaccién induce un comportamiento global capaz de soportar operaciones
no triviales, este tipo de sistemas son conocidos como sistemas complejos.

El estudio de sistemas complejos se ha extendido en diferentes ramas de la
ciencia, entre ellos se encuentra el modelo con autématas celulares. Estos son
sistemas dinamicos discretos que en base a interacciones locales muy sencillas y
fijas, evolucionan a través del tiempo. Un ejemplo interesante de este tipo de
sistemas es el autémata celular en una dimensién regla 110.

Matthew Cook hace todo un anélisis de esta regla de evolucién mostrando
algunos resultados interesantes e importantes en [Cook98]. Por su parte Harold
V. McIntosh presenta un enfoque diferente en [Mc99] y [Mc00], describiendo
el comportamiento de la regla 110 como un problema de cubrir el espacio de
evoluciones con poligonos.

Stephen Wolfram en [Wolf84] menciona que la regla 110 puede soportar
comportamientos complejos, por su parte Wentian Li y Mats G. Nordahl en
[LN92] realizan una clasificacién de las estructuras periédicas que presenta la
regla 110.

En este trabajo se muestra la utilidad y los alcances que tienen los diagramas
de de Bruijn para detectar y analizar algunas de las estructuras periddicas que
produce la regla 110. Se muestra ademés un ejemplo de la interaccién de algunas
estructuras periddicas las cuales producen incrementos y decremetos bajo ciertas
condiciones.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera, la seccién 2 presenta
los elementos que conforman un autémata celular unidimensional, la seccién 3
explica como la interaccién local del autémata puede describirse por medio de
diagramas de de Bruijn. La seccién 4 describe las caracacteristicas de la regla
110y algunas estructuras periddicas que produce, la seccién 5 explica como estas
estructuras pueden ser detectadas y analizadas con diagramas de de Bruijn. La
seccién 6 utiliza parte de estas estructuras para ejemplificar la accién de un
contador binario y la seccién 7 expone las conclusiones del trabajo.

2 Elementos de un autémata celular en una di-
mension

Para construir un autémata celular unidimensional se toma un arreglo lineal de
células, donde cada una de ellas tienen un elemento de un conjunto de estados K.
Una célula tendré r vecinos a la izquierda y r vecinos a la derecha, formando asi
una, vecindad. Una funcién de transicidn ¢ evaluard cada una de las vecindades
para determinar el nuevo valor de la célula central en la siguiente generacion.
Para hacer referencia a un tipo de autémata celular unidimensional se hace
uso de la notacién definida por Stephen Wolfram [Wolf86]. Se denota a k como
la cardinalidad del conjunto de estados K, entonces la pareja (k,r) representa



el orden de los autématas celulares, donde k es el nimero de estados y r el radio
de vecindad.

Nétese que si el arreglo lineal es finito, no se tendrdn vecindades completas en
los extremos del mismo; para esto el arreglo puede ser tratado como un anillo, es
decir, se concatena la célula inicial con la célula final y de esta forma se conserva
la, uniformidad en todas las vecindades, esto es conocido como sus condiciones
a la frontera. Por conveniencia se trabajaré con vecindades simétricas cada una
centrada en su propia célula y no con vecindades irregulares.

De esta forma, un autémata celular en una dimensién de orden (k,r) consta
de k estados, 2r+1 vecinos, k2"t vecindades y kR reglas de evolucién, donde
ky2reZt.

El autémata celular regla 110 es de orden (2,1), es decir, consta de dos
estados y un vecino a cada lado, la regla de evolucién para cada una de las
vecindades es: 000 — 0, 001 — 1, 010 — 1, 011 — 1, 100 — 0, 101 — 1, 110
-1y 111 = 0.

3 Diagramas de de Bruijn

Historicamente los diagramas de de Bruijn fueron creados para representar y
analizar el problema de tener un registro de corrimientos de las distintas se-
cuencias de un conjunto de simbolos dado. Esta idea puede ser aplicada en
autématas celulares para el estudio de periodos, cuestionandose que secuencias
de células pueden aparecer con evoluciones periddicas.

Los nodos del diagrama de de Bruijn son secuencias de tamano 2r de simbolos
de K, las ligas dirigidas del diagrama describen como tales secuencias pueden
traslapar donde los 2r — 1 simbolos finales del nodo inicial deben concordar con
2r — 1 simbolos iniciales del nodo final. De este modo, cada liga representa una
vecindad completa del autémata. La matriz de incidencia del diagrama de de
Bruijn se representa como:

( ki
ki+1
1 s2 ] = . )
M, ; =4 E (mod K£*7).
ki+k—-1
| 0 en otro caso

A través del diagrama de de Bruijn se pueden representar configuraciones o
clases de configuraciones en un autémata celular, el etiquetado de cada liga se
asocia con la vecindad que representa y su evolucién especificada por la regla .

En estos términos deben existir k ligas de entrada en cada nodo y k ligas
de salida en cada nodo, en total se tienen k2" nodos unidos con k?"t! ligas,
correspondiendo a el total de vecindades. El diagrama de de Bruijn es total-
mente regular aunque es asimétrico; el diagrama de de Bruijn para la regla 110
se muestra en la Figura 1.



010
1

Figura 1: Diagrama de de Bruijn para la regla 110

4 Caracteristicas de la regla 110

A finales de los 60’s John Horton Conway presenta el autémata celular regla
2333, mejor conocido como “El juego de la vida”. Este es un autémata celular
binario y evoluciona en dos dimensiones con la vecindad de Moore [Gard70]
[BCG82], es decir, para su evolucién cada célula toma en cuenta sus vecinos
tanto diagonales como ortogonales.

Cook menciona algunas similitudes entre la regla 110 y el juego de la vida,
ya que ambas pueden soportar comportamientos complejos a través de la inter-
accién de sus estructuras periédicas en el espacio de evoluciones [Mc90] [Jua00],
pero una de sus principales diferencias es que el juego de la vida evoluciona
sobre un fondo estable dominado por el estado nulo, mientras que la regla 110
sobre un fondo periédico llamado “ether” por Cook.

La regla 110 es similar a el juego de la vida en varios aspectos, ambas re-
glas tienen la propiedad de que si empiezan casi con cualquier configuracién
aleatoria, después de un tiempo dado el estado global del sistema mostrara
comportamientos estables, por ejemplo la existencia de estructuras peridédicas
aisladas que se desplazan a través del tiempo o estructuras estacionarias que no
se veran afectadas por otras estructuras en un tiempo infinito.

Para obtener alguna configuracién en particular la configuracién inicial puede
ser definida con detalle, esto es lo que se hace comunmente para obtener algin
comportamiento deseado. Un ejemplo de una evolucién tipica de la regla 110 la
podemos ver en la Figura 2, donde se tiene un arreglo inicial de 480 células en
480 evoluciones y una densidad aleatoria de 0.5.
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Hay que senalar que hablar de gliders en este contexto es algo subjetivo,
ya que podemos formar casos en donde la evolucidén sea equilibrada entre la
aparicién de gliders y el ether, con lo que la identificacién del ether no resulta
tan evidente o peor ain que los gliders no permitan la existencia del ether como
se ilustra en la Figura 4.

LCaUZ1 Evolution [}

Figura 4: Gliders D1 sin el fondo periédico

5 Deteccion de estructuras periddicas

El diagrama de de Bruijn bésico define los ancestros de una secuencia para una
generacion, sin embargo, podemos extender este proceso para un nidmero t de
generaciones, donde ¢t € N. Para esto se tomard un mayor nimero de elementos
para formar cada nodo del diagrama, en el caso (2,1) en una generacién cada
vecindad consta de 3 elementos, para calcular la evolucion en dos generaciones
se tienen 5 elementos en cada vecindad, en general para cada generacién seran
necesarias vecindades de (27t 4+ 1) células.

Una forma de obtener estas estructuras periddicas a las que Cook denomina
como gliders, es detectando los ciclos que existen en el diagrama de de Bruijn.
La caracteristica principal de estos gliders es que se desplazan en el espacio de
evoluciones en un periédo dado, con direccién negativa (a la izquierda), positiva
(a la derecha) o neutral.

Encontrar dichos gliders con el diagrama de de Bruijn consiste en analizar
los ciclos que pueden formarse dentro del diagrama lo que indica la presencia de
estructuras periddicas, si la secuencia que forman los nodos del ciclo se repite
(no necesariamente en el mismo orden) después de t generaciones, entonces
podemos conocer tanto la periodicidad como el desplazamiento del glider. Este
proceso aprovecha que el diagrama de de Bruijn contiene toda la informacién
de la evolucién del autémata.

Existen tres tipos de comportamientos asociado a estos ciclos:

I. Ciclos aislados. Los ciclos aislados cubren todo el plano con un solo tipo
de estructura, un ejemplo de este tipo lo podemos observar en la Figura 5,
esta formacién se denomina ether en fase alfa [Mc99].



Figura 5: Ciclo aislado

II. Ciclos conectados en una direccion. El espacio de evoluciones es cubierto
por estructuras donde cada una ocupa un espacio independiente de las
otras, lo que en el juego de la vida se conoce como fusibles como se ilustra

en la Figura 6.

Figura 6: Ciclo fusible



III. Ciclos conectados en ambas direcciones. El espacio de evoluciones es cu-
bierto por estructuras que se alternan, esta situacion es la que se presenta,
en los gliders interactuando con el ether como se puede observar en la
Figura 7.

Figura 7: Ciclo conectado en ambas direcciones

Al extender el diagrama de de Bruijn para determinar el desplazamiento de
las células en mas generaciones, produce diagramas mas grandes y complicados
de calcular, por ejemplo en la Tabla 1 se calculan las vecindades de tamaiio
cinco y su evolucién en dos generaciones.

En la Tabla 1 las vecindades parciales bajo el traslape ‘¢’ forman secuencias
de tamano impar; aplicando la regla 110 sin tomar en cuenta la propiedad a
la frontera, se generan vecindades de tamafio 2r + 1. Se aplica nuevamente la
regla en estas vecindades y se obtienen los estados en los cuales las vecindades
de tamafio cinco evolucionan en dos pasos.

Por ejemplo la secuencia 0110 traslapa con la secuencia 1101 para formar la
vecindad 01101, al aplicar la regla 110 se tiene que 01101 genera la secuencia
111 que es una vecindad mas pequeiia, si se vuelve aplicar la regla de evolucién
a la secuencia 111 se tiene el estado 0, entonces la vecindad 01101 evoluciona a
0 en dos generaciones.



Vecindades de tamaifio cinco para la regla 110

traslape vecindad generacién 0 | generacién 1 | generacién 2
(0,0,0,0) ¢ (0,0,0,0) 00000 000 0
(0,0,0,0) ¢ (0,0,0,1) 00001 001 1
(0,0,0,1) ¢ (0,0,1,0) 00010 011 1
(0,0,0,1) ©(0,0,1,1) 00011 011 1
(0,0,1,0) ¢ (0,1,0,0) 00100 110 1
(0,0,1,0) ¢ (0,1,0, 1) 00101 111 0
(0,0,1,1) o (0,1,1,0) 00110 111 0
(0,0,1,1) ¢ (0,1,1,1) 00111 110 1
(0,1,0,0) ¢ (1,0,0,0) 01000 100 0
(0,1,0,0) o (1,0,0,1) 01001 101 1
(0,1,0,1) ¢ (1,0, 1,0) 01010 111 0
(0,1,0,1) 0 (1,0,1,1) 01011 111 0
(0,1,1,0) o (1,1,0,0) 01100 110 1
(0,1,1,0) ¢ (1,1,0,1) 01101 111 0
(0,1,1,1) 0 (1,1,1,0) 01110 101 1
(0,1,1,1) 0 (1,1,1,1) 01111 100 0
(1,0,0,0) ¢ (0,0,0,0) 10000 000 0
(1,0,0,0) ¢ (0,0,0,1) 10001 001 1
(1,0,0,1) ¢ (0,0,1,0) 10010 011 1
(1,0,0,1) ¢ (0,0,1,1) 10011 011 1
(1,0,1,0) ¢ (0,1,0,0) 10100 110 1
(1,0,1,0) o (0,1,0,1) 10101 111 0
(1,0,1,1) ¢ (0,1,1,0) 10110 111 0
(1,0,1,1) 0 (0,1,1,1) 10111 110 1
(1,1,0,0) ¢ (1,0,0,0) 11000 100 0
(1,1,0,0) ¢ (1,0,0, 1) 11001 101 1
(1,1,0,1) o (1,0,1,0) 11010 111 0
(1,1,0,1) ¢ (1,0,1,1) 11011 111 0
(1,1,1,0) ¢ (1,1,0,0) 11100 010 1
(1,1,1,0) o (1,1,0,1) 11101 011 1
(1,1,1,1) o (1,1,1,0) 11110 001 1
(1,1,1,1) o (1,1,1,1) 11111 000 0

Tabla 1: Extensién de vecindades en el diagrama de de Bruijn con la regla 110

Las fracciones de vecindad compuestas por 4 células derivan 16 vértices
para el diagrama de de Bruijn de este orden y 32 aristas que son las vecindades,
despues se calcula la célula de evolucién que le corresponde a cada vecindad de
ese tamano. Este método es el que se emplea para generar diagramas de de
Bruijn extendidos. Un mayor detalle de este tipo de estudio se puede ver en
[Mc99] y [Jua00].

El interés sobre la regla 110 surge a partir de los estudios realizados por
Cook, uno de estos temas es la realizacién de ciertas operaciones logicas en el
espacio de evoluciones a través de la interaccién de las estructuras periddicas.
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6 Contador binario con el glider E

Para implementar la utilizacién de un registro y realizar la operacién de in-
cremento y decremento en la regla 110, se hard uso de tres tipos de gliders
interactuando sobre el ether. El glider E representard el registro donde se re-
alizaran las operaciones, el glider A realizaré los decrementos al chocar con el
glider E y el glider B realizard los incrementos al chocar con el glider E, cada
uno de estos gliders pueden verse en la Figura 3.

La idea bdsica es que el glider E,, se transforme en un glider E,,; originado
por un incremento al chocar con un glider B, por otro lado el glider E,, se
transforma en un glider E,_; originado por un decremento al chocar con un
glider A como se ilustra en la Figura 8.

Ty Ty
bt bk ]

]
AN
1.‘1.‘111
e ]
o]

Figura 8: Registro con el glider E

En la Figura 8 se puede ver que viene un glider E; viajando de derecha a
izquierda, en un tiempo dado tiene un choque con un glider B, en ese momento
el glider E se incrementa en uno y se transforma en E,. Un instante después
se incrementa con otro glider B para transformarse en Ez. El dltimo choque
es con un glider A que viene de izquierda a derecha y trasforma el glider E
decrementado su valor en uno, de manera que finalmente queda Es.

Uno de los puntos a tomar en cuenta es el tipo de choques que existen entre
los gliders, definidos por las fases en que estos vienen y sus puntos de contacto
tal como se explica en [JM01]. De esta manera se sabe que el glider E siempre
se incrementard con un glider B, pero no para todos los casos cuando se trata
del glider A, por esa razén hay que definir bien las fases de los gliders en la
configuracién inicial.
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7 Conclusiones

La regla 110 tiene un comportamiento muy interesante tal como lo menciona
Cook. Hablar de gliders en este ambiente es solo una convencién pues en reali-
dad se debe ser cuidadoso para reproducir estas estructuras. El diagrama de de
Bruijn y sus extensiones facilitan la localizacién y determinacién de dichas es-
tructuras, tanto gliders como ether, pues en este diagrama se encuentran todas
las posibilidades que existen para formarlas.

El diagrama de de Bruijn permite representar cada una de la reglas de
evolucién para un autémata celular dado y sus extenciones permiten obtener
todas las secuencias periddicas. La principal limitacién de este andlisis es que
para mas generaciones el diagrama de de Bruijn crece exponencialmente, lo que
implica que para obtener gliders mas grandes se necesitan de diagramas cada
vez mayores y por lo tanto més recursos computacionales.

El caso del contador binario es en reallidad muy sencillo y puede ser en-
contrado también en algunas configuraciones aleatorias ya que los choques que
existen entre el glider A y el glider E no siempre producen el mismo resultado.
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