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Resumen

Veremos las ecuaciones necesarias para re-
ferir un cuboide con respecto a otro cuando
aparecen dos cuboides en una imagen, o dos
cuboides en dos imágenes diferentes.

1. Introducción

Exiten dos casos:

1. Dos cuboides iguales en una misma ima-
gen o en dos imágenes distintas.

2. Dos cuboides diferentes en una misma
imagen o en dos imágenes distintas.

El primer punto es más sencillo, pero más
restrictivo al suponer que los dos cuboides tie-
nen el mismo tamaño.

2. Dos cuboides iguales

En este caso las ecuaciones que representan
a los cuboides son:

λ1p1 = K[R1|t1]L1P1 (1)

λ2p2 = K[R2|t2]L2P2 (2)

En estas dos ecuaciones K,Ri ∈ R3×3. Ri

representan matrices de rotación. K es la ma-
triz de calibración de la cámara, y es igual
en las dos ecuaciones porque estamos viendo
la escena con una misma cámara. Pi repre-
sentan puntos tridimensionales homogéneos
[x, y, z, 1]T y pi puntos bidimensionales ho-
mogéneos [u, v, 1]T. Li ∈ R4×4. Dado que los
dos cuboides son iguales L1 = L2 = L.

También, en las ecuaciones (1) y (2), pi,
con i = 1, 2, representan los puntos de los
vértices del cuboide i; estos puntos son vis-
tos en la imagen de los cuboides. Los puntos
Pi, con i = 1, 2, representan los vértices del
modelo 3D del cuboide unitario.

Antes de ver la relación entres los dos
cuboides, se presenta esta definición que
será muy útil.
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Definición 1. Una matriz de la forma[
R t
0 1

]
(3)

representa una rotación y translación de un
punto P a otro P′. Note que esta matriz es
de tamaño 4× 4.

Resulta muy fácil verificar esta definición:

P′ =

[
I t
0 1

] [
R 0
0 1

]
P =

[
R t
0 1

]
P

El procedimiento de calibración [1], y visto
en clase, para cada cuboide nos entrega los
valores para K, ambas matrices de rotación
R1 y R2, los dos vectores de translación t1 y
t2. Como K es igual para ambos cuboides, se
debeŕıa tomar el correspondiente al cuboide
que se ve más grande sobre la imagen (y que
por lo tanto se ve menos influido por el ruido
en las posiciones de los puntos).

Para poner ambos cuboides en un mismo
marco de referencia, podemos escoger cual-
quiera de ellos como el origen del sistema de
coordenadas. Supongamos que el origen del
sistema global será el correspondiente al pri-
mer cuboide. Entonces debemos de encontrar
las transformación

T3 =

[
R3 t3
0 1

]
. (4)

Es decir, vamos a escontrar la matriz R3 y el
vector t3 tal que el primer cuboide, ya rotado
por R1 y transladado por t1, generen lo que
se ve en la imagen como el segundo cuboide.

La transformación que se aplica usando la
ecuación (1) al primer cuboide puede reescri-
birse entonces como:

P′′1 = T1P
′
1 =

[
R1 t1
0 1

]
P′1. (5)

Y la transformación que se aplica al segundo
cuboide es:

P′′2 = T2P
′
2 =

[
R2 t2
0 1

]
P′2. (6)

En las expresiones anteriores (5) y (6) P′i =
L ·Pi, para i = {1, 2}.

Entonces, tenemos que hallar la transfor-
mación T3 tal que

P′′2 = T3T1P
′
1 =

=

[
R3 t3
0 1

] [
R1 t1
0 1

]
P′1 =

=

[
R3R1 R3t1 + t3

0 1

]
P′1

Igualando los elementos de la matriz obte-
nida con los elementos correspondientes de la
matriz de la eq. (6), obtenemos:

R2 = R3R1,

R3 = R2R
−1
1 = R2R

T
1 ,

y el vector t3 se calcula de

R3t1 + t3 = t2,

t3 = t2 −R3t1 =

t3 = t2 −R2R
T
1 t1

Entonces, la matriz que relaciona los dos
cuboides, tomando el primer cuboide como
referencia es:[

R2R
T
1 t2 −R2R

T
1 t1

0 1

]
.
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2.1. Formulación alternativa

La matriz que relaciona los dos cuboides,
tomando como referencia el primer cuboide,
es la misma matriz que debe aplicarse al se-
gundo cuboide para que el primer cuboide
tenga como matriz de rotación R1 = I y
t1 = 0.

Entonces, si aplicamos Tg al sistema de
coordenada global tendŕıamos P ′′1 = T1TgP

′
1,

y el producto T1Tg es igual a:

T1Tg =

[
R1 t1
0 1

] [
Rg tg
0 1

]
=

=

[
R1Rg R1tg + t1

0 1

]
.

Y si queremos que T1Tg =

[
I 0
0 1

]
, tenemos

que R1Rg = I y Rg = R−11 = RT
1 . Y el vector

de translación es igual a R1tg + t1 = 0, por
lo que tg = −RT

1 t1.
La transformación Tg queda entonces como[

RT
1 −RT

1 t1
0 1

]
Y aplicando esta transformación al sistema

de coordenadas global para el segundo cuboi-
de, tenemos:

T2Tg =

[
R2 t2
0 1

] [
RT

1 −RT
1 t1

0 1

]
=

=

[
R2R

T
1 −R2R

T
1 t1 + t2

0 1

]
.

La visualización de las transformacions T3
y Tg se observan en la figura 1. En esta figura
se visualizan las transformaciones en dos di-
mensiones, pero se generalizan sin problemas

m

x

y

C1

C2

T3

xm

y

Figura 1: La visualización de ambas transfor-
maciones T3 y Tg. Detalles en el texto.

a 3D. La transformación T3 es la transforma-
ción que cambia al cuboide (en el caso de la
figura 1 es un cuadrado) C1 para que apa-
rezca como el cuboide C2. La transformación
Tg es la transformación que se aplica global-
mente para poder el sistema de coordenadas
global en el cuboide C1.

3. Dos cuboides distintos

Para este caso se cumplen las mismas ecua-
ciones vistas en la sección anterior, excepto
ahora que L1 6= L2 y debemos relacionar los
largos de los lados del segundo cuboide con
respecto a alguno de los lados del primer cu-
boide.

Los lados de los cuboides, representados en
la matriz L, se calculan como

µ = LTL = λXT ·K−T ·K−1 ·X.

Y las dos matrices X1 y X2, correspon-
dientes a cada cuboide, pueden escalarse
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simplemente dividiendo cada una entre el
término Xi(3, 3) correspondiente, para poner
X1(3, 3) = X2(3, 3) = 1

De esta forma, los lados de los dos cuboides
estarán dados con respecto al largo, digamos,
del largo lx = L(1, 1) del primer cuboide.
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