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Resumen

Es este trabajo se ajusta de forma robusta ĺıneas a un
conjunto de puntos dados, minimizando la suma de las
distancias ortogonales de los puntos a la ĺınea. Este es
un problema no lineal que se resuelve con el algoritmo
evolutivo llamada evolución diferencial. El algoritmo re-
sultante se aplica para extraer de forma robusta todas
las ĺıneas presentes en una imagen. Se muestran resul-
tados de simulaciones y con imágenes reales.

1. Introducción

El problema de ajuste de un conjunto de puntos a una
ĺınea tiene una solución lineal si se considera la suma
del cuadrado de la distancia en la ordenada del punto
dado al modelo de la ĺınea. Esta es una solución muy
bien conocida del ajuste por mı́nimos cuadrados de un
conjunto de puntos a una ĺınea. Y como el problema es
lineal, se tiene una expresión algebraica para calcular a
y b del modelo de la ĺınea y = a + bx.

Las alternativas que se tienen al ajuste son la la trans-
formada de Hough [1] y por el método de momentos [2].

La desventaja de usar mı́nimos cuadrados es que si
existen puntos que no pertenecen a la recta, conocidos
como puntos distantes (en inglés, outliers), entonces la
ĺınea ajustada se verá grandemente afectada debido a
que el ajuste se verá influenciado por el cuadrado de la
distancia de ese punto distante a la recta, lo que produce
que la recta no pase sobre el conjunto de puntos dado.

Este trabajo es una primera aproximación al ajuste
robusto usando la suma de los valores absolutos de las
distancias Euclidianas, y su aplicación para extraer de
forma robusta las ĺıneas presentes en una imagen. La
función valor absoluto no tiene una derivada continua
en su mı́nimo por lo que no se puede resolver algebrai-
camente el problema. Aqúı se resuelve este ajuste por
medio de una heuŕıstica llamada evolución diferencial.
Al usar el valor absoluto, en vez del cuadrado de la dis-
tancias, la influencia de los puntos distantes se reduce
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Figura 1: Esquema para deducir la expresión para la distan-
cia perpendicular de un punto a la ĺınea.

y no afecta la localización de la ĺınea ajustada, como se
demostrará más adelante.

En la Sec. 2 se presenta el problema de ajuste y como
se resuelve usando la evolución diferencial. En la Sec. 3
se muestran resultados de extracción de ĺıneas en imáge-
nes reales. Finalmente en la Sec. 4 se presentan las con-
clusiones y trabajo a futuro que podŕıa realizarse.

2. Ajuste según la suma de las
distancias ortogonales

Dado un conjunto de n pares de coordenadas (xi, yi),
para i ∈ [1, n], se quiere ajustar una ĺınea y = a+ bx tal
que se minimice la suma de la distancia perpendicular
de cada punto dado (al menos dos) a la ĺınea, esto es
minimizar:

1
n

n∑
i=1

|yi − (a + bxi)|√
1 + b2

(1)

La expresión de la distancia del punto a la ĺınea puede
deducirse fácilmente: de la Fig. 1, a es el punto de cruce
de la ĺınea con el eje de las ordenadas, b es la pendiente
de la ĺınea y es igual a tan(θ), c es la distancia vertical
del punto a la ĺınea, c = |yi− (a + bxi)|, y cos(θ) = d/c,
por lo que d = c cos(θ) y expresando cos(θ) según la
tan(θ) se llega a la expresión de (1).

El problema de minimización expresado por (1) fue
resuelto con el algoritmo evolutivo llamado evolución
diferencial [3, 4], que será explicado brevemente en la
subsección 2.2. Al ser un algoritmo evolutivo, la ED
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Figura 2: Esquema para encontrar el dominio para la variable
a.

propone un conjunto de soluciones iniciales aleatorias
para el problema. Estas soluciones se combinan según
los operadores de la ED, se seleccionan las mejores solu-
ciones y después de varias interacciones de combinación
y selección se obtiene la solución al problema expresado
en (1). Esta es una descripción muy somera de como
trabaja la ED.

La ED puede verse como un algoritmo de búsqueda
dirigida, por lo que se necesita encontrar el dominio para
las variables involucradas. Para b, en vez de usarla direc-
tamente, se puede usar b = tan(θ), y usar el dominio pa-
ra θ ∈ [0, 180]. Para la variable a, si se tiene una imagen
como se esquematiza con un rectángulo en la Fig. 2, en-
tonces cuando 0 ≤ |b| < 1 se tienen el dominio para a ∈
[−YMAX,XMAX+YMAX]. Si |b| ≥ 1, entonces resulta
mejor numéricamente usar el modelo x = (y−a)/b, y el
dominio para a (que ahora representa el punto de cruce
de la ĺınea ajustada con el eje de las abscisas) es enton-
ces [−XMAX,XMAX + YMAX]. En general se puede
usar el dominio a ∈ [mı́n(−XMAX,−YMAX),XMAX+
YMAX] para una imagen rectangular.

2.1. Extracción de ĺıneas

Algorithm 1 Algoritmo para extraer m ĺıneas de un
conjunto de puntos P .
Require: El conjunto de puntos, P ; el valor de m; el

total de puntos nT

Ensure: m ĺıneas en el conjunto P
1: for i = 1 : m do
2: lineai = evolucion diferencial( P )
3: n = borra puntos( P , linea)
4: nT ← nT − n

Aqúı el problema es minimizar (1) y maximizar al
mismo tiempo el número de puntos que se usan en el

ajuste. Para que el problema sea de un solo objetivo,
entonces se minimiza

g = −10n

nT
+

∑
|di| (2)

donde n es el número de puntos que pertenecen a la
ĺınea y nT el número de puntos totales; la distancia di

es la distancia perpendicular de la ĺınea al punto i e
i ∈ [1 : n]. Para contar los puntos de la ĺınea solo se
consideran los puntos a una distancia menor a un valor
U .

El algoritmo que encontraŕıa m ĺıneas en una imagen
se muestra en el Algoritmo 1.

2.2. Evolución diferencial

La evolución diferencial es un algoritmo evolutivo que
trabaja en poblaciones de individuos y en el que sobre-
viven los individuos más aptos. La población que usa
la ED está compuesta por un conjunto de individuos, o
vectores de números reales. Todos los vectores se iniciali-
zan con números aleatorios con una distribución unifor-
me dentro de los ĺımites de búsqueda para cada variable.

Existen varias versiones de la ED. Aqúı se usó la ver-
sión rand/1/bin porque es robusta y provee los mejores
resultados para diferentes pruebas y problemas de opti-
mización [5].

Actualmente existe gran cantidad de literatura sobre
la ED; el lector podŕıa referirse a [4] como un buen punto
de inicio para conocer los detalles de la ED.

El pseudocódigo de la ED se muestra en el Algoritmo
2. La base de la ED está en el ciclo de las ĺıneas 8-12:
un nuevo individuo se genera a partir de tres individuos
diferentes escogidos aleatoriamente; cada valor del nue-
vo vector (que representa al nuevo individuo) se calcula
del primer padre más la diferencia de los otros dos pa-
dres multiplicada por F , la constante de diferencia; el
nuevo vector se calcula si un número aleatorio (entre 0 y
1) es menor que R, la constante de recombinación de la
ED. Para prevenir el caso de que un nuevo individuo sea
igual al primer padre, al menos un elemento del vector
es forzado a calcularse a partir de los otros padres, esto
está en la ĺınea 9 del pseudocódigo, cuando i = irand,
y irand es un entero aleatorio entre 1 y n. Cuando el
nuevo individuo se evalúa, si éste es mejor que el padre
(en las lineas 11-12), entonces reemplaza al padre. La
condición de paro usada aqúı es: si el número de itera-
ciones es menor que 10,000, o cuando la diferencia en
las valores de la función objetivo del peor y mejor in-
dividuo es menor que 0.001. Esta condición de paro se
llama criterio diff en [6], y es la que se recomienda para
una tarea de optimización global.
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Algorithm 2 Algoritmo de la evolución diferencial ver-
sión rand/1/bin
Require: El domino de la búsqueda; el valor de s de

la condición de paro. Los valores para el tamaño de
la población, µ; el número máximo de generaciones,
M ; las constantes de deferencia y recombinación, F
y R, respectivamente.

1: initializar(X = {x1, . . . ,xµ})
2: evaluar(X)
3: k = 0
4: repeat
5: for j = 1 : µ do
6: Sean r1, r2 y r3 tres enteros aleatorios en [1, µ],

tal que r1 6= r2 6= r3

7: Sea irand un entero aleatorio en [1, n]
8: for i = 1 : n do

9: x′
i,j =

 xi,r3 + F (xi,r1 − xi,r2) si
U(0, 1) < R ó i = irand

xi,j de otro modo
10: x′

n+1,j = evaluar(x′
j)

11: if x′
n+1,j < xn+1,j then

12: xj = x′
j

13: min = xn+1,1, max = xn+1,1

14: for i = 2 : n do
15: if xn+1,i < min then
16: min = xn+1,i

17: if xn+1,i > max then
18: max = xn+1,i

19: k ← k + 1
20: until (max − min) < s ó k > M

De acuerdo a las pruebas realizadas en la conferencia
CEC 2005 [7], la ED es la segunda mejor heuŕıstica para
resolver problemas de optimización global con paráme-
tros reales, cuando el número de parámetros es alrededor
de 10. La mejor heuŕıstica es una Estrategia Evolutiva
llamada G-CMA-ES [8]. Aqúı se usa la ED porque tiene
un mejor tiempo de ejecución y porque es muy fácil de
realizar.

3. Resultados

Se realizaron tres pruebas para el Algoritmo 1. En la
Fig. 3 vemos el ajuste de una linea a 11 puntos, dos
de los cuales pueden considerarse distantes. Todos los
puntos fueron considerados en el ajuste. Como se ve
en la Fig. 3, el ajuste que se calcula con la ED según
la suma de las distancias absolutas no se ve afectado
por la presencia de los puntos distantes. El dominio de
búsqueda para la ED fue: a ∈ [−10, 20], b ∈ [0, 180], y
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Figura 3: Ajuste lineal y ajuste según la suma del absoluto
de las distancias.

se usaron los siguiente valores para la ED: tamaño de
población µ = 30, s = 0.001, M = 10, 000, R = 0.9,
F = 0.7.

En la Fig. 4 se extraen dos ĺıneas de 471 puntos. Se
realizaron tres ejecuciones con 10 %, 30 % y 60 % de
puntos distantes adicionales. Claramente se ve que se
pueden extraer correctamente las dos ĺıneas. Aqúı el
espacio de búsqueda fue a ∈ [−350, 700] y todos los
demás parámetros igual a la primera prueba descrita en
el párrafo anterior. Para esta prueba se usó U = 10.

Finalmente se hizo una prueba con la imagen real,
de tamaño 1024 × 768 pixels, mostrada en la Fig. 5 a
la izquierda. Está imagen fue cambiada a tonos de gris,
sus bordes fueron extráıdos; finalmente fue binarizada
y todos los puntos extráıdos. La Fig. 5 a la derecha se
muestras las 20 ĺıneas extráıdas del conjunto de puntos.
Aqúı solo se cambio el espacio de búsqueda para a a
[−1000, 2000].

4. Conclusiones

Se presenta un algoritmo que extrae de forma robusta
ĺıneas de una imagen. El algoritmo se basa en minimi-
zar la suma de las distancias absolutas y maximizar el
número de puntos que pertenecen a la ĺınea. Este es un
problema de optimización no-lineal y además no trata-
ble anaĺıticamente (la función valor absoluto no tiene
derivadas continuas en todo el espacio) fue resuelto con
la heuŕıstica llamada evolución diferencial.

El algoritmo es muy sencillo y con las pruebas mos-
tradas se verifica que funciona correctamente.

Como trabajo a futuro hace falta comparar con otros
métodos robustos de ajuste, para conocer a fondo las
ventajas y desventajas de usar heuŕısticas para resolver
problemas de ajuste no lineales.
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Figura 4: Búsqueda de ĺıneas con 10%, 30% y 50% de puntos
distantes.
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Figura 5: A la izquierda, la imagen real usado en la tercera
prueba. A la derecha, los puntos extráıdos y las 20 ĺıneas

extráıdas.
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