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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1 Objeto del presente trabajo

El conocimiento del efecto de superficies libres sobre los modos normales de vibracién de una
red, es util para el estudio de efectos superficiales de cantidades que pueden ser experimen-
talmente medibles, como son: El calor especifico, la conductividad eléctrica, etc.

Algunos de los estudios que se han efectuado para encontrar las relaciones de dispersién y
los modos normales de vibracién, han sido suponiendo soluciones periddicas para sus modelos;
en este trabajo no usamos esa técnica sino una matricial que involucra el concepto de eigenvalor
y eigenvector. Con esta técnica es posible investigar las relaciones de dispersién y los modos
normales de vibracién de una red unidimensional finita o semiinfinita, cuyas fronteras pueden
estar libres o fijas; también nos permite analizar modelos que tengan més de un 4tomo por
celda unitaria y las diferentes interacciones que puedan existir entre ellas. Esta técnica es
ilustrada con la obtencién de relaciones de dispersién y modos normales de vibracién, para el
interior de cualquier cadena, para una cadena con extremos fijos, para un anillo. Para el caso
de una cadena con extremos libres, se obtuvo la relacién numérica, también se analiza el caso
de la cadena diatémica con interacciones a segundos vecinos.

1.2 Generalidades del método empleado

Para claridad en la presentacién de la discusién completa, consideramos primero una cadena
lineal unidimensional con sus extremos fijos, formada por particulas homogéneas equidistantes,
por lo tanto el modelo que analizamos es del tipo de “Baden Powell”.

Ademaés nuestro modelo, es el de una cadena de particulas libres, es decir, un modelo en el
que las tnicas fuerzas presentes, son las debidas a la interaccién entre las particulas mismas,
las modificaciones y generalizacién seran indicadas posteriormente.

Los problemas realistas son aquellos que implican redes tridimensionales y aunque ellos ex-
hiben algunos aspectos, tales como irregularidades en sus curvas de calores especificos que no
son encontrados en sistemas unidimensionales, estos sistemas son muy complicados y muchas
veces sus propiedades son inferidas, como simples y legitimas a partir de otros sistemas
mas sencillos, como por ejemplo cuando es posible separar sus ecuaciones de movimento
en términos de aquellos pertenecientes al sistema unidimensional. Por lo tanto uno de los



objetivos de este trabajo, es el de encontrar un modelo (matricial) que nos permita inferir
algunas caracteristicas de modelos més complicados.

La referencia clisica de estos tratamientos es encontrada en el libro de Brilloin. “Wawve
Propagation in Periodic Structures” [1], en tanto que los tratamientos contemporaneos los
podemos encontrar en el libro “Theory of latice dynamics in the harmonic approximation”,
[2] cuyos autores son Maradudin, Montrol y Weiss. El tratamiento intenso de la Escuela
Japonesa esta resumido en dos articulos [3] y [4] ¥ en el libro de Hori [5]. Uno de los pocos
articulos en que se trabajan interacciones a segundos vecinos y que fue muy importante en el
desarrollo de este estudio fue publicado por Gazis y Wallis [6].



Capitulo 2

FORMULACION PARA LA
CADENA UNIDIMENSIONAL
CON INTERACCIONES A
SEGUNDOS VECINOS.

2.1 Sistemas de ecuaciones de movimiento en forma ma-
tricial.

Consideremos una cadena unidimensional monoatémica, formada por masas equidistantes m
y constantes de resorte k, esto es:

1 2 3 i-1 i il N=2 Al 1}
X K X3 Ky K Xy Xn-2 Kn-1 %o

Flg.-1
En donde la serie: 1,2,...,n nos denotard la colocacién de las particulas y la serie:
Z1,T2,...,T, Nos denotard sus desplazamientos, relativos a su posicién de equilibrio.

Por otra parte, los resortes que consideramos son elisticos, de tal forma que si z;, ;41 y
x;y2 son los desplazamientos (que consideramos transversales) de las masas sucesivas, en sus
posiciones de equilibrio, entonces la fuerza debida a interacciones a segundos vecinos, entre la
particula i-ésima y sus dos vecinas mas préximas, por la derecha e izquierda es, aplicando la
ley de Hooke.

fi = k(i1 + 2ic1 — 225) + K (Tig2 + Tima — 22;) (2.1)

En donde k y k' son las constantes de fuerza asociadas con interacciones de fuerza central
a primeros y segundos vecinos respectivamente.
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La fuerza descrita por la ecuacién (2.1), depende linealmente del desplazamiento relativo
de las particulas, entonces si movemos todo el resorte, éste no producird una fuerza del tipo
que queremos analizar, pero si movemos las particulas relativas una a otra obtendremos una
fuerza, por lo tanto analizaremos como por ejemplo, un desplazamiento en la particula 1, va
a producir una fuerza en la particula 3, es claro que ademads existen otros tipos de fuerzas
que no seran descritas por nuestras ecuaciones de movimiento, como son las debidas a un
campo electrostatico, estas fuerzas se involucran en un modelo mucho maés realista como es
el de polimeros y sélidos, también es claro que aunque es una hipétesis muy sencillo suponer
que Unicamente existen fuerzas debidas a interacciones entre las particulas, es adecuado para
muchas aplicaciones.

Usando la segunda ley de Newton, tenemos que la fuerza actuando sobre la particula
i-ésima estd dado por:

D fi=mk (2.2)
i=1

y que juntamente con la ecuacioén (2.1) resulta:

!

. k k
X; = E(.’Ifi_;,_l +zi_1 —2x;) + E(xi+2 + zi1 — 2x;) (2.3)

De lo anterior podemos notar, que la distancia entre las particulas, es decir, la constante
de la red no entra explicitamente en las ecuaciones (2.1) ya que su efecto estd involucrado en
las constantes de fuerza; por otra parte con esta ecuacién es posible calcular las ecuaciones
de movimiento de todas las particulas que se encuentren en el interior de la cadena; para las
particulas de los extremos, las ecuaciones de movimiento estdn dadas por:

fi=m¥; = k(xy — 221) + k' (23 — 211) (2.4)
Para la particula del extremo izquierdo
fo=m¥, = k(Tn_1 —231) + K (Tn_2 — 224) (2.5)
Para la particula del extremo derecho. Es conveniente definir las siguientes cantidades:
a; = % ; aQ:k—l y a0 = —2(a1 + az)

Con lo cual las ecuaciones: (2.3), (2.4) y (2.5) se transforman en:

X1 = aop®1 + @122 + a223 (23')
Xi = ao%i + a1%iq1 + A2Tit2 + 11 + a2 (24"
) 0L7 14i+1 24342 14i—1 2452 .
Xn = @0Tn + 01%Tn-1 + G2Tn—2 (2.5")

Por lo tanto con este modelo fisico, llegamos a un sistema, de ecuaciones diferenciales que
en forma matricial, lo podemos escribir como:

X1 apg a1 a2 ... 0 X1

X9 ay; ag a1 a» - X9
d_2 I3 _ a ap ag ai as I3 (2.6)
dt? | : : as :

: : ai

Ty 0 as ai Qg Ty



Por lo tanto vemos, que para este caso particular, las ecuaciones de movimiento dan lugar
a un sistema de ecuaciones diferenciales, en donde la matriz de los coeficientes que resulta de
forma pentagonal nos denotard la matriz de movimiento de la cadena. Matemdticamente el
problema en resolver el sistema de ecuaciones diferenciales estd involucrado en la matriz de
movimiento, por lo cual se hace necesario dedicarle un estudio especial.

Es necesario mencionar que aunque en este momento, es nuestra intencién discutir la for-
mulaciéon matemadtica para el interior de cualquier cadena, tenemos que emplear conceptos
del caso de una cadena con extremos fijos Fig. 1, que puede ser considerada como el inte-
rior de una cadena, lo mismo que el modelo del anillo, que son algunos de los modelos que
analizaremos posteriormente (Cap. 6 y Cap. 5 respectivamente).

2.2 Eigenvalores )\ (frecuencias de vibracién).

Para simplificar y solucionar, este sistema de ecuaciones diferenciales, denotemos la matriz
de los coeficientes por M y al vector columna por z con lo cual resulta la forma simplificada
siguiente: ,
d’z

Como una de las formas de solucionar el sistema de ecuaciones compacto (2.7), consiste
en diagonalizar nuestra matriz de movimiento M, lo cual se puede hacer, ya que toda matriz
simétrica es diagonalizable y ademas tiene un conjunto ortogonal de eigenvectores; fisicamente
se debe confiar en este resultado, ya que es una consecuencia de la ley de Newton y de la
homogeneidad simétrica de la cadena, por lo tanto calculamos.

U'MU =A (2.8)

En donde U es una matriz tal que nos diagonaliza la matriz M, dando como resultado
una matriz diagonal A, cuyos elementos son los eigenvalores de M y que fisicamente nos
representan las funciones caracteristicas de las particulas llamadas también frecuencias de
resonancia; ademads la matriz U tiene como columnas los eigenvectores de M, estos eigenvec-
tores no son otra cosa que los modos normales de vibracién de la cadena; como se justificard
posteriormente.

Por lo tanto el paso siguiente, es diagonalizar la matriz de movimiento M, para lo cual
multiplicamos la ecuacién (2.7) por U~! por la izquierda y el lado derecho por la matriz
identidad en la forma U ~'U, esto es

U_ld— =U'MU WUz
Ademds como U es una matriz de coeficientes constantes, podemos multiplicar el vector
de variables z por la matriz U esto es
PU g
dt?

dz
t2

=U'MU Uz

definiendo Y = U 'z y tomando en cuenta que U U = UU ! y ademds la ecuacién (2.8)

resulta P2
Y
— =AY
dt?



De este sistema de ecuaciones, podemos separar una para la particula i-ésima, esto es

d? Yi
dt?

= \iyi (2.9)

La solucion de esta ecuacién en términos de exponenciales complejas es muy conocida,

esto es:
yi = e:l:\/ —X;i t
Por este resultado, podemos decir, que la raiz cuadrada de los eigenvalores de la matriz
M, son precisamente las frecuencias de resonancia; por lo tanto una solucién completa implica
una superposicién de vibraciones de todas las frecuencias permitidas.

2.3 Eigenvectores de la matriz de movimiento (modos
normales).

Ahora lo que nos interesa es encontrar una solucién general al sistema de ecuaciones (2.7),
para lo cual introducimos el concepto de eigenvector en la forma siguiente:

Supongamos que X es un vector arbitrario y que es eigenvector de la matriz M con lo cual
llegamos al siguiente sistema de eigenvalores.

2
Tz =MX =X (2.10)
dt?

Por tratarse de una serie de osciladores armdnicos, la hipdtesis usada en esta técnica es
andloga a la que se emplea en otros modelos que suponen soluciones del tipo periddico, esto
es de la forma:

T; = wi(o)ei(wtfkn)

Por lo tanto si el sistema de particulas es desplazado ligeramente del equilibrio y soltado, el
sistema efectuard pequenas oscilaciones alrededor del equilibrio con las frecuencias A1, As, .. .,
An; por lo tanto las soluciones de la matriz de movimiento son llamadas frecuencias de vi-
bracién libre o frecuencias de resonancia del sistema, pero nosotros las llamamos frecuencias
caracteristicas temporales, ya que nos dan la variaciéon del movimiento por la unidad de
tiempo. Por otra parte las componentes del eigenvector son llamadas, las coordenadas nor-
males del sistema, ademds cada coordenada normal corresponde a una vibracién del sistema
involucrando dnicamente una frecuencia y al conjunto de componentes de oscilacién que for-
man el eigenvector se les conoce como modos normales de vibracién; por lo tanto todas las
particulas en cada modo vibran con la misma frecuencia y fase, ademés sus amplitudes relati-
vas estaran determinadas por la matriz que diagonaliza a M es decir, la matriz cuyas columnas
son los eigenvectores de la matriz de movimiento M.

Por lo tanto el completo movimiento del sistema, es construido, por la suma de los modos
normales, con un factor de peso que nos da la amplitud y fase apropiadas.

De lo anterior, podemos decir que la base de esta técnica, consiste en la diagonalizacién
de la matriz de movimiento; ademds esto nos permite encontrar un método recursivo que
empleamos para determinar los eigenvalores y eigenvectores.
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2.4 Forma recursiva de la ecuacion caracteristica.

Debido a que el modelo da lugar a una restriccién para los elementos de la matriz M, ya
que las bandas diagonales son truncadas por las condiciones a la frontera de la cadena, es
conveniente introducir coordenadas auxiliares ficticias a las cuales se les impone la condicién
de que sus desplazamientos sean siempre cero, fisicamente equivale a que estén en reposo; para
el caso que estamos tratando de interacciones a segundos vecinos, tenemos que suponer dos
particulas ficticias en cada extremo, o sea las condiciones suplementarias también llamadas

condiciones a la frontera son:

T = 0
nt2 Extremo derecho
Tpnt+1 = 0
T = L
0 Extremo izquierdo
r—1 = 0

(2.11)

Como las ecuaciones (2.3’) y (2,5’) tienen la misma apariencia de (2.4°), entonces podemos
escribir (2.4”) empleando la ecuacién (2.10) en la forma de una relacién de recurrencia, esto

es:
d2.’L‘i
dt?

Que es conveniente ponerlo en la forma siguiente:

ap A — Qg
Tiy2 = ——Ti41 +
az

a1
Ti+ —Ti-1+ Ti2
az az

y que junto con el siguiente sistema de ecuaciones redundantes:

Ti+t1 = Tip
r; = X;
Ti—2 = Ti-2

nos permite construir el sistema matricial de recurrencia siguiente:

—a A-e _a _9

Tit2 a  a az Tit1
Tiy1 _ 1 0 0 0 Zj

z; o 0 1 0 0 Ti 1
Ti_1 0 0 1 0 Ti—2

Con el objeto de simplificar el dlgebra introduzcamos la siguiente notacién

a B v 4 Tit2
11000 | i
T=101 0 0 y Zi=|
0010 T,

En donde al mismo tiempo, hemos definido:

ai /\—ao

a=7v= 5 ﬁ:— y 6=-1

as a2

= )\SE,’ = Q;Ti41 + A2T ;42 +a12;—1 + a2T;—2 + aox; .

(2.12)

(2.13)



2.5 Matriz de transferencia.
Con estas definiciones, el sistema (2.12) se reduce a la forma compacta siguiente:
Z;i=TZ;i 1 (2.14)

Es precisamente esta matriz de coeficientes, la que es llamada matriz de transferencia [7],
ya que nos permite estudiar la variacién en el espacio de un segmento, formado por un grupo
determinado de particulas, en términos de otro similar, es decir, para el caso que estamos
tratando de interacciones a segundos vecinos, podemos estudiar un segmento formado por
cuatro desplazamientos que empiezan en la particula ¢ 4+ 2 en términos de un segmento similar
que empieza desde la particula ¢ + 1 graficamente.

Estrecho o wventana

Fig. 2

Desarrollando para algunas i’s en la ecuacién (2.14) tenemos:

Si i=1 entonces 71 =TZy
Si i=2 entonces Zoy=TZy =T?Z,

Si i=n entonces Z, =T"Z (2.15)
En donde
o Tn42
_ Z1 _ Tn+1
Zy = o y Zn = T
r_1 Tn—1

Es importante hacer notar que el indice de la matriz de transferencia se refiere al nimero
de veces en que la matriz o matrices de transferencia son multiplicados, es decir, para el caso
de una cadena homogénea, como la que estamos tratando, todas las matrices son iguales en
cuyo caso se puede hablar del indice como un exponente, pero si nuestra matriz no es ho-
mogénea, es decir, por ejemplo que una de sus particulas sea distinta a las demds, o un resorte
sea distinto, entonces la matriz de transferencia correspondiente al bloque de cuatro particulas
serd distinta a las demads, en cuyo caso no se puede tratar el indice de la matriz de transferen-
cia como exponente, también es importante mencionar que en esta formulacién matemaética
trataremos Unicamente con cadenas homogéneas; las cadenas no-homogéneas seran tratadas
posteriormente, como se habfa mencionado con anterioridad y en esos casos trataremos las
formas particulares de las matrices de transferencia.

Analizando estos dos vectores, vemos que necesariamente tenemos que suponer dos particu-
las ficticias en cada extremo de la cadena, ya que estamos suponiendo que las particulas, inicial
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y final interaccionan a segundos vecinos; por lo tanto con esto podemos justificar la suposicion
de las condiciones a la frontera introducidas con anterioridad.

Podemos ver algunas propiedades, que resultan de la relacién Z,, = T"Z, en primer lugar
esa, ecuacion se obtuvo suponiendo, un segmento de cuatro particulas sucesivas distinto de
cero; pero ahora supongamos que cuatro particulas adyacentes son cero y reescribamos la
ecuacién de recurrencia (2.14) en la forma siguiente:

0 X9

_ 0 X1
n —

T T, 10

Tp—1 0

En donde hemos introducido las condiciones a la frontera y el hecho de que |T'| # 0. Si para
que se cumpla nuestra hipdtesis, suponemos que z; y x2 son cero, entonces como T~" # 0,
esto implica que:

=0

Tn—1

y por lo tanto que x, = 0, lo cual quiere decir que todas las componentes del vector son
cero y como el eigenvector cero no lo consideramos como eigenvector, podemos concluir que
es imposible que el bloque formado por cuatro particulas adyacentes sea cero, sin que el
desplazamiento de cada una sea cero; para nuestro caso podemos suponer que p y T2 SOn
distintas de cero, ya que si ambos fueran cero obtendriamos un vector con componentes cero,
debido a que ¢ y £_1 son cero por las condiciones suplementarias.

2.6 Definicion de los modos normales usando la matriz
de transferencia.

Otra cosa importante que se puede ver del sistema de ecuaciones (2.14) es, que es precisamente
el sistema que nos permite calcular los eigenvalores; ademés la matriz T la podemos poner
en una forma tal que sus elementos sean polinomios de A, esto se puede comprobar por
multiplicaciones sucesivas de T', por lo tanto podemos suponer que la matriz T™ tiene la
forma siguiente:

%183 %283 C]138§ %483

n) _ | 421 g22 qz q2

T = gz1(A)  g32(}) %2()\) Q3j()\) (2.16)
q1(A)  q2(A)  q3(A)  qua(N)

Si sustituimos esta matriz en la ecuacién (2.15) junto con las condiciones a la frontera,
resulta el sistema homogéneo siguiente:

0 = z2q11(A) +z1g12(N)

0 = zga1(A) + z1g22(N) 2.17)

Pero como es posible que de entre dos elementos distintos de cero resulte una ecuacién
con ceros, este resultado es bien conocido ya que una ecuacién homogénea tinicamente tiene
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una solucién no trivial cuando el determinante de sus coeficientes es igual a cero, esto es:

ai1(A)  q2(N)
@21 (A)  g22(N)

Evidentemente los desplazamientos z; y zs forman un eigenvector de la submatriz y
pertenecen al eigenvalor cero, lo cual nos determina la razén entre los primeros desplaza-
mientos ya que los demads se analizan por aplicaciones de T'.

Ahora como T™ estd definido como el producto de toda las T’s de tal forma de que
corresponda a la sucesién de las particulas en la cadena, para el caso que estamos tratando
de una cadena uniforme, el problema se simplifica, ya que todas las matrices 7" son iguales.

(T, = =0 (2.18)

2.7 Eigenvalores u (nimeros de onda) y eigenvectores de
la matriz de transferencia (onda).

De tal forma de encontrar la n-ésima potencia de T es conveniente introducir sus propios
eigenvalores y eigenvectores, para lo cual construimos el segundo problema de eigenvalores,
esto es:

TZ = uzZ (2.19)

Analizando esta ecuacién, vemos que cuando una ventana de cuatro desplazamientos es
descompuesta por medio de los eigenvectores de T', entonces cada componente es multiplicada
por el factor y al pasar de una particula a la otra, esto nos permite observar el comportamiento
de un grupo de particulas sin tener que observar toda la cadena, que es un resultado importante
que emplearemos posteriormente, con esta idea sabremos cual es el nimero de coordenadas
(que en este caso serd minimo) relacionado por una ecuacién sencilla. Desde el punto de vista
ondulatorio, analizamos una ventana de la cadena, en donde no interpretamos el eigenvector
como en el de la matriz de movimiento, sino como una suma de cuatro vectores, que son
precisamente componentes con respecto a los eigenvectores de la matriz original, por lo tanto
es facil de resolver estos desplazamientos locales, que podemos identificar como una onda y
tratar el andlisis de la cadena como la superposicién de estas ondas primitivas. Por lo tanto
la interpretacién que se le da a los eigenvectores de T es que ellos definen la descomposicién
de los desplazamientos de las particulas dentro de las ondas, donde la propagacién consiste
en el multiplicador y; es decir, que las ondas parciales, que son las que se observan en nuestro
caso, son multiplicadas por un factor cuando se corre la ventana, por lo tanto el andlisis es
mias sencillo que el que se emplearfa con corrimientos ciclicos y combinaciones lineales, se
puede decir que z;41 = px;, si cada componente tiene amplitud relativa determinada por las
componentes de un eigenvector, ademds como g puede resultar real, complejo o imaginario
puro, de valor absoluto uno, o distinto, es posible distinguir la propagacién de las oscilaciones,
sus amortiguamientos o crecimientos.

Es conveniente introducir el logaritmo de pu, esto es:

Inpy=4¢ (2.20)

Con lo cual es definido el nimero de onda, de la onda Z, que no es otra cosa que la
frecuencia espacial, ya que nos da la variacién por unidad de distancia.
Existen principalmente cuatro casos para u, que es necesario distinguir de (2.20), tenemos:
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1. Si ¢ esreal — p real, positivo o negativo

[\]

. Si ¢ es imaginario — |u| =1
3.51¢ =real +mmr — p <0
4. Si ¢ es complejo — u complejo

Descripcién en términos de ondas:

Primer caso. Como Inp = ¢ — e®? = y, por lo tanto el comportamiento de la cadena
correspondera a una exponencial creciente o decreciente dependiendo de que > 1,6 p < 1,
esto es:

Si ¢ es real y positivo, entonces e® > 1 — p > 1.
Si ¢ es real y negativo, entonces e ? =1/e? <1— pu < 1.

Gréficamente tenemos:

Este resultado grafico, puede verse también en la siguiente forma sabemos que z;4+1 = pz;,
ademads si u > 0, y como los desplazamientos los estamos considerando positivos, resulta que
Zit1 > 0 de la misma forma z;y2 = pxiy1 — x;42 > 0 y en general tenemos que x; >
0,22 > 0,...,z, > 0. Por lo tanto las particulas en la cadena tenderdn a un desplazamiento
exponencial homogéneo ya que ademds cada particula va multiplicada por un factor (u), que
hace que aumente su valor con respecto a lo anterior. El caso en que p < 0 es exactamente el
mismo, excepto que las particulas van a ir multiplicadas, por menos el mismo factor (esto es

1)-

Segundo Caso. Si ¢ imaginario, por ejemplo ¢ = if — p = e = cosf + isenf por
lo tanto el comportamiento de la cadena, corresponderd a un coseno o seno, con lo cual el
movimiento de la cadena serd del tipo ondulatorio, ademés si sacamos el médulo de u, esto
es:

€| = |ul = (cos” B + sen’) = 1

Por lo tanto en este caso multiplicamos por un factor con valor absoluto “1”, pero existird
un cambio de fase, atin cuando la amplitud se conserve constante, y es cuando generalmente
se dice que existe movimiento ondulatorio. Por otra parte para problemas fisicos del tipo que
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estamos analizando, las raices de los polinomios caracteristicos que se obtienen, se suceden en
parejas reciprocas (como se demostrard mds adelante), por lo tanto si una raiz es compleja
entonces existird su conjugada, por lo cual es necesario considerar que: ¢ = +if con lo que
se obtiene p = 24/1 — sen2f, por lo tanto el comportamiento de la cadena es ondulatorio, la
grafica que podemos considerar acorde con los datos anteriores serd:

Tercer Caso. Si ¢ = a+im, con a real resulta:

w= ea+i7r — eaeiw — _e®
Por este resultado vemos que se multiplica por un factor, el cual produce un cambio de
signo, es decir, un desfasamiento de 180°, por lo tanto se observardan oscilaciones con inver-
siones de fase; ademads el comportamiento de las particulas alternantes es el mismo, podemos
pensar que las particulas que interaccionan a segundos vecinos tienen un comportamiento
similar esto lo podemos ver de la siguiente forma:
Usando el hecho de que:

Tyl = % ycomo  pi; = e

resulta:
Tiy1 = ety = ey,
_ _ aip1+im jai+imw — a;ta;
Tito = Mit1Ti41 = —eiT T e T; = +e t;
— — aitaip1ta;
Titz = Mit2Tit2 = —€ HTtR
Tiyn = eXiToiitdipat ot ion1gnTy con j=1....n
Analizando la forma general vemos que si n es par, las particulas: i +2,i+4,...,i+n+2,
se mueven en la misma forma, podemos decir que van en la misma fase; si n es impar entonces
las particulas: i + 1,4+ 3,...,i +n — 1 van en la misma fase, graficamente tenemos

Como se verd posteriormente, esto es lo que da la interpretacién de la rama acustica, en
vibraciones de redes.
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Cuarto Caso. Si ¢ = a £ resulta:

1= 2cos fBe® = 2e*/1 — sen?f

Por lo tanto en este caso, tendremos un movimiento ondulatorio modulado por un factor
exponencial que depende de la parte real de ¢; por lo tanto si @ > 0, entonces e* es una
exponencial creciente, este factor no es otra cosa que la amplitud que nos va a modular la
funcién ondulatoria, graficamente.

v

=

El caso en que a < 0, da lugar a una exponencial decreciente, que también nos va a
modular la funcién ondulatoria, graficamente tenemos.

“(o rF 3

2.8 Ecuacién caracteristica para i, propiedades de la ma-
triz de transferencia.

Nos interesa conocer los factores de propagacion u, por lo cual calculamos la ecuaciéon carac-
teristica de la matriz de transferencia T, esto es:

—a A—a a a
T
1 — i 0 0 -0
0 1 —p 0
0 0 1 —i
Explicitamente:
ai apg — A ai
pt+ =’ + g/f" +—p+1=x(u) =0 (2.21)
a2 as a9
Si hacemos g = 1/v y la sustituimos en (2.21) resulta
1 1 —-A) 1 1
al (w-N1 al ,_, (2.22)

vt a3 as V2 aqgv
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Ahora bien az # 0 en principio, ya que sino lo fuera estariamos tratando con interacciones
a primeros vecinos, ademads el factor constante de un polinomio es el producto de todas las
raices del polinomio, como el polinomio caracteristico que nos resulté tiene el factor constante
distinto de cero, esto quiere decir que ninguna de las raices del polinomio es cero, entonces es
posible decir que una de las raices es de la forma p = 1/v asf si multiplicamos a (2.22) por
v*, tenemos.

T O ) S B S - x(¥)=0
as as as

Analizando esta tltima ecuacién, vemos que es exactamente de la misma forma que la
ecuacién (2.21); de esto deducimos un resultado interesante que nos permite afirmar que si,
una de las raices es p entonces otra de las raices es 1/u, es decir:

Six(w)=0 = x(1/p)=0.

Por lo tanto todas las raices del polinomio caracteristico ocurren en parejas reciprocas,
existiendo dos casos degenerados que corresponden al valor “1” y al “O” que no tienen
reciproco.

Supongamos que €,1/¢,( y 1/¢ son raices del polinomio caracteristico, por lo tanto pode-
mos escribir que:

az(p—€) (p=1/e) (k=) (k=1/¢() =0
Efectuando un producto parcial adecuado resulta:

[1? — ple+1/e) + 1] [* — (¢ +1/¢)+1] = 0

definiendo:
e+1l/e=a y C+1/¢=1b (2.23)

efectuando el producto y agrupando términos semejantes, resulta finalmente:
pt—(a+b)p*+(2+ab)p®> —(a+bu+1=0 (2.24)

Si comparamos las ecuaciones (2.21) y (2.23) e igualamos los coeficientes, resultan las
siguientes ecuaciones.

a+b = —ﬂzazfy (2.25)
as

2vab = WA __g (2.20
az

Con este sistema de ecuaciones acopladas, es posible encontrar la suma de un par de raices
reciprocas y, en la siguiente forma: despejemos de (2.24) b y sustituydmoslo en (2.25), con lo
que se tiene

a>—aa—(24+8)=0

En donde las soluciones de esta ecuacion cuadratica en “a” son:

+ /o +402
Lo aEVa ; (2+5) (2.27)

En donde se tiene explicitamente a “a” en términos de los coeficientes a y § que son
conocidos, con esta ultima ecuacién podemos calcular una raiz individual e, para lo cual

empleamos la definicién de “a”, esto es:
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a = €+ 1/e lo cual desarrollado resulta:
€—ea+1 = 0

y finalmente esta ecuacién cuadratica tiene por soluciones:

€= ‘—2’ +/(a/22 -1 (2.28)

si definimos a/2 = cos ¢, 1o cual es una sustitucién usual, se obtiene

e = cosh ¢ + senh ¢ = e*?

que es un resultado usado con anterioridad.

Por lo tanto podemos garantizar que las ondas se suceden en parejas, entonces en el
movimiento a través de una cadena, una componente aumenta y la otra disminuye, ya que
ocurren en parejas reciprocas, por el comportamiento de nuestras ondas podemos decir que
se trata de ondas parciales, que son ondas limitadas en el espacio. Lo importante es que
para cada onda que crezca hay otra que disminuye, ya que la matriz es real su polinomio
caracteristico tiene coeficientes reales, podemos asegurar que si sus raices son complejas y si
la conjugada y la reciproca conjugada son diferentes, entonces resultard que el nimero de
onda es imaginario puro; esto nos da una diferencia con respecto al caso de interaccién a
primeros vecinos en donde resulta que la conjugada y su reciproca son iguales.

O sea siempre existe oscilacién con amplitud constante atin cuando la fase cambie y tenga-
mos ondas crecientes y decrecientes, ya que el factor de fase es siempre 1, como es sabido a
las ondas de esta naturaleza se les llama ondas estacionarias.

Es necesario mencionar que para interacciones a vecinos més lejanos, no podemos ase-
gurar que una conjugada y su reciproca sean iguales, probablemente sean distintas, en cuyo
caso tendremos las llamadas ondas superficiales; es caracteristico cuando hay interacciones a
vecinos lejanos, que existan vibraciones de ondas confinadas sélo a la superficie.

Una vez obtenidas las ecuaciones que nos dan las raices individuales esto es las frecuencias
espaciales, podemos proceder a encontrar la forma de los eigenvectores en términos de estas
raices individuales, esto es.

Para el calculo del eigenvector columna, supongamos que a,b,c y d son las componentes
de este vector, por lo tanto podemos formar el sistema de eigenvalores siguiente:

B

0
1
0

[+

SO =R
_ o o
OO O
QU O o
I
)
O o

desarrollando los productos indicados resulta

aa+ b+ ye+ d = ea

a=c¢b
b= ec (2.29)
c=¢ed

Por conveniencia y como siempre es posible hacerlo definamos d = 1 con lo que resulta
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a=€e,b=€,c=¢ y d=¢€

Por lo tanto con estos valores tenemos la forma del eigenvector ademds es conveniente
introducir la notacién de “KET” (ver ref. [8]), para el i-ésimo eigenvector columna de la
matriz de transferencia, correspondiente al eigenvalor ¢;, esto es

lei> = (2.30)

(L IO L T
S OSSNSO

Sustituyendo los valores obtenidos de a,b,c y d en la primera de las ecuaciones (2.29)
resulta

ae + Be* + ye+6 =€ (2.31)

lo cual como vemos, nos reproduce la ecuacién caracteristica (2.21) lo cual implica, la consis-
tencia con las demads ecuaciones.

Ahora calculemos los eigenvectores renglén, para lo cual supongamos que (a, b, ¢,d) es un
vector con componentes a ser determinadas, esto es:

[(l, b; ¢, d]

B
(1) = €[a, b, ¢, d]
0

SO~ Q
_ o o
OO O

explicitamente tenemos

acx+b=-c¢€a

af+c=¢€b
ay+d=ec
ad =ed

tomando por conveniencia a = 1, tenemos
d=6le; b=e—a y c=¢ele—a)—p

Con estos valores el i-ésimo eigenvector renglén, usando la notacién del “bra” toma la
forma siguiente:

<e€l=[le—a, ele—a)—p, §/€

Es conveniente ponerlo en una norma mas adecuada, para lo cual multiplicamos por e,
esto es:

<€l =1[e € —ea, € —a—eb, I
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2.9 Aplicacion del teorema espectral a la matriz de trans-
ferencia.

Una vez obtenido, los eigenvalores y eigenvectores de la matriz de transferencia, podemos em-
plear el “teorema espectral” (ref. [9]), el cual nos dice que podemos expresar cualquier matriz
en funcién de sus eigenvalores y operadores de proyeccidn, esto es, para el caso particular que
estamos tratando.

4
€;
T = i> <€; 2.32
; <6i|€i>|61 6,| ( )

Ahora supongamos que tenemos dos eigenvalores distintos €; y €; y calculemos el producto
interior <e;|e;>.

<eilej>= eieg + eg(ei — ag;) + ej(e? —ael — Be) +6=0 (2.33)
factorizando, sumando un cero y tomando en cuenta que
x(€) =€t —aed —ye? — e, —6=0 (2.34)
resulta que
<eile;>= p—s [eix(€i) — €jx(e5)] =0 (2.35)

lo cual resulta cero, ya que las raices son soluciones de la ecuacion caracteristica y ademds nos
dice que nuestros vectores son ortogonales, lo cual es un resultado importante que emplearemos
posteriormente.

Supongamos que €; = €; y analisemos que pasa con el producto interior, con estos eigen-
valores, por lo tanto de (2.32) y (2.31) resulta:

<eile>= ael +20€2 +3ye; +46 # 0 (2.36)

es distinto de cero ya que de las propiedades de ecuaciones caracteristicas con raices distintas,
se demuestra que ningin polinomio de grado menor que el grado del polinomio caracteristico
es cero, con excepcién del polinomio puro.
Como vemos este producto interior resulta distinto de cero por lo tanto podemos emplear
el teorema espectral, para poder expresar, la matriz de transferencia a la enésima potencia.
Por otra parte, si el producto interior de dos eigenvectores con el mismo eigenvalor es
distinto de cero, quiere decir que es posible formar un conjunto completo de eigenvectores,
por lo tanto queremos investigar si con los eigenvectores de la matriz de transferencia, es
posible obtener un conjunto completo de eigenvectores.
Calculemos el producto exterior.
4
Z lei> <€l
i=1

tal suma es el producto exterior de los supervectores:

<1
<2|
z=| <3

<n|
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Z7t =[1>,]2>,...,|n>]

Por lo tanto

11> <12> ... <l|n>
771 = L1> 22> ... 2>
<n|l> <nl2> ... <n|n>

Usando los resultados obtenidos en (2.34) y (2.35), resulta que la matriz ZZ' es comple-
tamente diagonal y cuyos elementos no son otra cosa que los polinomios dados por (2.35) que
son polinomios distintos de cero, evaluados en las cuatro raices, esto es:

) O 0 0

Lol 0 s o0
2270 = o 0 ) 0
0 0 0 dle)

Estos elementos diagonales son distintos de cero, lo que implica que su determinante es
distinto de cero, que es precisamente la condicién de “completamiento”.

Por otra parte el hecho de que la matriz de transferencia, tenga un conjunto completo de
eigenvectores, se puede apreciar también del siguiente hecho; construimos el determinente €
cuyas columnas son los eigenvectores de la matriz de transferencia y ademas la matriz de este
determinante, tiene por objeto diagonalizar la matriz de transferencia esto es:

§ & & €

N €1 € €3 €
1 1 1 1
€ = (e1—€)(er —e€3)(e1 —ea)(ea — €3)(€2 — €4)(€3 — €4)

En donde €1,¢€2,€3 y €4 son las cuatro raices de la ecuacién caracteristica por otra parte,
si dos columnas son iguales, lo que quiere decir que dos raices lo sean, entonces tendremos
dos columnas linealmente dependientes, lo cual implica que el determinante es igual a cero;
pero para el caso en que estas raices son distintas obtendremos que su solucién es el producto
de todas las diferencias posibles de las raices en orden creciente como se puede apreciar
en el determinante €; por lo tanto como para el caso que estamos tratando las raices son
todas diferentes, resulta que las columnas y por lo tanto los eigenvectores, son linealmente
independientes y con esto podemos concluir que la matriz de transferencia tiene un sistema
de coordenadas formada por los eigenvectores.

Existen varios métodos para demostrar que la solucién dada con anterioridad es la correcta,
una de ellas consiste en que la forma general del determinante €, estd dado por el determinante
de Vandermonde (ver apéndice A), otra consiste de un método de solucién directa, en ésta
empleamos el hecho de que podemos restarle a una columna otra sin que el determinante se
altere.

Es conveniente mencionar que con el eigenvector renglén <e;| podemos construir el deter-
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minante siguiente:

€1 € —aqe € —aes—Pe 6
2 3 2
9 3 9 € € —0ey € —ae;—fPea O
<e&i| = (ei,€; — ae;, € — ae; — Pe;, 0) =
il = (e, € P i — Beiyd) €3 € —ae3 €5 —aes—Pez &
€4 € — ey €5 —aes—Pey 6

El cual, después de ciertas multiplicaciones, se nos reduce al mismo determinante e.

Otro resultado que es conveniente mencionar, esta relacionado con el producto interior
<e;le;> y que consiste en lo siguiente:

Si al polinomio dado por (2.36) le sumamos un cuatro por cero, es decir:

4x(e;) = 4et — daed — 4B€? — dye; — 40 =4 x 0

resulta
<e€ilei>= €;(4e; — 3ae? — 2Pe; — 6)

en esta ecuacién podemos apreciar, que lo que estd en paréntesis es la derivada del polinomio
caracteristico, esto es

<€ilei>=€; - X' (€;) (2.37)

Si €; # 0 la ecuacién anterior, es distinta de cero, ya que vamos a suponer que la ecuacion
caracteristica no tiene raices repetidas, por lo tanto x(¢;) y x'(&;) no son cero evaluadas en el
mismo punto.

Otro resultado que falta obtener, para poder hacer la sustitucién completa en la ecuacién
(2.32) es el producto exterior.

eg e?(e,- —a) €ele2(e;—a)—p] €6
_| € ele—a) €lgle—a)—p] €6

lei> <ei| = e? ef (6; — a) ei[ef (e, —a)—pB] €06 (2.38)
€ €i(e; — ) [6? (€ — @) — f] 4

Por lo tanto, si sustituimos las ecuaciones (2.37) y (2.38) en (2.32) obtendremos la forma
de la matriz de transferencia explicitamente en funcién de sus eigenvalores y eigenvectores.
La importancia de este resultado, es que nos permite calcular la matriz de transferencia a la
enésima, potencia simplemente elevando los eigenvalores, es decir

n

e
" =) —F—l&> <€
; <6,’|€z’> |6z 61'

Esto es un resultado que se puede demostrar facilmente, haciendo uso de algunos resultados
anteriores, por ejemplo calculemos 7" - T para el caso mas general.

€; €;
T T = —— &> <€ ——— ;> <¢j
(Z <€jlei> i elD(Z <€j|€]’>|€] €il)
T = — Y| <ele> <€
Z <e€;lei> <€j|€j> s 6;|€] 61|
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Empleando el resultado obtenido en (2.35) vemos que tnicamente los productos exteri-
ores no cruzados seran distintos de cero, es decir, empleamos la ortogonalidad de nuestros
eigenvectores; por lo tanto T2 ser4 distinto de cero en el caso de que i = j, con lo que resulta.

2

€5
T? = L—lei> <e;
Z <€i|€i>|6z 61'

Y asi sucesivamente podemos hacer el cdlculo para potencias més altas, lo cual no es
necesario hacer en este trabajo ya que su demostracién completa se encuentra en ref. [10],
una observacién que podemos hacer de este resultado, es que los productos exteriores son
operadores idempotentes.

2.10 Tercer problema de eigenvalores.

El tercer problema de eivenvectores tiene por objeto determinar las componentes de los eigen-
vectores de la matriz que resulta del menor de T(™ lo cual puede ocurrir tnicamente para
ciertas frecuencias esto es:

Ziyo a1y &l o %
Zig1 dlN Gl | La

En donde Z», Z; son constantes arbitrarias, pero que deben ser componentes de los eigen-
vectores de la matriz ] )
gi1 (A) gt (V)

) g
Con esto se determinaron las dos primeras componentes de los eigenvectores; esta parte

de la teoria se utilizé para graficar los modos normales de vibracién, como veremos posteri-
ormente.
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Capitulo 3

PROPIEDADES DE LA
SIMETRIA DE LA CADENA,
Y DE MATRICES CUYOS

EIGENVALORES OCURREN
EN PAREJAS RECIPROCAS.

3.1 Simetria del modelo.

Lo que nos interesa ahora, es analizar la relacién entre los resultados anteriores y la simetria
de los bloques de la cadena, se tiene la cadena lineal de masas equidistantes, como se muestra
en la siguiente figura.

Analizando esta gréfica vemos que el coeficiente “a,” depende de la interaccién entre la
masa i y su segunda vecina por la derecha més préxima, esto es la i 4+ 2; pero este coeficiente
debe ser el mismo en la otra direccién, debido al modelo uniforme que adoptamos, esto es, la
interaccién con la segunda particula por la izquierda mas préxima; esta misma consideracién
se aplica al coeficiente “a;” que resulta de interacciones a primeros vecinos, esto impone una
uniformidad. Esta uniformidad es consecuencia de las leyes de Newton que involucran la
simetria de fuerzas, y también de la homogeneidad de la cadena, por lo tanto es un resultado
en el que se puede confiar fisicamente.
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3.2 Simetria local.

Un resultado que se obtiene de la simetria de la cadena es el siguiente: tenemos la matriz de
transferencia T'.

v B oy -1
1 0 0 O
T= 01 0 O
0 01 0
y cuya matriz inversa tiene la forma:
01 00
1 0 010
= 0 0 01
-1 v B v

haciendo un anlisis de la matriz T—! es posible observar su relacién con T', puede decirse que
si leemos los renglones de T~! de derecha a izquierda y las columnas de abajo hacia arriba,
tal parece que estamos leyendo la matriz T'.

Por inspeccién es posible factorizar la matriz 7! en la forma siguiente:

0 0 01 v B v -1 0 0 01 01 00
0 010 1 0 0 O 0011 | 0O0OT1TO0
01 00 01 0 O 0100 | O0O0OTVOT1
1 00O 0 01 O 1 0 0 O -1 v B 7~
Definamos la matriz

0 0 01

0010

OIOO_K

1 0 0O

En donde K es una matriz que al operar a la izquierda invierte el orden de los renglones
y a la derecha el orden de las columnas, que es precisamente la transformacién que sufre la
matriz T para convertirse en T~ esto es, en forma simplificada.

KTK = T™! (3.1)

Por simple multiplicacién, es facil verificar que:

K?=1I
y por lo tanto
K=K1
Por lo cual es posible escribir que
K'TK=T"1 (3.2)

Ahora bien, debido a que los eigenvalores son invariantes ante una transformacién de
coordenadas resulta, que T~ ! tiene como raices caracteristicas a las reciprocas de T'; por lo
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tanto tenemos otra demostracién de que los eigenvalores de la matriz de transferencia ocurren

en parejas reciprocas.
Ademss si aplicamos K a un vector X = (x1,x2,2%3,24), se obtiene

0 0 01 T1 T4
oo 10 z2 | _ | w3
KX = 01 0 0 I3 - T2
1 0 0 0 Ty T1

Por lo tanto esta transformacién es una simetria por reflexién que leemos en otra direccion,
por lo tanto el efecto de K es pasar de

T Ty
Io x
_> 3
T3 T2
T4 I

El resultado es una doble reflexiéon que puede analizarse en los siguientes términos. Como
se conoce la transformaciéon K que es un tipo de matriz parcialmente diagonalizada, podemos
afirmar lo anterior, ademds de que al operar K, el subespacio generado por x; y 4, no se
intercala con el subespacio generado por z2 y x3. Una cosa en que estamos interesados es
conocer los eigenvectores de matrices del tipo K, ya se han obtenido algunos resultados con
matrices simétricas 2 x 2 cuyo determinanate es igual a menos uno, para el caso de la matriz K
podemos separarla en submatrices de este tipo, se sabe que los eigenvectores tienen la forma

siguiente:
1 1
1 Y -1

Correspondientes a los eigenvalores 1 y —1 respectivamente, la transformacién es una
reflexion a través del plano x5, z3 y la orientacién de los planos es de 45°.

Ahora lo que nos interesa es diagonalizar la matriz K, para lo cual es posible verificar que
la matriz cuyas columnas son los eigenvectores de K es la siguiente:

10 0 1
1 01 1 0
U—ﬁ 01 -1 0 (3.3)
10 0 -1
Es f4cil comprobar que U2=1II y U= U"" por lo tanto
UKU = K' (3.4)
En donde K’ es la matriz K diagonalizada; explicitamente
10 0 1 0 001 10 0 1
1{0 1 1 0 0 010 01 1 0
-1 _ 2
UKU™ = 3101 -1 o0 0100 01 -1 0
10 0 -1 1 0 00 10 0 -1
10 0 0
_ 01 0 0 y
o 0 0 -1 0 K
00 0 -1
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Por lo tanto los eigenvalores de la matriz K son: 1,1, —1y —1 que eran los que se esperaban.
Apliquemos la misma, transformacién a la matriz de transferencia, esto es:

10 0 1 v B v -1 10 0 1
4 _1lo1 1 o0 1 00 O 01 1 0
1 —_— =
UTU " =510 1 -1 o0 010 O 01 -1 0
10 0 -1 001 0 10 0 -1
v—1 B+7+1‘5—7—1 y+1
1
UTU™ = = L L L L =T (3.5)

2 1 -1 -1 1
y—1 B+y—-1|B8—7v+1 ~v+1
de la misma forma analizamos la relacién (3.1) queremos analizar K'T'K' = T' ! y encontrar

su relacién con (3.1).
Efectuando el producto explicitamente resulta:

y—1 ﬂ+7+1‘—,8+7+1 —y -1

1 1 1 -1 -1
1 all 74
KTK?_2 -1 1 ‘ -1 1

-y 1=B=79| B—7+1 ~+1

=7 (3.6)

Puede verificarse por un cédlculo directo, que esta matriz es T ~! la relacién que existe
entre T' ! y T' es que si las consideramos divididas en submatrices de 2 x 2, como se indica
en (3.5) y (3.6) resulta:

1 [ T T ] y T'= 1 [ T =T ]

= = - 3.7
2| Tor Too 2| —To1 Ty (3.7)

Este resultado es 1til para apreciar la simplificacién involucrada por estas submatrices, en
la forma siguiente:
Sumando las dos matrices de (3.7) resulta

' —1 _ Ty O r_qu—1l _ 0 =T
T +T _[0 Bz] T -T _[—Bl 0 ]

Es conveniente denotar T'~' = 1/T", con lo cual resulta que podemos introducir la sigui-
ente definicion usual.

T! 0 Ty

En este caso vemos que resulta una matriz parcialmente diagonalizada; para el otro caso
resulta:

1
T'+—=2cosh<1>=[T11 0 ]

1 0 AP
! —_— = =
T + T 2senh® [ Ty 0 ]

Que resulta una matriz parcialmente antidiagonalizada; en ambos casos ® es una matriz.
Estos resultados son precisamente un consecuencia de un tipo de simetria local, pero es
importante porque podemos simplificar la matriz como se ha visto; el polinomio caracteristico
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reducirlo de un polinomio de grado 2n, a un polinomio de grado n, la segunda ventaja se debe
a que cuando las raices ocurren en parejas reciprocas, es conveniente tener una transformacién
que intercambie los eigenvectores y cuando utilizamos esta base, las partes simétrica y anti-
simétrica se diagonalizan y obviamente conmutan, ya que son funciones de la misma matriz.
Por lo tanto podemos escribir la matriz como la suma de dos partes que conmutan, estas
partes tienen una forma tan simple, que nos servirdn para otros métodos de solucién de la
ecuacion caracteristica.

3.3 Los dos subespacios que surgen de la propiedad de
los eigenvalores en parejas reciprocas.

. s . . —1 .
Calculemos la ecuacién caracteristica de los subespacios T + T~ esto es, para el subespacio
T11 .

y—1—-w B4+v+1
1 1—-w

-0
Resolviendo:
(1=1-w) (1=w) = (F+7+1) = 0

multiplicando
W —yw—(f-2) =0

w:%i (%)2+(ﬂ+2) (3.8)
Para el subespacio T»2, la ecuacién caracteristica es:
—1—w 1 —0
B—v+1 v+1-w
Por lo tanto la ecuacién caracteristica es:
W—qw—--2=0
w=2% (%)2+(ﬂ+2) (3.9)

O sea las raices de las ecuaciones caracteristicas de los dos subespacios, esto es, (3.8) y
(3.9) son las mismas; por lo tanto podemos concluir que hay una degeneracién entre los dos
subespacios, diagonalizados, ya que esas dos raices deben ser conjugadas; ademas w es la raiz

: ' 1—1
de la matriz 7' + 71" .

3.4 Teorema acerca de las raices en parejas reciprocas.
Analicemos como elevar a una potencia, una matriz cuya ecuacién caracteristica tiene raices
que ocurren en parejas reciprocas.

En primer lugar, tomaremos una matriz con las caracteristicas mencionadas anteriormente
y obtendremos sus eigenvalores y eigenvectores; el método es un artificio matematico, en el
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sentido de que ésta es una forma de elevar una matriz a una potencia muy grande, este método
se basa en el calculo de los eigenvalores y eigenvectores para lo cual se puede aplicar el teorema,
de Silvester y obtener con ello, que una matriz se puede expresar como una funcién de sus
eigenvalores, elevados a una cierta potencia, por sus operadores idempotentes.

Por lo tanto lo que nos interesa es obtener una férmula, para matrices cuyas raices ocurren
en parejas reciprocas que nos permita elevarla a una cierta potencia.

Nuestra hipétesis es que, para todo eigenvalor u, 1/ es también un eigenvalor, es por
lo tanto conveniente numerar los eigenvalores de —N/2 (= n) a N/2, en donde N es la
dimensién de la matriz, ademas es necesario eliminar algunos casos excepcionales como: g = 0
que no tiene inverso, y 4 = 1 que da lugar a un par degenerado. Si una matriz posee tales
eigenvalores, no podemos trabajar en su subespacio complementario usando técnicas bien
establecidas. También supondremos que la matriz tiene un conjunto de eigenvectores, asi que
las férmulas

n
T = Y wli (3.10)
=1
(T — p;II
r; = [J 1) (3.11)

Hj;éi(:ui — )

Son validas en términos de los eigenvalores u; y operadores de proyeccién I';. Cuando
existen eigenvectores repetidos hay que cambiar la condicién de que y; # p; ya que el denomi-
nador es el producto de las diferencias de distintos eigenvalores y no de los indices, pero por
el momento supondremos que todos estos eigenvectores son distintos (la demostracién de la
validez de (3.10) y (3.11) pueden verse en el apéndice B trabajando con (3.11), tomando en
cuenta que, los eigenvalores ocurren en parejas reciprocas resulta:

II j#i (T — pj)(T — 1/ )
T -1/ ji>0
(i =) IT 24 (i = 1) (i = 1/ 1)
i>0

T; = (3.12)

Multiplicando explicitamente los factores y denotando los eigenvalores reciprocos por
H—i, p—j resulta
I1 jAi [T? = T(kj + p—j) + 1]
T —pi J>0
(i = =) IT 5 2 [ = mi (g + ) + 1]
j>0

T; = (3.13)

Esta ecuacién nos indica la conveniencia de emplear las definiciones de funciones hiperbdli-
cas esto es:
pi + p—; = 2 cosh ¢; y Wi — p—; = 2senhg;

en cuyo caso resulta u = e? como se habia empleado con anterioridad, también es conveniente
definir.
T+T '=2cosh® (3.14)
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donde cosh @ es una matriz, que estd definida en los mismos términos de la férmula espectral.
Por lo tanto con estas equivalencias y suponiendo que todas las raices son distintas, la ecuacion
(3.13) se transforma en:

11 j i (cosh ® — cosh ¢;)
F._TnilT—lLL,i ]>0

Yot 2senhg; [ i (cosh ¢; — cosh ;)
Jj>0

Consideremos la férmula para I'_;:

[I j#i (T — pj)(t — p—j

T — p; >0
= # J (3.15)
pei =1 1T 5 gy (i = ) (i = p—j)
j>0
Por un procedimiento similar resulta finalmente:
11 j£i [cosh @ — cosh ¢;]

1 Ty >0
;= . . 3.16
’ Hi—("—l) —2senh ¢; ] ii [cosh ¢; — cosh ¢;] (3.16)

j>0

Notemos que la matriz cosh ® tiene como eigenvalores cosh ¢;, asf que los productos, en
las formulas para I'; y T'_;, son justamente los operadores de proyeccién para cosh @, esto es:

I1;zi[cosh @ — cosh ¢;]
[1;.2:[cosh ¢; — cosh ¢;]

La diferencia entre I'; y T'_;, es por supuesto el reemplazamiento de p; por u_; y el signo
menos involucrado en el senh.

En el empleo de la resolucién espectral (ver apéndice) para calcular la funcién de T,
estamos interesados en el calculo de potencias de T este interés es debido al empleo directo
que se puede hacer, en la condicién que resulté para calcular los eigenvalores esto es, (2.17);
por lo tanto lo que deseamos calcular en forma explicita es:

Yi = V=i =

T+ = i T

i=—n

la base de esto es suponer, que existe un conjunto completo de eigenvectores y por lo consigu-
iente en el caso no degenerado que todos los eigenvalores son distintos, ya que en este caso
tendremos que existe un eigenvector para cada eigenvalor lo cual garantiza un nimero igual
a la dimensién, por lo tanto:

Para un eigenvalor py existe otro 1/uq
Para un eigenvalor us existe otro 1/us etc.
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Es conveniente denotar a los reciprocos como g1, p—2,..., con lo cual

n=n/2

> {ukTi+pST3} (3.17)

i=1

Por otra parte para el caso que estamos tratando, los operadores de proyeccién (ver
apéndice), estdn dados por:

T 'ul—l Tn—1 Q — Tn—1
r.;= ; 1
" 2senhg; prt PN "7 —2senh¢; M;(HH)% (3.18)
En donde el operador ~; estd definido como:
cosh & — cosh
[Tic,( %) _ v (3.19)

T Hi#(cosh@ — cosh ¢;)

Sustituyendo los operadores dados por (3.18) y (3.19) en la ecuacién (3.17) obtenemos

n=N/2 —
T—p Ln—1 T—p; TP
TK — K i .
DZO Hig senhtI> 1 g —2senhg; M;(nfl) i

factorizando parcialmente tomando en cuenta que 77! no depende del indice de la suma:
n
_ 1 —(K—n+1) - —(K—n)
TK _ pn—1 { K-n+1 —( A1 _ 1K — } .
Z_:Zl Teenng; VLW — 1 = I = ]

Podemos reducir finalmente la ecuacién, usando la definicién de p, esto es u = e?, junto con
el hecho de que T tiene inverso:

_ ~ h(K —n + 1)¢; senh(K —n)g;
TK—n+1 _ 7 5en _II ; 2
i:zl { senhg; senhg; K (3.20)

definifiendo m = K — n + 1 y sustituyendo en (3.20) resulta

n
senhma; senh(m — 1)¢;
Z { senho; senhg; v

i=1

Que es finalmente la ecuacién que nos permite calcular la matriz de transferencia a la
enésima potencia.

Otra forma de la matriz T™, se obtiene redefiniendo m = K —n y multiplicando la ecuacién
obtenida por T~! con lo que resulta:

n

m _ _[Iw _ 1 Senh’rn(zsZ } |
¢ ; { senhd Qe [ (3.21)

Y una tercera forma, que es conveniente tener para calculos posteriores, es la que se obtiene
de sumar las ecuaciones (3.20) y (3.21), y de emplear la relacién trigonométrica:

senh(m + 1)¢; — senh(m — 1)¢; = 2 coshme; senhg;
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y ademds la definicién 7' —T~! = 2senh®, en donde ® es una matriz (ver apéndice) de estas

ecuaciones resulta:
senhma;
2
senhg; [ "

n
Q"M = Z {II coshmg; — senh¢

i=1
O sea tenemos tres férmulas alternativas, para el caso en que queramos elevar a una
potencia arbitraria una matriz también arbitraria, pero que cumple con las condiciones de que
los eigenvalores se sucedan en parejas reciprocas y otras condicioes senaladas en el teorema,
es conveniente senalar que el indice de la sumatoria se fija como la dimensién sobre dos, asi
por ejemplo cuando se trata de una matriz 2 x 2, entonces N = 2 y n = N/2 = 1, por
lo tanto existird un solo término dado por T~! y no existird el factor v; ademds este caso
particular, se reduce al caso desarrollado con anterioridad el cual depende tnicamente de si
existen dos eigenvalores distintos. El desarrollo del caso que nos interesa de vibraciones a

segundos vecinos, da lugar a matrices de 4 x 4 por lo tanto N =4 — n = 2.

3.5 Logaritmo de la misma clase de matrices.

Por un procedimiento similar, consideremos el logaritmo de una matriz cuyos eigenvalores
ocurren en parejas reciprocas, esto es:

InT = zn: ln,uiFi = Zh’l'uz [F, — F,l]

i=—mn i>0
En donde:
™ T h 1 I cosh
i-T'_;=— — P — i
i i senh; Yi [ Cos (n )¢z Cos n¢z]

En donde hemos empleado la definicién u; + p—; = 2 cosh ¢;, por lo tanto resulta:

Tnfl
InT = DZO In steTm {T COSh(n - 1)¢z — cosh TL¢Z} Yi

Es conveniente mencionar, que todos estos célculos seran empleados posteriormente.
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Capitulo 4

RELACION DE DISPERSION

En esta parte lo que nos interesa encontrar, es la relacién de dispersiéon para el interior de
cualquier cadena; para lo cual es necesario analizar algunos conceptos.

4.1 Concepto de relacién de dispersiéon en el presente
modelo.

En el andlisis del movimiento de una cadena lineal de masas necesariamente ambas frecuen-
cias varian, si observamos esto en un intervalo de tiempo podemos comprobarlo, ya que las
particulas van a oscilar tanto, que en un momento en que estén en su desplazamiento maximo
rapidamente van a tratar de recuperar su posicion incial, pero debido a que la inercia es muy
rapida, llegan a un desplazamiento maximo en el otro sentido, esto sucede en un pequefio
intervalo de tiempo, entonces la funcién sinusoidal del tiempo, va a cambiar su fase, en lugar
de que su fase sea igual a “d = 0” que es un méximo, es § = €, que es un poco menos que el
méximo?!, por lo tanto nos vamos a mover con la cadena para poder observar, donde crece la
fase espacial, para dar compensacién al cambio de fase temporal, entonces el méximo puede
ser que esté en una particula, o en puntos intermedios entre dos particulas si se considera
como continua la cadena, por lo tanto el andlisis es similar, el del movimiento ondulatorio
superficial en el agua, ya que en dicho movimiento da la impresién que el agua se mueve, pero
en realidad el punto en donde ocurre el maximo es el que se mueve transversalmente, con
lo cual la onda se puede trasladar a una gran distancia al movernos. Entonces realmente la
velocidad de una onda es el cociente de la frecuencia temporal (deducida en el parrafo 2.2)
y el nimero de onda, es decir la frecuencia espacial (definidas por 2.19); lo cual implica el
concepto de Relacién de Dispersién (ref. [11]), esto es v = A/u, esto nos dice que tenemos la
velocidad como funcién de “N”, lo cual quiere decir que no es constante para todo “\”, esto
se puede interpretrar como que las ondas no se mueven a la misma velocidad con diferentes
frecuencias.

El resultado es, que una onda que tiene una cierta forma, en presencia de un tren de
ondas, su forma se puede distorisionar demasiado ya que es un tipo de series de Fourier de
varias ondas, por lo tanto su fase relativa en un mismo punto puede ser muy diferente. Si

1Ocurre en medios infinitos, en donde si es posible observarlo.
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la onda se mueve sin distorsiéon quiere decir que la relaciéon de dispersién es una constante y
reciprocamente, si la relacion de dispersién no es constante, entonces habra distorsion. En
general la relacién de dispersién es cualquier funcién que involucra A y u, en otras palabras
A = A(u), que es precisamente lo que estamos interesados en obtener; ademds la dependencia
de los dos eigenvalores p y A, obviamente existe como se puede comprobar de la ecuacién
caracteristica de la matriz de relaciones de recurrencia (matriz T'), esto es:

asp* + a1p® + (ag = Np® +ayp+az =0

4.2 Seleccién de parametros.

Ahora vamos a introducir una nueva notacién usando los elementos de la, matriz de movimiento
M.
Esto es debido a que los tres pardmetros: aq,a2 y ao no influyen de la misma manera en
la matriz, por lo tanto vamos a analizar estos pardmetros en la siguiente forma.
Tenemos:
MX =X

Ahora veamos que pasa con los eigenvalores cuando la matriz M, le sumamos y multipli-
camos un factor €, esto es

1. Sumemos a M, €I1, resultando

(M —eI)X = (A +e)X

2. Multiplicando por el mismo factor

(eM)X = (eN)X

Analizando la matriz de movimiento con estas dos modificaciones resulta que en el primer
caso, le sumamos un factor a la diagonal principal y ademas los eigenvalores quedan afectados
por este mismo factor, entonces como en la diagonal principal tenemos tinicamente pardmetros
ag, en realidad son a éstos los que afecta directamente el factor sumado €, por lo tanto es
posible hacer ay = 0, o cualquier otro nimero, ya que su efecto queda compensado por la
variacién del factor €; el segundo caso implica que la matriz M cambia de norma en la misma
magnitud que los eigenvalores, por lo tanto como los resultados fisicos, son los mismos en
cualquier sistema de coordenadas, esto quiere decir, que es posible hacer ag = 0, o cualquier
otro niimero, es conveniente sefialar que estos resultados se aplican a cualquier matriz que
suceda en la practica; por lo tanto si aplicamos este criterio a la matriz de transferencia
vemos que de sus elementos definidos a, 3,7 y & en (2.13) el tnico que interesa es v =
—ay/az esto también se puede ver, porque si en la matriz de movimiento multiplicamos a los
pardmetros a; y as por un mismo factor, los eigenvalores y por lo tanto los eigenvectores,
quedan multiplicados por el mismo factor asi, que de los pardmetros el inico que interesa es
v, por lo anterior se introduce el siguiente parametro

a

= Ja (4.1)
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En donde el cuatro es complemento arbitrario, pero que nos sirve para simplificar el dlgebra
que vaya resultando posteriormente.
También es conveniente definir el eigenvalor A en una diferente norma, esto es:

A

74(% ) (4.2)

§:_

La motivacién para introducir el denominador, se debe al teorema que nos dice cual es el
rango de los eigenvalores de una matriz, por lo tanto daremos la prueba de que el denominador
de (4.2) es el correcto.

4.3 Teorema de Gerschgorin, condicién mecanica y for-
ma final de la relacién de dispersion.
Ahora analizamos una forma, para encontrar el rango de eigenvalores de una matriz y una

condicién mecénica para el modelo empleado. Supongamos que M es una matriz arbitraria y
construyamos el problema de eigenvalores siguiente en forma matricial, esto es:

Z1 x1
Z2 )
=A
aj1 Qg2 - QGip
Tn In

nos interesa una componente, que explicitamente sera:

n
E AT = /\CL‘,’
i=1

Pasando al lado derecho el término a;;x; resulta:

n—1
Z AT = ()\ — a“)aj',

i#j

Como siempre existe por lo menos un eigenvector distinto de cero supongamos que es el
z;, por lo tanto la ecuacién anterior resulta:

n—1 z
_ J
A—ai=) a;—>

.
J#i ¢

Supongamos ademds, que la componente i-ésima de este eigenvector tiene el mddulo
méximo, llamémosla z; por lo tanto resulta, tomando ademaés el valor absoluto en ambos
miembros que:

n—1 s
A —ail <D lail| 2|
T

i
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Como z; > x; es posible suponer que ~ 1 por lo tanto resulta finalmente que:

n—1
IA—ail <) lay] (4.3)

J#i

Este resultado es conocido como “teorema de Gerschgorin” (Ref. [12]) que nos dice: Que
en el plano complejo cada eigenvalor de la matriz de elementos complejos M, se encuentra
localizado en al menos uno de los circulos con centro a;; y radio Z;;l laij| (que es la suma
de los elementos de un renglén).

Como no sabemos cual de las componentes es la maxima, entonces se construyen los discos
para cada una de las componentes y si no es el disco que interesa, no lo tomamos en cuenta,
pero si lo es, entonces va a incluir el eigenvalor en cuestién; aunque es posible que al cambiar
el eigenvalor cambie el elemento donde se alcanza el méaximo, pero no importa, ya que se
tienen todos los discos y en algunos de ellos se encuentra el eigenvalor.

Por lo tanto lo anterior nos da una informacién de los eigenvalores en particular, en el
caso que estamos tratando, nos dice que se tienen un circulo con centro a, y radio 2a; + 2as,.
Naturalmente que para nuestro problema Ginicamente nos interesa la linea real, ya que se trata
de una matriz hermitiana con eigenvalores reales, o sea que el intervalo de eigenvalores para
el modelo que estamos analizando es:

Ahora en el caso de vibraciones mecdnicas, se tiene la siguiente restriccién ag = —2a1 —2as.
Esto quiere decir que la suma de los elementos a través de un renglén tiene que ser cero. Esta
condicién es debida a que un desplazamiento, en una direccién produce una fuerza la cual
produce un desplazamiento en otra direccién y debido a que el efecto de estas fuerzas es
producido por resortes que se encuentran a ambos lados de las particulas, entonces son los
resortes los que dan lugar a las constantes que intervienen en la condicién mecdnica. Esta
condicién mecéanica se puede visualizar mejor, por medio de un diagrama de fuerzas, esto es

ag o2

Como vemos en este diagrama de fuerzas, si movemos una particula desde su posicién de
equilibrio, el efecto de la interaccién en ambos lados debe ser el mismo debido a la simetria de
la cadena, por lo tanto va a interaccionar con las particulas en ambos lados y es precisamente
la constante del resorte la que influye en el equilibrio de fuerzas.
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La restriccién es graficamente razonable de postular, inicamente para nuestro caso que es
un sistema vibracional, ya que en otros sistemas no es valida, como por ejemplo en problemas
de mecénica cudntica, esto es sistema de electrones .

Adems3s si no fuera fisicamente razonable postular que ag+2a; +2as = 0 y la empledramos,
el resultado seria inicamente una traslacién de todos los eigenvalores, como lo podemos ver
del siguiente hecho.

Tenemos la restriccién en la forma:

ag = —2 (Cll + az)

y del teorema de Gershgorin dado por la relacién

|/\ — a0| S 2 |(a1 + a2)| (44)

lo cual nos permite escribir esto como
—2 (a1 +az) <A—ap <2 (a; +as)
Sustituyendo el valor de ag resulta finalmente:
—4 (a1 +a2) <A<0 (4.5)

Analizando este resultado, vemos una justificacién méds de que las frecuencias resultan
imaginarias, con la posibilidad de que sean cero, pero nunca tendremos el caso A > 0. Otro
resultado que nos da es la justificacién del denominador de la relacién (4.2).

Por lo tanto de (4.5) y (4.2) resulta:

0<€<1

Al menos en el rango en que a; > 0 y az > 0 ya que debido a la estabilidad de las redes,
puede suceder que as < 0 0 que a; sea negativa también y puede darse el caso en que estas dos
constantes sean iguales (como se verd al analizar modelos especiales), por lo tanto es posible
obtener interacciones negativas.

Ahora lo que nos interesa es calcular los eigenvalores de la matriz T en términos de los
pardmetros (2.13), esto es a, 8, y ¢ por lo tanto seguimos tratando una cadena homogénea,
en este caso la ecuacién caracteristica de T', como vimos anteriormente (Ec. 2.21) es

pht =y — B’ —yp+1=0 (4.6)

también vimos que las raices ocurren en parejas reciprocas, supongamos que son: €,1/e,&,1/¢
por lo tanto podemos definir el siguiente arreglo:

E+—- = a
[
1
+7 = b
Sty

y debido precisamente a la forma de la ecuacién caracteristica, o lo que es lo mismo de la
matriz de transferencia, es posible escribir el polinomio caracteristico como

2(e,€) = (n—e)(u—1/e)(p = ) (n — 1/ = [1u* — pa + 1[u* — pb +1] (4.7)
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factorizando y reagrupando términos resulta finalmente que

z(e,&) = p* — pP(a+b) + p*(ab+2) — pla+b) + 1 (4.7
comparando esta ecuacién con (4.6) tenemos
vy = a+b (4.8)
B8 = —(2+ab) (4.9)
Resolviendo este sistema de ecuaciones resulta:
a:%i (/22 +2+3 (4.10)

Ademds estamos interesados en regiones en que “a” es complejo o real puro (si es real

puro, entonces debe ser mayor o menor que uno en valor absoluto), as{ como analizar el efecto
de si las mismas raices son puramente imaginarias o puramente reales.
La condicién para que sea real puro es que el descriminante de la ecuacién sea cero, esto
es:
(7/2)2 +2+B=0
Sustituyendo el valor de los pardmetros v y 8 dados por (2.13) resulta

al )\—ao

2
- 2 =0
( 2&2) Tt a9
y utilizando la condicién mecénica, esto es
apg = —2&1 - 2a2
resulta finalmente:
A (@ e (4.11)
a 2a2 o )

Que es exactamente la misma relacién que se obtiene al considerar inicamente la condicién
mecanica, después de ciertos artificios matematicos.

Otro resultado importante que se puede deducir de las ecuaciones anteriores, es la relacién
entre las constantes de interaccidén a primeros y segundos vecinos, esto lo podemos ver de la
siguiente manera.

Usando el resultado de que

—4((11 + 02) <A<ag

despejando A de (4.11) y sustituyéndola en la desigualdad anterior.
—4(a1 + a2) < —az(a1/2az + 2)
factorizando y agrupando términos resulta

2a1 a .o ai,a
——t (=) =—(—-2)<0
as +(2a2) a2(4a2 )_
Analizando esta tdltima desigualdad vemos que
a2
4a5 ~ a2
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lo cual quiere decir que a; < 8az en cuyo caso, hay raices complejas y por lo tanto habra fac-
tores de fase compleja; para a; > 8as existirdn amortiguaciones puras, o soluciones puramente
oscilatorias, en el valor extremo de A; el caso en que a; = 8as es una razoén critica.
Anteriormente mencionamos como una relacién de dispersién puede ser deducida, a partir
de la ecuacion caracteristica, la obtencion es directa como podemos apreciarlo de la siguiente
forma: Usando la ecuacién (4.6), junto con los pardmetros definidos en (2.13) resulta:

arp* + a1 p® + arp + as
112

ZGO—A

despejando A resulta:
X =ao—ar(p+1/p) = as(p® + 1/4°) (4.12)

Que es la relacién de dispersidn, ya que nos da una relacién de frecuencia espacial, con la
temporal.
La grafica de esta relacién de dispersion es la siguiente:

Grifica IV -1I %
4
comportamiento
como 171

comportamiento

como |

- : »
] — > K

comportamiento;

como n?

comportamiento como lfj.l2

Otra relacién de dispersién que nos puede dar bastante informacién se obtiene de la sigui-
ente forma.

Pongamos los elementos de la matriz de transferencia v y § en funcién de Y y de &, esto
es, de (4.1) y (4.2) resulta:

o= P 4y —a+b (4.13)
az

B = ?:2(1—25)(“4)/) (4.14)
2

Para solucionar este sistema de ecuaciones, despejamos b de (4.3) y sustituydmoslo en
(4.14) resultando
a®> +4aY —[242(1 —26)(14+46€)] =0

Por lo tanto las soluciones para “a” estan dadas por

a=-2Y £2/(Y +1)2 — £(1+4Y) (4.15)
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Esta ecuacién es una relacién de dispersion porque relaciona a “a” como funciéon de e y A

y de las constantes del modelo, ademds se tienen dos alternativas para tratar esta ecuacidn;
una es solucionar £ = £(u) 6 p = u(€) dependiendo de la conveniencia.

Es conveniente poner la ecuacién (4.15) en una forma més explicita anteriormente defini-
mos

1
a=5+g y ¢=Ine

por lo tanto
a = 2cosh ¢.

Por lo tanto la ecuacién (4.15) queda finalmente como:

coshgp = =Y £ /(Y +1)2 = £(1 +4Y) (4.16)

Que es la relacién de dispersién para el interior de cualquier cadena por lo tanto es con-
veniente analizarla en forma detallada.
Lo que interesa en principio es analizar cuando la expresién es real o compleja, ya que si
cosh ¢ es complejo necesariamente que ¢ lo es también.
Por lo tanto la frontera entre real y complejo es cuando el discriminante de (4.16) es igual
a cero, esto es
(VY +1)2-¢(1+4Y) =0

despejando & resulta

(Y +1)2
== 7 4.17
¢ (144Y) (4.17)
Esta ecuacién la podemos graficar, ya que & = £(Y) por lo tanto es necesario analizarla
en la forma siguiente: ¢ tiene un poloen Y = —1/4.

Cuando Y — oo entonces £ ~ + y si € =0 entonces (Y +1)2=0 — Y = —1.
Para obtener un extremo calculemos la derivada, esto es

dag 1

= m[2(Y +1)(14+4Y) —4(Y +1)?

Como nos interesa un extremo, hagamos ;—f, = 0, entonces

(V +1)[(1+4Y) —2(Y +1)] =0

Porlotantoen Y = -1 - (-1+2Y) =0 = Y = 1/2. Evaluando £ = £(Y") en los puntos
Y =—-1; y =1/2 resulta
§-1) = 0
£1/2) = 9/12=3/4
Y es facil comprobar que ocurre un minimo en (1/2,3/4). También es posible ver cuando
la expresidn es positiva o negativa si Y — 0 y & — oo entonces £ > Y lo cual nos indica que

la expresién es negativa.
Adems3s, cuando £ = 1 entonces

Y242V +1=1+4Y
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Y =0

2 _
Y _2Y—>{ v =2

Con todos estos datos podemos construir la grafica de la frontera entre la parte real y
compleja &, grafica IV-II.

Grafica IV -1II
Pole

Regién de p compleja

Regidn de p -2
compleja |-  Frontera entre 1a regidn compleja

¥ 1a real

'y

Como se puede ver, por combinaciones de £ y Y en la regién compleja cosh ¢ es complejo,
lo cual quiere decir que ¢ es complejo, es decir, la frecuencia en esta regién vamos a ver una
onda oscilatoria con factor exponencial.

Analicemos las diferentes regiones correspondientes a los distintos valores que puede tomar
el pardmetro C definido como

coshgp =C (4.18)

Caso Real. C>1— ¢real
Caso Imaginario -1 < (C <1
Caso en que existe un cambio de fase. ¢ = a + im .-. a es real, entonces resulta

C = —cosha

Ahora estamos interesados en contornos en los que C pasa, por estos puntos, para lo cual
es necesario hacer algunas manipulaciones algebraicas del cosha = C, en la forma siguiente:
De (4.16) tenemos que:

C = -Y£+/([Y+1)2-¢1+4Y)
(C+Y): = (Y +1)?2-£(1+4Y)
Despejando £ resulta Oy
E=(1- C)Lizy (4.19)

Que es finalmente la relacién de dispersién para el interior de cualquier cadena, que nos
interesa graficar e interpretar fisicamente, ademds graficaremos £ = £(Y) ya que se desean
encontrar contornos con C fijo.
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Analizando la ecuacién (4.19), vemos que es necesario tomar valores seleccionados de C
para poder interpretar la gréfica, por lo tanto, si hacemos C' =1, 6 C = —1 obtendremos las
fronteras de las curvas que separan las partes real e imaginaria pura, esto es:

Si C' =1 entonces:

1
(1+4Y)6=0 » £€=06 Y=~

Si C = —1 resulta:

4Y
=—— 5 ~1 4.20
¢ 144Y ( )
Debido a que 0 < £ < 1, entonces puede ser que la £ dada por (4.19) se escape de los
limites, por lo tanto es necesario analizar su comportamiento graficamente. De (4.19) resulta:
SiY — 0 entonces £ — 1
SiY =0 entonces £ =0

EnY = —i resulta que £ = 0o que es un polo.

Por lo tanto con estos elementos podemos graficar la ecuacién (4.19) esto es:

Gréfica IV-III !

L

Prosiguiendo el anilisis de la ecuacién (4.18). Si C' = 0 entonces

1+ 1

5_1+4Y =3

Cuando C > 0, entonces como 0 < £ < 1 necesariamente Y > 0, pero cuando Y < 0, las
condiciones varfan ligeramente.

En C = -3 existe una linea critica ya que

1-1/2+2Y

E=(1+1/2)— Gy =T

En Y =0 la relacién entre £ y C es:
£€=1-C?%, porlotanto C = +4/1+¢
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lo cual quiere decir que hay siempre dos valores de C' para cualquier £ que esté en el intervalo
0 < ¢ <1, tal que C estd en el intervalo —1 < C' < 1. En otra regién, por supuesto que
también dos valores reales para C, pero necesariamente ambas estaran situadas en el intervalo
(esto es —1 — 1).

Por lo tanto, como las gréficas (IV.II) y (IV.III) pertenecen a la misma ecuacién, deduci-
das dnicamente con andlisis diferentes, entonces podemos superponerlas y formar una sola,
juntamente con los resultados del anélisis de dicha ecuacién (4.18), esto es

IIT-I¥

GRAFICA I1¥-1IY¥
X1
0.

. e :

1-I11 -

T ; % é é-. g j o e T 35T 7 T
; \ =15
=20
e

ITI-1¥

II-11

SOLUCION DE LAS CUR¥AS DE NIVEL PARA LA
ECUACION XI=[(C-1] [C+1+2Y)7(1+4Y) DEL
FROBLEMA DE INTERACCION A SEGDOS. ¥.

/

Analizando esta gréfica, junto con las ecuaciones (4.18) y (2.20) resultan las siguientes
regiones caracteristicas:

Regién I. Se encuentra en —1 < C < 1, esta es una regién en donde el nimero de onda (p)
es un numero complejo con parte real cero, en este caso el movimiento de la cadena es
ondulatorio, ya que resulta una funcién senosoidal o cosenoidal.

Regidén I1. Est4 limitada por dos curvas asintéticas, descritas anteriormente (gréfica IV.II)
correspondiente a la ecuacién £(Y + 1)2/(1 + 4Y). Es una regién de u complejo, por lo
tanto tenemos una onda modulada por un factor exponencial que depende de la parte
real de ¢, este factor no es otra cosa que la amplitud, que nos va a modular las funciones
Seno o0 coseno.

Region ITI. Esta region corresponde a valores de C' > 1, en esta regién el nimero de onda
es real positivo o negativo, por lo tanto el movimiento de las particulas en la cadena
estard descrito por una exponencial creciente o decreciente dependiendo de que ¢ > 1
6 ¢ < 1.

Regién IV. Se encuentra localizada en donde C' toma valores reales negativos (en la grafica
corresponde a —2.0 < C < —0.5) este caso se cumple cuando ¢ = a + iw dando
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como resultado que u = —e® por lo tanto en este caso se observaran oscilaciones con
inversiones de fase, producidas por un desfasamiento de 180°, este caso tiene que ver con
el hecho de que exista cooperaciéon o antagonismo entre primeros y segundos vecinos.

Anteriormente vimos que las raices ocurren en parejas reciprocas por lo tanto en la grafica
IV.IV la interpretacién que se le da a cada punto, es que estd representando por la intercepcion
de dos ondas, esto es el movimiento estd representado por dos ondas que viajan en direcciones
opuestas, entonces vemos el porque en la grafica (IV.IV) aparecen las superposiciones de dos
tipos de ondas.

4.4 Analisis de la regiéon compleja de la relacién de dis-
persion.

Ahora queremos encontrar una ecuacién analitica que nos describa la regién compleja (Regién
I1), de la grafica (IV.IV).
Partiendo de la relacién de dispersién descrita por (2.21), esto es:

pt = =B’ —yp+1=0 (4.21)

en donde hemos empleado las definiciones siguientes, descritas con anterioridad.

ay = —2(&1 + a2) (4.22)
ﬂ —  A-aq
az

Dividiendo por p?(# 0) la relacién de dispersién, obtenemos
1

1
2 _ Y- B =
(p +u2) W“Lu) B=0

completando un binomio cuadrado perfecto, en el primer término.
(h+2) =A(u+ =)= (B+2) =0
p+ =) =yp+—-) - =
u© K
Es conveniente reintroducir ) )
C =cosh¢ = = -
cosh¢ = o (u+ u)
que al sustituirlo en la ecuacién anterior resulta
4C% —29C - (B+2)=0

finalmente es deseable expresar 3 en términos de la frecuencia, por lo cual, trabajando en las
ecuaciones (4.22) obtenemos

A+ 2(a; + az)
as

% +2(1—7) (4.23)
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sin embargo, nosotros hemos normalizado la frecuencia por medio del intervalo de Gerschoring,
usando como parametro &, es decir

A

6 - _4(a1 + ClQ)

Con lo que:
A= —4&(0/1 + a2)

bajo estas consideraciones (4.23), se transforma en

—4&(a1 +
B = M +2(1—7)
a2
= 2(1-7)(1 -2
sustituyendo todo esto en la relacién de dispersién resulta
2C% —yC —[1—-7)(1-2§)+1]=0
Poniendo finalmente « en términos de Y

20?7 —4YC — [(1 —4Y)(1 - 26) +1] =0

Por lo tanto tenemos una expresién para C' en términos de los pardmetros Y y & esto es

—4Y +,/16Y2+4-2-[(1 +4Y)(1 — 2¢) + 1]
2-2
Y+ /(Y +1)2-¢£(1+4Y) (4.24)

C =

Il

Como sabemos, C' puede ser real o complejo. Cuando es real los valores criticos son
C = #1, que ya han sido analizados, lo que interesa estudiar ahora es la regién en que
C llega a ser compleja; cuando es compleja, la parte real es —Y y la parte imaginaria es
VE(L +4Y) — (Y + 1)2, desde luego que el tnico camino de que un nimero complejo sea tal,
es de que su radical sea negativo. Por otra parte queremos trabajar con C' complejo, por lo
cual definamos

C =cosh¢ = cosh(a+if)

= coshacoshf +isenhasenhf = a + b (4.25)
En donde:
a = coshacoshp
b = senhasenhf
Entonces
a®> = cosh® acos? B = cosh® a(l — sen’p) = cosh? o — cosh® a:sen?
b = senh®asen?8 = (cosh® a — 1)sen?f = —sen?S + cosh? a sen?s
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Despejando de estas dos ecuaciones sen? e igualando resulta

b2 cosh? a — a2

cosh’a—1  cosh’a
llamando a z = cosh? a a resulta
b’r = (z —1)(z — a?)

Que resolviendo para x resulta

2 2 14+ 2 2 1)2 — 4q2
o YA \/(c;+b+ )2 —4a (4.26)

Ademés como hemos definido C' = a + ib, de (4.24) resulta que

a = Y
{b - JEOF) -7 FI)? } (4.27)

Ahora vamos a encontrar la forma explicita en términos de &; Y y del descriminante de
T, esto es.

AP+ +1 =Y+ [E(1+4Y)—Y2 -2V —1]+1=¢£(1+4Y) -2V
O sea que el descriminante total tiene la forma

(a®> +b%+1)—4a® = [E(1+4Y)—2YV]? —4Y?
= ((144Y)(E+46Y —4Y) (4.28)

Desde luego que esto no tiene la apariencia de un cuadrado perfecto por lo tanto no es
posible eliminar el radical, para hacerlo tomemos la expresién para z dada por (4.26), junto
con las dos ecuaciones anteriores y la misma definicién de z, esto es

[2cosh? @ +2Y — (1 +4Y)]? = €2(144Y)? —4£Y (1 +4Y)
(Y 4+ cosh®a)? = £(1+4Y)cosh®

Despejando finalmente £ tenemos

(Y + cosh? a)?

&= (1 +4Y) cosh? a

(4.29)
En forma similar

a2

1— sen?p
2

b
1
en? 3 +

2
cosh” a =

2
cosh” o =

Asi que
a? _ 0%+ sen?f3
1—sen2f  sen2f
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Para simplificar el dlgebra llamemos z = sen?3, entonces
za’ = (b +z)(1 — 2)

Resolviendo para z, resulta

—(a? 2_1)+ 2 2 _1)2 2
o (a®>+b ) \/Q(a +b )2 + ab (4.30)

Calculemos el descriminante en términos de £ y Y, definidos por (4.27)

1—a? -0 = 1-Y2—-[¢1+4Y)— (Y +1)? (4.31)
—(@ 4+ -1) = 242V —£(1+4Y)

Por lo cual el radical tiene la forma

(a® +b* — 1) + 4b* [2+2Y —£(1+4Y) +4[£(1 +4Y) — (Y + 1)F]
= 2(144Y)? —4YE(1 +4Y) (4.32)

= ((14+4Y)(€+4EY —4Y)

Como vemos obtenemos un resultado bastante curioso, ya que resulta la misma expresién
obtenida al determinar la dependencia en cosha (ec. 4.28). Otra vez no hemos podido
obtener, un cuadrado perfecto por lo cual racionalizamos la definicién original de z, es decir,
de la ecuacién (4.30) tenemos

2sen’ff = —(a® + b — 1) + /(a® + b2 — 1)? + 412

Sustituyendo las ecuaciones (4.31) y (4.32) resulta

[2sen®f — 2 —2Y + £(1 + 4Y))?
(Y + cos? B)?

E(1 +4Y)% —4YE(1 + 4Y)
cos® BE(1 + 4Y)

despejando finalmente &, resulta

(Y + cos? B)?

&= (14 4Y) cos? 8 (4.33)

Con objeto de visualizar mejor el comportamiento de la regién compleja, supongamos las
gréficas de las ecuaciones (4.29) y (4.33), con lo que resulta la grafica IV.V, en donde las lineas
llenas nos representan el comportamiento de la ecuacién (4.29) que resulta ser una familia de
hiperbolas y las lineas punteadas nos representan el comportamiento de (4.33) al comparar
esta gréfica con la (IV.IV) vemos que concuerda con la forma de la regién compleja, esto es,

regién II-II.
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GRAFICA IV-Y

L . L . L L .
0 1.0 2.0 30 40 5.0 B0 0 B0
Contornos de la regidon real+imaginaria

Cuando los numeros de onda son complejos

(Comportamiento de « entre 0 v 3.15 con A=.5)
(Compartamiento de g entre 0 y 1.57 con &=.15)

4.5 Evaluacién de T™ y z(¢,y) usando parametros.

Ahora queremos una nueva representacion para poder calcular el polinomio caracteristico
z(A,Y), con lo cual podemos calcular la matriz T para, esto es necesario poner los elementos
de la matriz de transferencia en términos de los pardmetros Y y & definidos por (4.1) y (4.2)
respectivamente.

Con esta notacién resulta:

vy = a=-4Y
B8 = (AY +1)(2-4¢) (4.34)
6 = -1

Por lo tanto la matriz de transferencia resulta de la forma:

—4Y 24Y +1)(1-2¢) —4Y -1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

T = (4.35)

Empleando la ecuacién (4.7) para el polinomio caracteristico de T' en funcién de sus raices
resulta
z(e,&) = (u* — 2ucosh ¢y + 1)(u® — 2ucosh ¢ + 1) (4.36)

En donde:

1 1
cosh¢pr =a= §(e+ E)



1 1
coshgs =b= §(§+ E)

efectuando el producto indicado en (4.36) resulta

z(g, &) = p* — 243 (cosh ¢1 + cosh ¢2) + p?(2 + 4 cosh ¢y cosh ¢o) — 2u(cosh ¢1 + cosh ¢a) + 1

Comparando esta tltima ecuacién, con la ecuacién (4.6) junto con los pardmetros dados por

(4.34) resulta

4Y = —2(cosh¢; + cosh ¢s)

Y

1
~3 (cosh ¢y + cosh ¢2)

Comparando el coeficiente de p? resulta

2(1 + 2 cosh ¢1¢2)
1 + 2 cosh ¢ cosh ¢2

—2(4Y + 1)(1 — 2¢)
—(1—26)(1+4Y)

Comparando el coeficiente de p resulta:

—4Y = 2(cosh ¢y + cosh ¢)
coshg; = —2Y —coshos

Por otra parte anteriormente definimos que cosh ¢ = C, por analogia definamos:
cosh¢y = C y cosh ¢y = Co
Usando la ecuacién (4.38), junto con las ecuaciones (4.39) y (4.40) resulta:
142C1(=2Y - C1) = —(1 —2§)(1 4+ 4Y)

Solucionando para C tenemos

Cy=-Y+ \/Y2 + %[1 +(1-26(1+4Y)]

Y reduciendo términos en el radicando resulta:

C1 = =Y+ /(Y +1)2-¢£(1+4Y)

Cy = =Y —/(Y +1)2—¢£(1+4Y)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

En términos de las ecuaciones dadas por (4.41), podemos evaluar 7™ por lo tanto z(¢,Y).
Adem3s este sistema de coordenadas lo utilizamos para graficar el espectro de frecuencias

obtenido a partir de la condicién de que el menor de la matriz T(™ es cero, esto es:

(m) qi(A) q2(N) | _
T @21 (A)  ga2(N) =0
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4.6 Espectro de frecuencias en funcion de los polinémios
de Tchebychev.

Por lo tanto lo que queremos evaluar es la forma explicita de la ecuacién de eigenvalores,
para lo cual es necesario el calculo de los elementos de la matriz Tl(f ). Empleando la notacién
usada para deducir la ecuacién (3.14) esto es:

i

Q™= Z{ senh(m + 1)¢; — T~ senhme; }
i=1

senha;
Se tiene que
senh(m + 1)¢; — T senhme; =
senh(m + 1)¢; —senhmg; 0 0
_ 0 senh(m + 1)¢; — senhmg; 0 (4.42)
- 0 0 senh(m + 1)¢; —senhma; :
senhma; —v senhmd; —fBsenhma; senh(m + 1)¢; — ysenhma;

Para el caso de vibraciones a segundos vecinos, unicamente vamos a tener el desarrollo
para dos términos, como vimos anteriormente por lo tanto de la férmula para Q™.

m __ 1 . Y1 _ -1 Y2
T™ = {senh(m + 1)¢; — T~ senhmd;} senho, + {senh(m + 1)¢» — T~ senhme¢} senhs (4.43)

En donde

_ [cosh @ — IT cosh ¢»]
mo= [cosh ¢y — cosh @]

(4.44)

_ [cosh® — IT cosh ¢ ]
2= [cosh ¢y — cosh ¢]

Ademds habfamos definido anteriormente (ec. 3.14) que
1 ~1
cosh® = 3 Q@+Q)

Que en forma matricial, se puede escribir como

v B+1 vy -1

1 1 0 1 0
cosh@_i 0 1 0 1
-1 5 s+1 5y

Por lo tanto los operadores de proyeccién 1 y 42 quedan finalmente como
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cosh¢1 —3% — 2cosh ¢1 cosh ¢2
» 1 1 — cosh ¢2
cosh ¢1 — cosh ¢2 0 i
-1 cosh ¢1 + cosh ¢o
coshga —3 — 2cosh @1 cosh g2
_ -1 1 — cosh ¢4
Y2 = T 1
cosh ¢1 — cosh ¢2 0 3
-1 cosh ¢1 + cosh ¢o

cosh ¢1 + cosh ¢1
1

2
— cosh ¢2
7% — 2 cosh ¢1 cosh ¢2

cosh ¢1 + cosh ¢2
1

2
— cosh ¢1
—1 — 2cosh ¢1 cosh ¢2

w= O

cosh ¢1

|
[N

nl= O

cosh ¢2

Si sustituimos en la ecuacién (4.43) la forma matricial de los operadores 71 y 72 junto con
las ecuaciones dadas por (4.42), obtendremos finalmente 7™ y por lo consiguiente la forma
explicita de la ecuacién de eigenvalores, que estd dada por el menor de la matriz T("™), con
objeto de reducir el lgebra escribiremos tinicamente el cofactor 2 x 2 de la esquina superior

izquierda, esto es:

1

T(m) —

senhg; (cosh ¢; — cosh ¢)

senh(m + 1)¢1 cosh ¢1 — % senhm @y

1 senh(m + 1)¢1

—senh(m + 1)¢1 cosh ¢2 — 3 senhmay

senh(m + 1)¢1[—2 — 2 cosh ¢ cosh ¢2] + senhme; cosh ¢

+
-1
+ .
senhgs (cosh ¢y — cosh @)
senh(m + 1)¢2 cosh ¢2 — 3 senhm@s  senh(m + 1)¢2[—3 — 2 cosh ¢1 cosh ¢2] + senhmez cosh ¢y
1 senh(m + 1)¢2 —senh(m + 1)¢2 cosh ¢2 — 1 senhmepo
(4.45)
Por lo tanto tenemos finalmente los elementos del menor Tf{n ) los cuales son:

1 senh(m + 1)¢1 cosh ¢1 — % senhmgo1

= (cosh ¢1 — cosh ¢2) { senh@i B
senh(m + 1)¢@a cosh ¢a — % senhmaga
senhga }

1 senh(m + 1)¢1 senh(m + 1)@z

far = (cosh ¢1 — cosh ¢2) { 2senh¢y B 2 senhgs }
(4.46)

1 —senh(m + 1)¢1 cosh g2 —  senhmey

fe2 = (cosh ¢1 — cosh ¢2) { senh¢ +
senh(m + 1)¢2[— cosh ¢1 + 3 senhmoo
senhga }

1 senh(m + 1)¢1[— 1 — 2cosh ¢ cosh ¢2] + senhmey cosh ¢

a2 = (cosh ¢p1 — cosh ¢2) { senh¢y +

—senh(m + 1)¢2[— 3 — 2 cosh ¢1 cosh ¢2] — senhmgs cosh ¢y }

senhgs
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Después de cierta &lgebra considerable, (ver apéndice C), obtenemos que el espectro de
eigenvalores para el interior de cualquier cadena y en particular para una cadena con extremos
fijos, que se puede considerar como el interior de una cadena, esta dado por la ecuacién
determinantal.

fm+2) —gm+2)—f(m+1) | _
s D 2y LG = (447
En donde
1| senhm¢; senhmeo
fm) 2 senh¢11 senh¢22 (4.48)
1| senhm¢; senhmg
g(m) 5| senh2g,  senh2d, (4.49)

Ademds un denominador opcional, senh¢; senhgs(cosh ¢y — cosh ¢2) es disponible.

Si consideramos f(m)/ senh¢ senh¢gs junto con los polinomios de Tchebychev dados por
U (cosf) = sen(m + 1)8/senf (en donde si § es un dngulo tal que |cosf| > 1, entonces
0 tiene la forma ia 6 7 + i, nosotros podemos emplear la misma notacién, desde luego
cosia = cosha, seniaw = isenha, y los factores ¢ se cancelan de la ecuacién U,,(coshf),
resulta después de cierta dlgebra (ver apéndice D) que

Fm) = f(m) 1‘ Un(¢1) Um(é2) ‘

senh¢; senh¢y —3 1 1
(4.50)
f(m) _1| Un(Zy)  Un(Z-)
~ senh¢y senhgp_ 2| Un—2(Z4) Um—2(Z-)
Yy
g(m) _ 11 Un(Z1) Un(Z)
G(m) senh¢1 senh¢>2 o 2 ‘ U1 (Zl) U1 (ZQ) ‘
(4.51)

= &_1 Um+1(Z4) Uml(Z)‘
" senhgysenhd_ 2| Un 3(Z4) Un s(Z)

Que es precisamente en términos de estas ecuaciones, como se graficé el espectro de eigen-
valores dado por la condicién de que Tl(? ) = 0 como se puede apreciar en la gréfica (IV.V).
En esta grafica se varié Z; y Z, fijando el valor de m, por lo cual se obtienen contornos
de regiones negativas (regién estrellada) y positivas (regién blanca), en donde la frontera de
estas dos regiones nos da la variacién de las frecuencias. Esta gréafica como se puede apreciar
facilmente se realizé en un sistema de coordenadas distinto al de la grafica (IV.IV), pero nos
representa la misma informacion. En el apéndice D se da un ejemplo para m = 2 y se obtiene
la forma explicita del determinante que se empled para graficar los polinomios de Tchebychev
de argumento variable, esto es:

1 Un+3(Z2) = Umy3(Z1) Umi2(Z2) — Unt2(Z1)

m Um+2(Z2) - Um+2(Z1) Um+1(Z2) — Um+1(Z1) =0 (452)
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Se grafico el espectro de frecuencias para m = 1,2,...,10, usando el sistema de computacion
IBM-1130, ademads debido a la complejidad del dlgebra fue necesario encontrar una relacién
de recurrencia para los polinomios de Tchebychev (apéndice E) resultando que el polinomio
caracteristico finalmente estd dado por

m+1

Wk

.’L'm(Zl, Z2) = (m +2— k)Uk(Zl)Uk(ZQ) (453)

1
4

~
Il

0
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Capitulo 5

MODELO DEL ANILLO

5.1 Generalidades y condiciones a la frontera.

Debido a que este modelo es relativamente facil, ya que su solucién no depende del tipo
de interaccion que se esté llevando a cabo, entonces analizamos el caso general, pero que
nos permite particularizar para el caso de interacciones a segundos vecinos, como se vera
posteriormente.

Por lo tanto consideramos un sistema de masas y resortes con n particulas, en el cual
exigimos que las amplitudes de las particulas n + j sean cero, (para interacciones a segundos
vecinos serdn las n + 1 y n + 2) asi como también las de las particulas 0 y —1, no todos
los modos normales cumplirdn con tales condiciones, desde luego lo que podria ser esperado,
son los ceros en una onda en puntos diametralmente opuestos debido a los requerimientos de
simetria.

Por lo tanto nosotros empleamos las condicines ciclicas a la frontera de Born-Karmaén, esto
es que:

Tnij=x; yque ki =kn#0

Graficamente tenemos

Por otra parte, podemos considerar los desplazamientos normales al plano, ya que se
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sigue con un problema unidimensional, la ventaja de discutir estos anillos, es que su solucién
analitica es relativamente facil, ya que su relacién de dispersién, que es lo que interesa obtener
en primer lugar, se puede escribir en funcién de una serie de Fourier y una suma de potencias
de cosenos, y méas que ésto, podemos encontrar los eigenvalores y eigenvectores en el sentido
del nimero de onda, pero es un poco restringido ya que las soluciones siempre van a salir
cosenos y senos, por lo tanto vamos a ver ondas del tipo oscilatorio, ya que la amplitud, no
puede aumentar ni disminuir, es decir, es constante, porque cuando iniciamos el ciclo con una
amplitud determinada, tenemos forzosamente que llegar a donde iniciamos el ciclo con esa
amplitud, entonces el movimiento ondulatorio es el Uinico tipo de movimiento posible, o sea
que como modelo no es realista ya que no nos permite obtener las amplitudes de las ondas,
pero es conveniente solucionar el sistema por los resultados a que da lugar y también por la
perturbacién pequena que se obtiene.

5.2 Matriz de movimiento y relaciéon de dispercién.

La matriz de movimiento que describe el sistema esta dada por:

ao a1 a2 az -+ Qap-1
p—1 Qo a az -+ Qap-2
MC - an—2 Gp—1 Qa0 ar --- Qap-—3

Por lo tanto tenemos un tipo de matrices en cuya forma muy general vemos: La diagonal
principal es ciclica con elementos ag, la primera diagonal ciclica con elementos a; , etc. por
lo tanto es un tipo de matriz llamada circulante, ademéas se cumple que a; = a,_;, que es
impuesto por las condiciones mecdnicas de las redes.

Como vemos la matriz de movimiento M. es simétrica, que es una consecuencia del prob-
lema pero que no va a influir mucho en las consideraciones matematicas.

Ademas es facil ver que la matriz M, se puede factorizar en la forma:

agp 0 ai 0
M, = IT+ IT+--

0 ap 0 ai

y que por lo tanto depende en la matriz S (Ver. Ref.[13]), que tiene como elementos “unos”
encima de la diagonal principal y un “uno” en la esquina inferior izquierda y todos los demas
elementos cero, esto es

.1
1 0
Por otra parte de las propiedades de esta matriz se sabe que:

SX =X
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tiene como solucién

M =e ™ =Wk (5.1)

Es decir tiene raices n-ésimas de “uno” como eigenvalores y los eigenvectores tienen la
forma:

1
Wk
]. W2K o .
K = — = g
Tn ‘ donde W =e
W(n—l)k

Por lo tanto con esta base, podemos solucionar el problema ciclico que corresponde a un
anillo; con estas consideraciones podemos expresar la matriz M, en la forma:

n—1
M,=>a;S" donde S°=1II 'y S"=II (5.2)
i=0

Entonces las potencias se generan por un ciclo de n’s, todas diferentes, hasta S™ que
reproduce S y S7t! = Sl .. etc.

Ademids M. es una funcién de S, y cualquier funcién de S se puede escribir, utilizando un
teorema, visto con anterioridad en la forma,

n

F(8) =Y F)li><il (5.3)

i=1

donde |i><i| es el operador de proyeccién que es el producto exterior de los eigenvectores y
ademas lo eigenvalores de M, estan dados por

fN) = i ai\’ (5.4)
=0

Ahora sabemos que, ! est4 dada explicitamente como una exponencial (ec. 5.1), que la
matriz es simétrica, lo cual nos permite determinar los eigenvalores de M. y que los eigen-
valores de una funcién matricial, son las mismas funciones de los eigenvalores de la matriz
original, entonces en lugar de la matriz tenemos que sustituir los eigenvalores esto es:

FOw) =D aik;
i=0

Ademés como A\, = W* que corresponde al eigenvalor nimero k, tenemos

n/2
FOVR) = aoII + 3 a;(WH + W) + %"W_ (5.5)
i=1
En donde n/2 es el entero més cercano y el tltimo término ocurre cuando A es par, por
ejemplo si la matriz es de orden 6 tenemos
f(W) = aoll + a151 + alS_l + 0252 -+ a25_2 + 0253
= aolI+a;(S+S1) +ax(S*+S72) +a3S®
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En donde vemos que sobra el término a3S® que corresponde al tltimo término de (5.5),
ademads el exponente estd elevado a la dimensién de la matriz sobre dos; por lo tanto existe
una diferencia entre casos pares e impares que esta dado por el Ultimo término.

Calculemos:

Wh — Wk = ki 4 ek = 2cos 2kaj
y sustituyendolo en (5.5) resulta:

n/2

2 wi
FOVE) = aolT +2 Z a; cos Nwzk + %621" kN (5.5")
i=1
Ademads como _
e%’(,‘kN — (_1)k
Por lo tanto resulta finalmente que
n/2 27 a
fOVF) = aoIT + QZ(H cos Nik + 7" (—1)¥]
i=1

Que es la ley de dispersion, que da la frecuencia (al cuadrado) como funcién del nimero
de onda k.
Para el caso de interacciones a segundos vecinos tenemos que n = 2

2k 2
FOV®Y = f(Ax) = ao + 2a; cos % + 2as cosﬁ7r -2k

Adem3&s como en problemas mecédnicos se cumple que
ao+2a; +2a; =0 y ademés como  cos20 =2cos’f — 1

Resulta. ok ok
F(Ax) = —2a;1(1 — cos %) — 4as(1 — cos? %) (5.6)

Expresando esta ecuacién, con los mismos términos empleados en el caso del interior de

cualquier cadena, esto es:
-2 ai

| Y = —
f 4(&1 + Clz) Y 4a,

tendremos

f(Aw) = —4&(ar — a2)

con lo cual de (5.6) resulta que

5 2TK

2
—4£(a; — az) = —2a1(1 — cos Lk) —4as(1 — cos N )

N

dividiendo entre —4a, y despejando £ resulta que

(1 —cos® 22k) + 2V (1 — cos 22F)
4 +1

&=
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y definiendo C = cos 2%£ resulta finalmente que
1+C+2Y

E=(1-c¢ 5.7
( ) 14+4Y (5:7)
Que es exactamente la relacién de dispersién para el interior de cualquier cadena, la unica
diferencia en la obtencién de esta ecuacién con respecto a la primera, es que ésta tiene como

eigenvalores.

5.3 Comparacion de los resultados con el interior de una
cadena y conclusiones.

La grafica de la relacién (5.7) estd dada por (IV.IV), en esa grafica vemos que los eigenvalores
caen sobre las lineas de “C” constante. Esto es porque el anillo necesita una condicién de
periodicidad, asi que tinicamene ciertos nimeros de onda son permitidos (esto es, nimeros
de onda que corresponden a ondas oscilatorias). Ademds en este modelo vemos que habrin
ciertas degeneraciones; donde las ondas de dos nimeros de onda diferentes pueden tener las
mismas frecuencias. En el plano Z; — Z5 esos forman una red determinada por los ceros de
los polinomios de Tchebychev esto es:

Adems3s es necesario investigar si combinaciones lineales de esas ondas degeneradas tienden
a desvanecerse sobre un par diametralmente opuesto de puntos.

Desde luego podemos escoger la fase de cada onda degenerada como se desee, podemos
hacer que tengan un maximo entre las dos particulas nodales. Entonces por simetria, los
desplazamientos de las dos particulas seran iguales.
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Parala otra onda degenerada haremos lo mismo, y por lo tanto ahora es un asunto sencillo
encontrar los coeficientes para los cuales la suma se desvanece en ambos puntos.

En seguida hagamos la seleccién de tal forma de que los nodos caigan entre las particulas
nodales. Esta vez las particulas tienen desplazamientos opuestos por simetria, esto es:

Una seleccién similar de fase para la segunda onda, permitird otra vez una combinacién
lineal que se anule en las particulas nodales. Claramente esas dos construcciones, admiten
modos normales independientes y por lo tanto tenemos una variedad bidimensional de ondas
degeneradas, que se anulan en las particulas nodales, para el puro anillo tendremos una
variedad tetradimensional, desde luego no exise restriccion sobre la fase de una onda ni de su
relacion de amplitudes.

Una forma de comprobar lo anterior se puede ver analizando la relacién de dispersién para
un anillo, esto es, ecuacién (5.5’), que nos da eigenvalores de M, expresadas por una serie
de cosenos, por otra parte este es un caso de interés, ya que una matriz simétrica debe tener
eigenvalores reales y los obtenidos aqui son complejos, pero esta ambiguedad se anula por un
andlisis grafico del coseno que resulta en (5.57), esto es, vamos a obtener f(w"), como estd
dado en funcién de una suma tenemos que dividir el intervalo entre 0 y 27 y éste dividirlo
en intervalos; de tal forma que si ¢ = 1 entonces £ = 0,1,2,..., se encuentre en el intervalo
0 < k < N, lo cual quiere decir que el coseno dado por (5.5%), se encuentra entre 0 y 27 al
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menos cuando ¢ = 1, por lo tanto la grafica del coseno tendra la forma siguiente:

4 f089

(1

En donde hemos evaluado su argumento definido como 6 = %k por lo tanto hay que
ver en cada uno de los puntos, el valor de esta funcién, lo importante es que, como este
subintervalo lo hemos dividido en una manera simétrica regular, entonces para cada valor de
un lado tenemos su correspondiente simétrico en el otro lado, lo cual quiere decir que para k
y n— k la funcion siempre toma el mismo valor, por lo tanto tenemos que el coseno tiene una
simetria por reflexion respecto a 7, entonces esto nos permite suponer que

FWE) = FWF)

Ya que es posible suponer que —k = n — k, entonces casi siempre existe una degeneracién
doble, y no existird degeneracién doble cuando n es impar, en cuyo caso vemos el punto 7
en un punto de subdivisién es decir vemos un sélo valor y esto corresponde el caso cuando se
involucra el iltimo término de la ecuacién (5.5).

Otro caso es que excluimos los puntos (1) y (2) de la gréfica por lo tanto, los puntos donde
el coseno alcanza a sus extremos que corresponden a —1 y 1 no ocurren dobles, éstos corres-
ponden al eigenvector de componentes 1’s y al término a, /2, porque en este caso tendremos
valores de la forma 1,—1,1,—1,... que ya son reales completamente, por lo tanto podemos
formar combinaciones entre el vector k y el —k, con lo cual podemos construir

1 1
Wk Wk
1 W2k W2k
K=— +
Vil .
‘Vv(nfl)k W—(n—l)k

Con esto podemos formar el vector siguiente:

cos 2Zk.0 ]

P
cos 2 k.1
P

cos W”k.Z
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En donde 0,1,... son coordenadas espaciales, ademdas podemos construir otro con com-
ponentes senos, también es posible construir uno con la parte imaginaria y otro con la real
correspondiente al eigenvalor complejo.

Por lo tanto este es un aspecto del problema de un anillo, en el cual siempre existe dege-
neracién doble, con excepcién de las dos frecuencias extremas.

Ademads podemos ver, que para el caso en que n es mas grande, se obtiene el mismo resul-
tado, entonces no importa a que nimero de vecinos se este llevando a cabo las interacciones.

Por otra parte vamos a tener como eigenfunciones, funciones que dependen de las coor-
denadas espaciales: 0,1,2,..., y de una funcién trigonométrica. Entonces escribiendo esto
en forma lineal, obtendremos que para el caso en que £ = 1 vemos una onda cosenosoidal y
otra sensoidal; cuando k = 2, obtendremos una onda con dos oscilaciones, pero siempre se
conserva su amplitud y por lo tanto hay que identificar el punto (1) con el (2) de tal forma
que el desplazamiento sinosoidal sea respecto a las frecuencias de los anillos. El hecho de que
la frecuencia espacial se considere fija, quiere decir que es cosenosoidal con un multiplicador,
entonces vemos ondas con frecuencia creciente hasta llegar al extremo de que la frecuencia es
tan grande que las particulas siguientes tienen desplazamientos 1,—1,1,—1,..., etc., lo cual
da lugar a una funcién sinosoidal discreta, ya que lo que vamos a evaluar son puntos discretos.

Entonces tenemos una ley de dispersién que nos relaciona el nimero de onda (esto es,
(=1)*a,/2), con la frecuencia (W*), por lo tanto si producimos una perturbacién en el anillo
y analizamos la superposicién de las ondas en el mismo, particularmente cuando estd formado
por muchas particulas, observaremos una distorcién ya que todas las ondas no se van a mover
con la misma velocidad, debido a que todas tienen el mismo nimero de onda, pero la frecuencia
que les corresponde no es nada lineal ya que siempre se fija el nimero de onda, en una onda
determinada, por estas exponenciales complejas.

Por otra parte una cosa importante que debemos analizar es, la condicién mecdnica, esto
es, ag = —2a; — 2as con lo que veremos de nuevo que el coseno es siempre menor que uno,
entonces ag es igual a menos todos los coeficientes, (es decir, los elementos de la matriz de
movimiento ) méas los coeficientes multiplicados por un niimero cuyo valor es menor que uno,
por lo tanto siempre saldran negativos estos eigenvalores, o sea las a’s sumadas, cada vez se
veran menores y como ag es menos la suma de todas las a’s se cumple que

-2) a; < f(WH) <0
i#0
Que es el intervalo dentro del cual quedan las frecuencias.

En interacciones a primeros vecinos, la relacion de disposiciéon que resulta es un coseno
desfasado, tal que sus mdaximos lleguen a cero, lo cual es responsable de la forma, de la
distribucién cosenosoidal o arcosenosoidal, que siempre tienen las frecuencias de un sistema
finito discreto.

En interacciones a segundos vecinos existe una degeneracién, en el limite cuando el espectro
es continuo y dicha degeneracién es cuddruple ya que en este caso la relacién de dispersion
tiene dos maximos y un minimo.

Ademis el hecho que f(WW*) < 0 es también debido a que ay es muy negativo y las a’s
no son muy positivas, esto es porque tenemos un sistema oscilatorio y el desplazamiento
generalmente resulta de una fuerza aplicada en el sentido contrario, en lugar de una fuerza
paralela, por lo tanto los eigenvalores tienen que ser negativos, de tal forma de que sus
raices cuadradas tengan que salir imaginarias, con lo cual se tendran oscilaciones en lugar de
funciones hiperbdlicas.
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El caso en que la frecuencia temporal es igual al nimero de onda, no tiene mucho sentido,
ya que esto implicarfa que habrfamos usado unidades tales que la velocidad del sonido tendria
el valor de “1”, lo cual si se puede hacer, pero no es conveniente, ya que podemos cambiar
F(W*), por cambio en la unidad de su distancia, o en su unidad de tiempo, aunque existen
algunos parametros que no es posible modificar facilmente, en el caso de que todos resultaran
iguales, las ondas se moverian sin distorcién siempre conservarin su forma, ademads si ondas
distintas se mueven con velocidades distintas, entonces habra distorcién, la cual depende de
la, que se mueva mas rapidamente. Ademads sin cambiar la linealidad o propiedades del medio,
ciertas ondas se mueven mas rapidamente que otras, por lo tanto una onda larga puede llegar
antes de que lleguen las componentes de alta frecuencia ya que inicialmente se genera un pulso
de un lado y en el transcurso del movimiento éste es modificado, por lo tanto el pulso incial
al llegar al otro extremo cambia, entonces la evidencia que vamos a observar en un anillo,
con interacciones a segundos vecinos, es una compresién del rango; una extension del mismo
depende del signo relativo que puedan tener las frecuencias.

Otro aspecto es que se pueden apreciar frecuencias dobles, es decir, frecuencias proximas,
entonces fuera de la degeneracién normal, existe esta degeneracién, la cual hace que una onda
pueda pasar en dos direcciones esto mismo sucede en una cadena libre como veremos poste-
riormente, exsite otra degeneracién no muy usual, pero que puede suceder en configuraciones
muy distintas, como por ejemplo en aquellas en las que el ndmero de onda sea completamente
distinto, en donde ademads pueden resultar las mismas frecuencias, esto tiene que ver con el
hecho de que exista cooperacién o antagonismo entre primeros y segundos vecinos. Por iltimo
es necesario mencionar, que si tenemos interacciones a més vecinos, obtendremos una ley de
dispersiéon mas complicada, pero lo interesante es que pueden encontrarse maximos y minimos
entre mayor sea el nimero de interacciones, lo cual quiere decir que habrd méas aproximaciones
degeneradas.
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Capitulo 6

MODELO CON EXTREMOS
F1JOS

6.1 Consideraciones del modelo y grafica del espectro de
eigenfrecuencias.

Este modelo como fue citado anteriormente, se puede considerar como el interior de cualquier
cadena, por lo tanto todo lo mencionado anteriormente es valido para este modelo.

En este modelo suponemos que las particulas 1 y N estdn acopladas a las particulas 0 y
N +1 respectivamente, que son consideradas como particulas ficticias con la propiedad de que
su desplazamiento es nulo ain cuando tengan el mismo tipo de interaccién que las particulas,
por lo tanto, podemos decir que estas particulas actian como paredes que fijan toda la cadena.

Por otra parte la matriz de movimiento para este modelo, estd dada por la matriz de
coeficientes M, esto es:

o a1 a2
a ao ar a2

a2 ai Qa a1 a2

Empleando esta matriz de movimiento, se obtuvo una gréfica de la variacién de las fre-
cuencias en funcién del pardmetro a1 /4as, esto es grafica (VLI).

Para claridad en la interpretacién de la gréfica, fue necesario diagonalizar numéricamente!
por el método de Jacobi una matriz de movimiento de 9 x 9, que es equivalente, a una cadena
con 9 particulas denotadas por 1,2,...,9, cuya variacién corresponde de la frecuencia mayor
a la menor, por lo tanto la variacién independiente de cada frecuencia no esta involucrada
unicamente en alguna de las trayectorias denotadas de 1,...,9.

1Esta gréfica se realizé empleando el lenguaje de programacién REC implementado (ver. Ref.[14]), en el
sistema de computacién CDC-3150 del (C.N.A.C.).
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GRAFICA ¥I-1

Grafica de las frecuencias de una matriz con interacciones

a segundos vecinos con los extremos fFijos.
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Un resultado importante que se deduce de esta grafica, es que existe dnicamente de-

dos vecinos, como se

ba analitica y graficamente que esta

on a segun

doble por cruzamiento en este tipo de interacci

puede comprobar de la gréfica (

z

generacién

as se comprue

), ademad

VII

Tchebychev ya que en este caso se obtiene la ecuacién explicita para cada curva y se demuestra

degeneracién doble es por interseccién de dos trayectorias, por factorizar los polinomios de
que existe interseccién entre ellas.
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6.2 Degeneracion por cruzamiento.
Vamos a ver un ejemplo de que la degeneracién que ocurre en la gréafica del espectro de
eigenvalores (gréifica VI.I) es por cruzamiento de dos trayectorias; para ello calculemos el

polinomio caracteristico (4.53) por ejemplo para m = 1, usando ademds la forma explicita de
los polinomios de Tchebychev, dados por las ecuaciones (D-7).

Por lo tanto sim =1
1(21,22) = — 1 Theo(8 = O{Ur(21)Uk(22)} =0
= —1{3U00(Z1)Uo(Z2) + 2U1(Z1)U1(Z2) + U2(Z1)Us(Z2)} =0
Usando las ecuaciones (D-7) y haciendo Z; = X y Z» =Y resulta
(4X% - 1)(4Y? — 1) + 2(2X)(2Y) +3 =0
factorizando y agrupando términos resulta finalmente que.
AX2Y?2 +1=(X —Y)?

Ahora solucionando la ecuacién para Y tenemos
Y2(4X?2-1)+Y(2X)+(1-X% =0 (6.1)

~X +(2X2 1)
(2X +1)(2X — 1)

Y =

Por lo tanto en forma factorizada tenemos que (6.1) toma la forma:

X — (2X% - 1) X+ (2X2 - 1)

ax+nex-0Y Texrnex—n)

(4xX? - 1)(Y +

o lo que es lo mismo
X+ DY+ (X + D)X -1)Y —(X-1)]=0

Por lo tanto tenemos dos factores que debemos analizar, esto es

1.
X +1
Y =- 6.3
2X +1 (6:3)
Que tiene las siguientes caracteristicas: asintota horizontal en Y = —% existe un polo en

X:—%yunOenX:—l.

Por lo tanto graficando esta parte tinicamente tenemos
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=1/2

11

(6.4)

Que se tiene una asintota horizontal en Y = 1; un polo en X =  y un cero X =1

k)
ILJ:
11 m‘.ﬂ-.:’ e ———— IR & §
4 p ¥
i
v :

y superponiendo las dos graficas, ya que pertenecen a la misma ecuacién, resulta
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Por lo tanto vemos que existe una verdadera interseccién de los dos lugares geométricos;
estos puntos de interseccién se pueden localizar de la siguiente manera: De (6.3) y (6.4)

X-1  X+1
2X -1 2X +1

> (X-1)2X+1)=—-2X -1)(X +1)
efectuando los productos y simplificando resulta que

1
X=4+—=4.707
V2

y sustituyendo el valor de X en cada una de las ecuaciones (6.3) y (6.4) se encuentra que la
interseccién ocurre en los puntos (.70, —.75) y (—.70,—.75).

Por un procedimiento similar tenemos para m = 2 el polinomio caracteristico resulta ser
64X3Y3 — 32(X3Y + XY3) +28XY + 32X?Y2 - 8(X?*+Y?* +6=0

y después de cierta algebra, resulta el polinomio factorizado en la forma siguiente

Y +/32Y7 —30Y2 4 12 Y 4+ /32Y7 —30Y2 4 12
(4XY+1)(8Y2_4)<X+ +/3 39Y2 + ><X_ +/3 30V + )

8Y? — 4 Y24

graficando estos factores independientemente y superponiendo las graficas resulta finalmente
que:
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En esta grafica se muestra claramente la interseccién de las diferentes trayectorias; en esta
grafica tenemos asintotas verticales en: X = —\/ig, X = % y X = 0y una asintota horizontal
enY =0.

Por un anilisis similar, se puede demostrar para m = 3, y 4, ya que para argumentos mas
grandes el 4lgebra se complica bastante.

6.3 Técnica empleada para graficar los modos normales
de vibracién (eigenvectores).

En este punto tinicamente trataremos de describir los conceptos basicos para graficar los modos
normales de vibracién de cualquier modelo, ya que el programa principal y las subrutinas que
efectiian tales cdlculos son descritos posteriormente (apéndice G) con todo detalle.

La idea es graficar los modos normales por medio de la colocacién de estrellas en los puntos
que representan ciertas coordenadas y puntos que representan las posiciones de equilibrio; en
el programa modificado estos puntos lo mismo que las estrellas estan unidos, lo cual da lugar
a lineas continuas (grafica VLIII) y lineas quebradas respectivamente, la informacién que se
desea analizar es inicialmente almacenada en archivos, registros y palabras; de tal forma que
el nimero de particulas estd dado por la coordenada horizontal (que no es otra cosa que
el niimero de columna), y el desplazamiento es la coordenada vertical; cuando se emplea el
sisema de Computacién IBM-1130 del C.E.N.A.C., es necesario una vez que se tienen las
estrellas unirlas manualmente, con objeto de tener una idea del comportamiento de la cadena
que estemos analizando, (esto es debido a las restricciones del sistema de computacién), la
grafica asi obtenida no representa el movimiento de la cadena, sino su comportamiento en el
momento de su desplazamiento méaximo; cuando se emplea la maquina IBM-1130 del I.M.P. la
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unidn de las coordenadas se lleva a cabo automaticamente por medio del graficador del mismo
sistema; con esto obtenemos la forma, inicial del comportamiento de la cadena, después hay
una funcién de tiempo para amplitud que varia senosoidalmente, esto es, con variacién de un
parametro seleccionado, ademés para ver como cambia el modo normal, se emplea un artificio
que consiste en que el siguiente vector a graficar se le desplazan sus coordenadas respectivas,
con lo cual se observard otra grafica y asi sucesivamente hasta poder observar una gréfica
con ciertas perspectivas. La idea matemadtica es la siguiente; un punto en esta representacién
tiene coordenadas (X,Y, Z), entonces se grafica una funcién f(X,Y, Z), en dos dimensiones.
La base de esta grafica consiste en conservar Z como la coordenada vertical, X como la
horizontal y Y es precisamente lo que deseamos desplazar, por ejemplo para ¥ = 1 existird
un desplazamiento en la forma que estamos acostumbrados a graficar, es decir, una serie de
lineas coordenadas pero desplazadas en la direccién 45° de acuerdo con su profundidad, como
se puede apreciar en la gréfica siguiente: Por lo tanto el punto (X,Y, Z) bajo el pardmetro Y

se transforma de la forma siguiente:
(X,Y,Z) = (X +aY, Z + §Y)

O sea le sumamos a X un incremento horizontal que corresponde al valor Y, y le sumamos a
Z un incremento que corresponde a la profundidad.

Otra cosa que podemos notar es que por la seleccién de a y 8 se puede cambiar el angulo
de perspectiva, por ejemplo si &« = 8 = 1 se obtiene la llamada perspectiva isométrica, en
cuyo caso la linea Y va a 45° de esto podemos concluir que es posible emplear una escala
arbitraria y por lo tanto la compresién o la profundidad van involucradas en la seleccién de
a'y f; si desplazamos 1 a 1 resulta una linea de 60° que es una perspectiva buena.

Con estas ideas se obtuvieron modos normales de vibracién para este modelo y en general,
para todos los modelos analizados en este trabajo, pero debido a que para modelos de 10
particulas se obtienen 10 modos normales de vibracién, no es posible incluir todos, por lo cual
se incluyen aquellos que dan mayor informacién.
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6.4 Graficas de los modos normales de vibracidn.

Para la descripcién de los modos normales es conveniente tener un diagrama de frecuencias
(Gréfica VLII) que nos permita observar el comportamiento de estos modos, por lo tanto
cada frecuencia corresponderd a un modo. Con objeto de obtener una mayor claridad en
la interpretacién de estas graficas tomamos un modelo de 8 particulas pudiéndose extender
hasta un cierto limite. La variacidn del espectro de frecuencias que empleamos, fue en el eje
vertical las frecuencias y en el eje horizontal la razén de constantes eldsticas entre primeros y
segundos vecinos (y), en este diagrama podemos observar la doble degeneracién caracteristica
de segundos vecinos que es reflejada en los modos normales por medio de discontinuidades.
Las gréficas de los modos normales (Grafica VLIII) como se mencioné anteriormente fueron
realizadas en tres dimensiones: en el eje z tomamos como variable independiente la razén de
constantes eldsticas (y), en el eje z el nimero de particulas y en el eje —y los desplazamientos
(de acuerdo con una perspectiva de 60°). De la serie de modos que describen el compor-
tamiento de la cadena podemos apreciar que el octavo modo normal correspondiente a la
frecuencia més baja no tiene nodos y que el primer modo normal tiene el maximo niimero de
discontinuidades, o sea, que el ordenamiento de las frecuencias no se puede llevar a cabo por
una regla usual y sencilla como en el caso de interacciones a primeros vecinos, sino que una
forma y quizd la mas directa en este momento es por observacién de los diagramas, y otra
caracteristica de los modos es que en la parte de abajo prevalece la interaccién a segundos
vecinos y en la de arriba la de segundos. Esto se dedujo por comparaciones de los diferentes
diagramas.
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Capitulo 7

MODELO DE UNA CADENA
CON LOS EXTREMOS LIBRES

7.1 Consideraciones del modelo, ecuaciones de movimi-
ento.

Anteriormente vimos que es necesario aumentar elementos en las esquinas de la matriz de
movimiento, de tal forma de poder emplearla uniformemente para el modelo con extremos fijos,
lo cual es equivalente a prolongar la cadena suponiendo para ello, que existen dos particulas
ficticias y que van a permanecer sin movimiento, ain cuando tengan el mismo tipo de in-
teraccién con las demés particulas que se encuentran en el interior de la cadena. Esto es
semejante al caso de cuando se sostiene un hilo por sus extremos y no se deja mover, lo cual
es conveniente por la uniformidad de la cadena, pero es poco real, ya que en las aplicaciones de
sélidos es més conveniente suponer “extremos libres”, de tal manera que los resortes extremos
no existan, esto es:
ko = kn =0

lo cual implicard un cambio en las constantes de las esquinas de la matriz M, esto es:

ado a az
ap ad’o a1 a
as ai ap a1 Qg

az
"
0

az ay Qao
En donde:
!
ag = —ap—ap
a”(] = —2a1 — a2

lo cual tiene validez si empleamos la condicién mecénica, esto es ag + 2a1 + 2a2 = 0, analizada
con anterioridad.
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7.2 Espectro de eigenfrecuencias.

De la misma forma que en el modelo de extremos fijos, se obtuvo una grafica de la variacién
de las frecuencias en funcién del pardmetro a; /4az, gréafica VILI.

Entonces es posible pensar en un espectro de condiciones a la frontera en donde las
particulas estan libres, por lo tanto hay modificaciones en las ultimas constantes; debido
a que un sélido se mantiene en posicién de equilibrio por fuerzas eléctricas entre los dtomos,
entonces en la superficie del sélido, es decir, en las fronteras del sélido todas las fuerzas que
actian de un lado no tienen su compensacién del otro lado, esto es responsable del fenémeno
de tensién superficial, podemos pensar que la superficie es méas densa, méds compacta, que las
constantes del resorte son mas grandes cerca de los extremos, que en el interior del sélido,
por lo tanto vemos que es necesario efectuar una gran serie de modificaciones cerca de los ex-
tremos de nuestra cadena, aumentando o disminuyendo las constantes del resorte para poder
apreciar todas estas variaciones.

7.3 Modos normales de vibracion.

Parala descripcién del comportamiento de estos modos normales, empleamos el mismo criterio
que en el caso de la cadena de extremos fijos, tanto para la grafica de frecuencias (Gréfica
VILII), como para la gréfica de los modos normales (Grafica VILIII), pero se observaron
diferentes propiedades, una de ellas es que no existen tantas degeneraciones como en el caso
de extremos fijos, ademéas que no se nota mucha discontinuidad cuando se cruzan dos curvas
de frecuencia y la observacién obvia de que el modo de frecuencia més baja no tiene nodos y
en este caso corresponde a una traslacién de las particulas, esto es debido al no confinamiento
de las particulas extremas, el séptimo modo corresponde a una especie de rotacién. En esta
grafica también tomemos como eje —y en el espacio tridimensional, una perspectiva isométrica
(correspondiente a un dngulo de 60°), en el eje z a la razén de constantes de interaccién y en
el eje x el ndmero de particulas.
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Capitulo 8

MODELO DE UNA CADENA
DIATOMICA

8.1 Forma del sistema inhomogéneo.

Ahora vamos a analizar el caso que da lugar a un sistema inhomogéneo y al mismo tiempo
analizaremos como se modifica nuestro modelo.
Asi que vamos a analizar un sistema de la forma:

a a a - - - bil
d2 ay Gy a1 as . st f2
T_|a a1 a a1 a - - -
Fri 2 1 0 1 2 T+ f3 (8.1)
In

Como se puede ver vamos a aplicarle fuerzas a cada particula, estas fuerzas dependeran
Unicamente del tiempo, pero como llevan subscritos podemos pensar que también dependen
de las coordenadas.

Existe un caso de interés, el cual da lugar a un sistema de ecuaciones diferenciales de
la forma anterior, este caso es el de una cadena diatémica, es decir una cadena formada
por particulas de dos clases diferentes, generalmente formada de iones, por ejemplo podemos
considerar la estructura del NaCl cuya cadena podemos considerarla que estd formada de la
siguiente manera:

- + - + -
cl Na Gl
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Entonces estos iones en el campo de una onda electromagnética sienten ciertas fuerzas
orientadas en la direcciéon del campo o en contra, de acuerdo con los signos de sus cargas,
0 sea que si le aplicamos un campo electrostatico a la cadena diatémica, los iones positivos
se moveran en una direccién y los negativos en la otra direccién, por lo tanto tenemos una
fuerza aplicada a cada particula, dicha fuerza dependera posiblemente del tiempo, o sea éste
es un modelo que nos permite analizar los efectos de un sélido sobre el cual incide una onda
electromagnética por ejemplo radiacién infrarroja, asi que las respuestas a estos campos son
vibraciones excitadas que son descritas por un sistema de ecuaciones con un término de fuerza
adicional, en la forma indicada por el sistema de ecuaciones diferenciales.

Otro caso que produce vibraciones importantes y que tiene que ver mdas con la rama
acustica, que con la dptica, es el que resulta de aplicar una fuerza sinosoidal Unicamente
a un extremo de la cadena y lo que deseamos determinar es que tipo de fuerza o como es
modificada una fuerza al llegar al otro extremo, por lo tanto queremos ver que tipo de fuerzas
son aplicadas y ver si una onda acustica llega al otro extremo o no.

Para solucionar el problema es necesario encontrar nuestra relacién de recurrencia, la cual
para el interior de la cadena tendr4 la forma:

d2 Z;
dt

Como se puede apreciar, la diferencia de esta ecuacién con respecto a la cadena normal
(ec. 2.4") estd dada por la fuerza f;(t) la cual puede extenderse con el tiempo.

Por lo tanto no es mucha la diferencia con respecto a sistemas ordinarios y de la misma
forma como se soluciona un sistema inhomogéneo con ayuda del homogéneo, se tratard de
encontrar la solucién.

Por lo tanto vamos a suponer que el vector x es un eigenvector, es decir, representa un
posible desplazamiento, en el caso de que exista otro tipo de desplazamiento formaremos una
combinacién de ellos ya que es un problema lineal, o sea podemos combinar los modos nor-
males de vibracién representados por los eigenvalores, ademdas vamos a estudiar el movimiento
general usando condiciones iniciales arbitrarias en términos de eigenfunciones.

Por lo tanto reescribiendo (8.2) empleando los conceptos anteriores y las condiciones su-
plementarias, resulta:

= QaTiy2 + A1 Ti—1 + ao%; + A2Ti—2 + a1xi—1 + fi(t) (8.2)

Tiya = _Z_;xi—i-l - )\;—2(10371' - Z—;flfi—1 - Z—zwz’—2 - %f:‘(t) (8.3)
Tit+1 = Tit1

r; = X
Ti—1 = Ti—1

Por otra parte los modos normales, que son los eigenvectores (por definicién) forman una
base, debido a que estamos tratando con matrices simétricas, por lo tanto podemos postular
no que (A — MI)X = 0, pero si postulamos que para cualquier potencia de k se cumple que
(A —XIT)*X = 0, lo cual define los eigenvectores; adem4s entre el conjunto de eigenvectores,
existe un conjunto completo y en base a esto, es en donde sacamos cualquier vibracién, como
un modelo normal de vibracién, por otra parte en los eigenvectores el tiempo es separable, ya
que tenemos un factor que depende del tiempo dado por e*? multiplicados por un factor que
depende del espacio, o sea, podemos decir que los eigenvectores forman un tipo de movimiento
donde es separable el tiempo, ademas la base asi formada es sumamente deseada, es por tanto,

84



tan importante diagonalizar la matriz y obtener sus eigenvalores, porque con esta técnica un
problema de n dimensiones se reduce a un problema de una dimensién que es mucho mas
sencilla de solucionar.

En forma matricial el sistema de ecuaciones (8.3) resulta

Tito v B v -1 Tit1 —fi/az

Ti4+1 _ 1 0 0 0 Z; 0

e | Tlo 10 of|ma|T 0 (8.4)
Ti_ 1 0 0 1 0 Ti_o 0

Que es la forma matricial de recurrencia que resulté anteriormente, excepto una cantidad
que representa la fuerza sobre la particula i-ésima.
Con objeto de solucionar (8.4) definamos las siguientes cantidades:

Tit1 Tit2
z; Tinq
T; = ' Con lo que resulta  z;y1 = o
Ti—1 Ti
Ti—2 Ti—2

Y también definimos el vector de fuerza como F; y la matriz de transferencia como Tj.
Con lo cual (8.4) toma la forma

Tiy1r = Taz; + F;
Desarrollando para algunas i’s, por ejemplo
i=1 — XQZTdXi—f—Fl

1=2 = X3=T3Xs+ F, = Td(TXm +F1) + Fy = TL%XI +Tdf1 + I
7/:3 — X4=TdX3+F3=T3X1+Td2F]_+TdF2+F3

i=n = Xo=TiXi+Tr 'R +Tr B+ Tr 3F+ -

Esta ultima ecuacién la podemos poner finalmente como:

n
Xpp1 =TpX1+ Y T 7F (8.5)
Jj=1
Como vemos la solucién obtenida tiene bastante similitud con la solucién general que se
obtiene en un sistema inhomogéneo (ver. Ref[13]) y que estd dada por

t

X(t) = Qt,t0) X (to) +/ Q(t,o)F(o)do (8.6)
to

En donde su derivacién es exactamente igual, a la efectuada para el caso que estamos

tratando, la Unica diferencia es que aqui queda finita la solucién y en el otro caso hemos

pasado a un limite, razén por la cual reemplaza a la integral una suma; ademas debido a que

Q(t, 1) es el producto de todas las matrices con tiempo variable, no es muy dificil encontrar las
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fuerzas aplicadas a la vibracién de una cadena por medio de la técnica que da la solucién (8.6),
lo Unico que tenemos que hacer, es expresar la influencia de una fuerza sobre una particula
en el movimiento de otra particula y esta influencia se expresa por un producto de las n’s
correspondientes a la distancia en donde queremos aplicar la fuerza y en donde queramos
observar los resultados.

Adem3&s posteriormente deduciremos una transformacién, que nos permite emplear la
ecuacién de movimiento M, para poder calcular el espectro de frecuencias y los modos nor-
males de vibracién correspondientes.

8.2 Matrices de movimiento y transferencia.

Para poder obtener una relacién de dispersién para este modelo partimos del hecho de que la
matriz de movimiento toma la forma (ver apéndice F).

[ ag/m a1 /vVmM az/m 0 0 0 - 0]
a /[vVmM  ag/M a /vVmM  ay/M 0 0
az/m a1 /vVmM ag/m avmM  azx/m 0
Ma= | ¢ az/M ai/VMm ao/M ai/VMm ax/M
| 0 _

En donde tnicamente por consistencia con las demds constantes definidas se tiene que en
este caso:

a1 =k, as = K y ao= —2(]{,' + kl)

Ademds la matriz de transferencia para un bloque de 4 p articulas toma, la forma después
de cierta algebra como

1v/M/maifas (AM —ag)/a2 —+/M/mai/as -1

3 1 0 0 0
T= 0 1 0 0 (87)

0 0 1 0

Para los otros bloques, tenemos exactamente la misma cosa, con reemplazar m por M en
todos los lugares, esto es:

—vm/May/ay (Mm —ag)/ay —+/m/Mayjay -1
1 0 0 0 (8.8)
0 1 0 0
0 0 1 0

Con objeto de simplificar el dlgebra serd conveniente mantener la razén de masas constante;
Mm = M? e introducir el cociente de las masas como un pardmetro, esto es:



también es conveniente denotar la razén de constantes de resorte como otro parametro, esto
es: ay
K=—
az
En cuyo caso las dos matrices (8.7) y (8.8) toman la forma:
p

-K/p (AM —ag)/az —K[p -1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

—Kp (Mn—ap)/az —-Kp -1

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

En este modelo estamos considerando que todas las contantes elasticas permanecen fijas,
pero las masas alternan, es decir, vamos a suponer que tenemos una masa pesada y una ligera,
por lo tanto multiplicando las matrices de transferencia resulta finalmente la matriz.

K? + (AM — ag)/as —%[()\m—ao)/aﬂ—% K?2-1 K

p
T, — —Kp (Am — ag) /a2 —Kp -1
¢ 1 0 0 0
0 1 0 0
Notemos ademas que
2
m=Mp 5 p=Far=dw =W
(8.9)
_M _
M= y =1

Adem3s el eigenvalor \ siempre va involucrado en la constante as por lo tanto, de (8.9)
resultan las igualdades siguientes

AM/ay = AIM/azp

Amfaz = AMp/as (8.10)

Con lo cual definimos £ = AM/ay = \\/Mm/ay que depende en la media geométrica de las
masas y la constante del resorte a segundos vecinos.
Adema&s tomando en cuenta el término ag/ay, tenemos

ag = —2((11 + az)

asi que
—ao/a2 = 2(K + 1) (8].].)

Sustituyendo las ecuaciones (8.10) y (8.11) en la matriz de transferencia Ty resulta final-

mente:
K+1)+1 K?-1 XK

—~

K245 42K +1) —Egp+2

3

T, — —Kp Ep+2(K+1) -Kp -1
d 1 0 0 0
0 1 0 0
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8.3 Relacion de Dispersion.

Ahora deseamos encontrar los nimeros de onda, lo cual se puede hacer encontrando los
eigenvalores u de la matriz de transferencia.

K2+S 42K+ 1) —p —E@p+2k+1)+1) K2-1 K

P
—Kp Ep+2(K+1)—p -Kp -1 -0
1 0 —u 0
1 0 —u

desarrollando el determinante, empleando el tercer renglén resulta

—uK*(€p + 2K +3) — (K* = 1) + p(K* = 1)(ép + 2K +2 — p) + K*
—p{—p(K? + % +2(K+1) —p)(Ep+2K+2—p)— K +
+(K? + % +2(K +1) — p) +uK”(€p+ 2K +3)} =0

Reagrupando términos resulta la relacién de dispersién que involucra, M y &.

ut — K+ E(p + %) +AK + D]+ (K> +€/p+2(K + 1)) - (p + 2(K + 1)) +

—K? - (p+2(K +1) —2K> + 2] — p[K> +£(p+1/p) +4(K +1)]+1=0

El coeficiente de pu? puede ser simplificado m4s, para esto, definimos

X =2(K +1)
esto es
(X+%)(X+§p)—2K2+2 = X2+X(§+§p)+§2—2K2+2

+1
= 4K +1)?+[2(K + 1)5(”7) + € —2K? + 9]
Por lo tanto la relacidn de dispersién, conectando p y € es
p+1
p
UK +£(p+ %)+4(K+1)]+1 -0 (8.12)

p'— 1’ [K* + E(p + %) +A(K + 1))+ g’ [4(K +1)® — 2K + 2 + 2(K + 1)&( ) +¢€7

Como vemos los coeficientes de esta ecuacion resultan simétricos, como en el caso del inte-
rior de una cadena. Ademads sabemos que las raices ocurren en parejas reciprocas, definamos

1
’I"]_+H = a

el (8.13)

Entonces la forma factorizada de la ecuacién toma la forma

(v* —ap+1)(p* —bp+1) =0
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desarrollando

pt—(a+b)d+2+ab)p’ —(a+b)+1=0 (8.14)
Comparando las ecuaciones (8.12) con (8.14), tenemos que resolver las ecuaciones siguientes:
1
a+b = K?+&(p+ ;) +4(K +1)
1
2+ab = 4(K+1)2-2K*+2+2(K+1)&(p+ ;)+§2

Como la relacién de masas entra solamente en la combinacion.
1

podemos, por lo tanto introducir esta definicién en las dos ecuaciones anteriores resultando

a+b = K?+EP+4(K+1)

2+ab = 2(K?+4K +3)+2(K +1)(P + € (8.16)

Estas ecuaciones determinan los nidmeros de onda como funcién de K, P y £. Sin embargo,
podemos resolver la relacién de dispersién para &, para esto despejamos £ de la ecuacién (8.12)
junto con la definicién (8.15) resultando

E2 +2PEK +1—C)+4C% = 20[K? + 4K + 1)] + 4(K +1)2 = 2K* = 0 (8.17)
En donde se empleé una definicién anterior, esto es
1
pw+—=2C
u

La ecuacién ha sido simplificada al punto de que puede ser solucionada para &, esto es:

—2P(K +1—C) +/AP2(C — K +1)? — 4{4C? — 2C[K? + 4(K + 1) + 2K + 8K + 4}
- 2

Que después de cierta dlgebra toma la forma simplificada

E4+P[K—-C+1]==+/(P2—4)(K —C +1)24+2K2(C + 1) (8.18)
Con objeto de checar el algebra, consideremos el caso donde M = m asi que

2
=— =1
P =

1
P=p+-=2
p
Sustituyendo estos valores en la ecuacién (8.18) tenemos
E+2(K —C+1)=+K/2(C +1)
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Regresando a la relacién de dispersién (8.17) esto es

2 4+2PE(K+1—-C)4+4C? —2C(K2 4+ 4(K +1)) + 2(K2 +4K +2) =0

Ahora queremos solucionar para C' en términos de &, P y K, por lo tanto reduciendo a
una ecuacién de segundo orden la ecuacién anterior.

4C% +20(PE+ K2 +4K +4) + € +2PE(K + 1) + 2(K2 + 4(K +2)) = 0
Por lo tanto

_ 2[PE+ (K +2)* £ \/4[PE+ (K +2)%%2 —4-4[€2 + 2PE(K + 1) 4+ 2(K? + 4K + 2)]
B 8

C

(8.19)
El descriminante, que define la transicién entre nimeros de onda reales y complejos, es:

[PE+ (K +2)?)% = 4[¢% + 2PE(K + 1) + 2(K? + 4K + 2)]
que se reduce a la ecuacién simplificada
(P? —4)¢% + 2K?PE+ K*(K +4)* =0 (8.20)

Para P y K fijos, hay dos valores de £ que satisfacen esta relacién, y para los cuales C
puede tener una doble raiz. Cuando P = 2, hay solamente una raiz.
Para el caso general

_ —2K*P £ \/AK?P? — 4(P? — 4)(K*(K + 4)%))

¢ 2P (8.21)
Por lo tanto £ tendrd unicamente una raiz cuando
K2P? = (P? —4)(K +4)?
despejando P? resulta
p?_ ;{KJF_E; si K =1— P? = 4.16;
si K=2—-P*=45 (8.22)

0 sea que P=2+¢

Para valores de P dados por la ecuacién anterior, tendremos la frontera entre la regién real
y compleja de los nimeros de onda, ademas es conveniente conocer donde C' = +1, retornando
a la relacién de dispersién dada por (8.17) y suponiendo C' = 1.

2 +2KPE+4—2(K2+4(K +1)) +2(K2+4K +2)=0

Que se reduce a:
E(E+2KP)=0

Por lo tantoparaC =1, (£ =0; { = —2KP. Para C' = -1

E+2PE(K +2) +4+2(K2+4(K +1) + 2(K* + 4K +2) =0
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que es simplificado en la forma
€ +2(K+2)PE+4(K+2)%=0

Esto ocurre cuando

£=—(K+2) [P:F\/P2—4]

O sea que si C' = —1 entonces £ tendrd dos raices distintas y generalmente positivas, ya
que el radical es siempre positivo.
Modificando ligeramente la relacién de dispersién (8.17)

E+2PE(K+1-C)+4C% —2C(K* + 4K +4) +2(K* + 4K +4) -4 = 0
E2+2PE(K+1—C)+4C% —2(C —1)(K? 4+ 4K +4) — 4

finalmente
E242PE(K+1-C)4+4(C*-1)—2(C-1)(K+2)2=0

Que es finalmente la ecuacién que deseamos graficar e interpretar fisicamente, esto es graficas
(VIIL.1), (VIIL.2), (VIIL.3).

Lo que deseamos graficar es £ = (K, P,C). En donde tenemos que P es un pardmetro
que es la razén de masas y C es una constante que depende de los dos niimeros de onda y
que en las graficas es la que nos va a definir los contornos, con objeto de distinguir las dos
C’s que se obtienen una la denotamos con C' y la otra con C".

En la gréafica (VIII.1) la razén de masas P que utilizamos fué de 2:1, en esta grafica
podemos apreciar las bandas caracteristicas de las cadenas diatémicas, as{ podemos distinguir
la banda acustica (esta banda se caracteriza por curvas de baja frecuencia) entre los contornos
de C = 1.0y C = —1.0 en esta regién también podemos apreciar que al menos existe una
onda oscilatoria la cual nos indica que hay propagacién. La banda éptica estd dada por la
familia de curvas de C' < 1, en esta grafica vemos que no es posible ordenar las frecuencias
por el nimero de onda que es caracteristico de primeros vecinos, esto es debido a que hay una
cierta inversion de las frecuencias en esta regién. La banda prohibida formada entre estas dos
regiones se caracteriza porque no existe ninguna onda |C| < 1.

La gréfica (VIIL.2) se llevé a cabo con una razén de masas de 1 : 1 lo cual nos indica
que es el caso de la cadena uniforme, al comparar esta grafica con la (IV.IV) vemos que
concuerdan en algunos aspectos, otros aspectos que no son observados con claridad debido a
que se necesita una investigacion mayor en este punto, como por ejemplo no llevamos a cabo
el andlisis completo de la regién compleja que se caracteriza por estar formada por familias de
hipérbolas, sin embargo, el Unico fin que nos propusimos fue el de indentificar ciertos aspectos
que al final de cuentas, fueran congruentes. La gréfica (VIIL.3) es con razén de més 5 : 1 ésta
da esencialmente la misma informacién que la grafica (VIIL.2).

Una cosa que podemos apreciar de estas graficas es que al aumentar la razén de masas,
los rangos de las bandas se van haciendo méas cortos.
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GRAFICA (VIII-I)

F= 2.0 (Razén de masas) ,10'= 2.0

c=-1.0
-20.0

C=-lL0
-15.0

-10.0

t-¢

£=0.0

-5.0
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GRAFICA {vI-11)

C'= 4.0
=100 .
&=0.0
F ¢'=3.0
-
-20.04
t'=t=-1.0
-15.0 1
-100 -
c=0.0
=5.0 4
c=Lo
t + » K
80 70
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GRAFICA (VITI-TIT)
r: 5.0

c=-3.0 c'=-2.0 C=-L.0 c=-4.0 c=-3.0

ety

-20.0t

t'=- 4.0

=-15.01

C=-10

=00

=35.04
C'=0.0

¢'=1D

t'=2.0

€=¢'=3.0"

c=c=4.0_|

y y y y y ' * K
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8.4 Modos Normales de vibracion.

El espectro de frecuencias (Gréafica VIII.4) que nos marcard tendencias del comportamiento de
los modos normales se realizé tomando como variable independiente la variacién de frecuencias
y como variable dependiente se tomé a a; como constante y as de tal forma que a; + as fuera
constante, en esta misma forma se tomd el eje z de los modos normales de vibracién (grafica
VIIL5), el eje —y como los desplazamientos, y el eje £ como el nimero de particulas; ademas
se tomd un cociente de masas de 0.6250. En este caso se pueden apreciar regiones no definidas
completamente como en el caso limite de primeros vecinos (banda actstica y Gptica), estas
regiones pueden traslaparse esto pasa cuando las interacciones a segundos son severas; ademas,
si el nimero de onda es complejo puede dar lugar a un modo localizado que lo es en el sentido
de que puede atravesar la regién prohibida, si al menos uno es real indicard propagacién. Un
resultado interesante que se puede apreciar en el espectro de frecuencias es que en la rama,
Optica las curvas de frecuencia son rectas y que convergen en un punto (a este punto no se le
ha podido dar una interpretacién adecuada) de la misma forma que en los modos normales de
vibracién de modelos anteriores, podemos notar, que el modo de més baja frecuencia no tiene
puntos nodales, de esto podemos decir que este modo es suceptible a todo tipo de variacién.

ESPECTRO DE FRECUENCIAS DE UNA CADENA DIATOMICA
N =8, A1 = 8.1888, A2 = 1.9888. RHOD = B8.6258
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GRAFICA VIII-IV

Otra forma por la cual se puede ver las curvas definidas por la relacién de dispersion es la
siguiente.

Otra vez la relacién de dispersién

€2 4+ 2PE(K 4+ 1) — 2PEC +4C% — 20(K? + 4(K +1)) + 2(K? + 4K +2) =0
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Que podemos poner en la siguiente forma

[€ C] [ _; _Z] [g]+2P§(K+1)—20(K2+4(K+1))+2(K2+4K+2):0

Calculando las raices de la matriz de 2 x 2

-P 4-)
1-XN@4-N—-P* = 0

‘ 1-\ =P

Por lo tanto las raices estan dadas por

N 5EVZ AT

2

Con lo cual vemos que siempre tenemos una rafz positiva y una negativa.
Calculando las componentes de los eigenvectores tenemos

[ el (o]

1-PU=A

1-
U=-—7"-

Por lo tanto la relacién de dispersién define familia de hipérbolas.
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GRAFICA VIII-V
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Capitulo 9

MODELO DE UNA CADENA
CON UN DEFECTO
PUNTUAL EN UNA
PARTICULA

9.1 Modificaciéon de un elemento de la matriz de movi-
miento.

Lo que se trata de cambiar en este modelo, son las condiciones para la ultima particula, la
cual equivale a cambiar el elemento de la esquina superior izquierda de la matriz M. Esto es,
queremos cambiar el elemento ag fisicamente seria necesario cambiar algunos elementos maés,
pero vamos a analizar que pasa con el cambio de este elemento tinicamente.

Anteriormente vimos que para el caso de una cadena sin modificacién la relacién de re-
currencia tenia la forma

Xnt2 =T} X,

Ya que en este caso considerabamos que todas las masas de nuestro modelo eran iguales,
pero ahora con las modificaciones del resorte en su extremo resulta:

Xng2 = (TiT7 ) TP X, (9.1)

Ya que vamos a reemplazar la dltima particula, lo cual equivale a cambiar ag por aj y por
lo consiguiente T por T, por lo tanto T/ T~! es un producto matricial de la forma

v B v -1 01 0 0

1| 1 0 0 O 0 010
TaTy 01 0 O 0 0 01
0 01 0 -1 v B 7



A=a0 v por lo tanto ' = 222 por

En donde, como vimos anteriormente (ecs. 2.13), 8 = - -

lo cual

pop="% _ 09)

a2
por lo tanto el producto se reduce finalmente a que

TiT; ' =

OO O =
SO = O
O = O Mm
= o o O

Como lo que nos interesa calcular es (T T, 1)T y como no conocemos la forma explicita
de M™ podemos suponer que es de la forma

t11 tiz ti13 tig

7(n) to1 taz tag  tog
d t31 t32 t33 t34
tg1 ta2 taz Taa

Por lo tanto el producto matricial (T T;")T} queda finalmente

t11 +€t31  ti12 +€tzn  t13 + €3z t1a + €lzy

- t21 22 ta3 to4

TI T 1 Tn —
(Ta Ty )T t31 t32 t33 t34
ta1 ta2 t43 t44

Entonces aplicando la condicién que determina los eigenvalores (ec. 2.18) resulta

(n) _ | t11 +€t3r  tio +e€tzn |
Tan = ‘ o1 t22 =0
Que se puede factorizar en la forma siguiente:
t11  tio to1  ta2o
—€ =0 9.3
to1  la2 ‘ t31 32 93)

Esta ultima ecuacién polinominal es la que tenemos que interpretar y solucionar, pero
antes de hacerlo analicemos algunas cosas.

Como se puede apreciar en (9.3) el primer determinante es la condicién para encontrar
los eigenvalores del problema sin perturbar y el segundo determinante nos da la forma de
la perturbacién, ya que sus elementos fueron determinados por los elementos del producto

matricial T/ T, ademé4s hemos visto que recursivamente cada determinante corresponde a
una submatriz de (T T—1)T™.

|t tae
P = ‘ tor T2

y Py(\) = ‘ :21 ]7:22
31 t32

son dos polinomios en A, entonces de (9.3) resulta que

P(A) _
p2(N) B
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Que es una fraccién racional, que tiene raices ceros y polos, en donde los ceros son las
raices de la cadena sin perturbar y los polos son las raices de la cadena menos una particula,

esto es, de la cadena modificada.
Este resultado es andlogo al obtenido en interacciones a primeros vecinos, en donde resulta

el cociente de dos polinomios igualados a una constante.
Analizando (9.4) vemos que si € = 0 reducimos las raices de la cadena, a las de la cadena
sin modificacién cuando € # 0 obtenemos otras raices, por lo tanto la gréfica de la fraccién

racional (9.3) resulta de la forma siguiente.

GRAFICA TIV-I

v
m

A e e e e s ]t e rm— e ———— e m

e e e R i e B s o ——————

e = B A B | B
e et mmE e e e e e e e ——— ey e ———— -

De este tipo de graficas resultan, cuando comparamos los eigenvalores de una matriz y una
submatriz, resultado conocido como teorema de alternacién de eigenvalores (ref. [15]), que
dice, que el espectro de eigenvalores de una submatriz queda comprendido entre el intervalo
de eigenvalores de la matriz original, y ademads resultan de condiciones para la obtencién de
las frecuencias en interacciones a primeros vecinos.

9.2 Espectro de frecuencias.

De la misma forma que en los modelos anteriores, se obtuvo una grafica de la variacién de
las frecuencias en funcién de la variacién de una masa que crecia linealmente, esto es, gréfica

(IX.IT)
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GRAFICA DE LAS EIGENFRECUENCIAS DE UNA CADENA DE EXTREHOS
FIJOS ¥ CON INTERACCIONES A SEGUNDOS VECINOS

+ O . . B - - . ’ T - H vt s A 3 . 2z
- [ - - F:1) - » . - 7 - 1 'L Y & 3 0 z
.y - . B+ - v . - 7e . M b b o. i 3 . z
e Q4 - . e - N . o T s - 1 BaD . I 3 ] 21
e G . - . B . N . 7 - . i -] . 4 3 2+ 5
P - v ar . . ¢ T . . N Bl -] . 4 J.2 . I
Y] . . v Bt * . .7 . - e 1 +5 - “ 32 - H
o9 . . N G - - 7 . - s 1 .3 . - 31z . 1
-9 L} - - [ * « 7T 3 + & I +5 . & 3 2 - 1
G . . + B . bl . ‘. + & 1 ] * “ 3 2 . 1
L) . . - B~ + T . . . - e i +D + 43 4 - 1
L] L] + ' Er L v ‘ . ) 1 [ 0 43 2 - 1
9 I} . . He 7 . " + + X 1 +5 > ] 2 - 1
9 - . - B+ 7 - . . + (2] 1 +5 . 43 F * 1
L] - % - B+ T . . . . I 1 +2 . 43 2 - 1
] B . - B+ 7 s . . . « ke 1 -5 . 43 2 + 1
Gy + - - B 7 * . . . B 4 b * 23 2 » 1
Y . . . Br T % + + + a B . 1 w5 . w1 2 . i
Qs - - . gs T 4 . . - . b ow [ +5 * &3 Z . 1
9 - . . BT . + + . b H o . 43 H - 1
7 * * . AT - N - + . A o» I3 «5 - R 2 + 1
P . . . ar * N - . . B 4 H 5 . LY z . 1
G * - - ar - . ' + + B o+ T b . ak 2 + 1
9 . I - Ky + N - + « b e I b + 41 s - 1
G - . + R+ * - . + + B o« 1 D . s 2 - 1
9 o+ . . - 6+ - - . - » b6 s 1 l « 4 2 + 1
9 . - . - B+ - - + - v bo. 1 o5 . 1 2 - 1
4§ . - - - Er L3 - . - + b . 1 ] . 43 4 + 1
G - - + . G+ + * - - + b . 1 53 + ad 2 4 1
LY + . - BYe . - . - r b 1 -] . 44 2 .
G o - + + BTe + + - . * 64+ 1 £ T £y} 2 - ;
9 . . . = BT - - . . LIS 1 - 43 2 . 1
: + . + + {Te - - - - LI I 1 b + %3 2 + ]
. . 0 + BT, . . + . « 64 I 5
L [ . r BT * - + - + 6 1 := : j.: g : i
Q. . ) « 8 T . . . . LI -] I O - 44 2 * 1
L . . « B . - . . - ¢ b H - - 43 2 + 1
9 . . . + B T * ’ . » ¢ B o [ Iy + &t 4 - ]
G s + - «- B 7a - . . - + boe I o5 - Wi Z . 1
o - . . B Fe . . . . - b I 45 . 4 7 - 1
G . . . « B 7a - . . - - [ ) - 41 2 - 3
8 * . = B Te - - * - + b 1 by 0 [ 2 - 1
9, . . a B T - . v . b I 43 . 43 4 - i
§ = . . - - . v . b . 1 «5 . w1 H - 1
T 4 - » B 7 3 - » - + A e 1 3 - P 2 + 13
g . . . B T * * . . 4 B . 1 2 ) il ¢ - 1
g . » - I . . + . LI ) 1 (3] . ] 2 - 1

9.3 Modos normales de vibracion.

En este modelo, la grifica del espectro de frecuencias (Gréfica IX-III) se lleva a cabo tomando
como eje vertical las frecuencias y en el eje horizontal la variacién del logaritmo del cociente de
masas, la variacién fue de 2/8 a 8 con incrementos de 0.194, en la grafica de los modos normales
de vibracién (Gréfica IX-IV) tomamos como variable independiente (eje z) la variacién del
logaritmo del cociente de masas, en el eje y los desplazamientos con perspectiva isométrica
y el eje  como el nimero de particulas. En la serie de modos normales se puede apreciar
que si el defecto es ligero, el modo de frecuencia mas grande es localizado en el sentido de
que tendrd una gran amplitud de vibracién en el sitio del defecto y decae exponencialmente
lejos del defecto. Este fendmeno es manifestado en el diagrama de dispersién por notar que el
punto que representa la frecuencia mas alta se mueve dentro de la regién de nimeros de ondas
pertenecientes a ondas amortiguadas a medida que la severidad del defecto es aumentada. Si
el defecto es pesado el modo de frecuencias més bajo casi no se mueve, este modo se mueve
jalando a todos los demds, en el limite puden desaparecer dependiendo de la masa. De la
masa defectuosa dependerdn los otros modos y que haya cruzamiento.
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9.4 Modificacion de dos Particulas Interiores.

Habiendo visto que la modificaciéon de iinicamente una masa en la cadena con interacciones
a segundos vecinos no produce una ecuacién secular que sea particulamente interesante, se
puede confiar en la experiencia adquirida con una cadena con interacciones a primeros vecinos,
entonces es permitido modificar una masa en el extremo de una cadena, sin embargo, en
cadenas con interaciones a segundos vecinos, se requiere la modificacién de dos dtomos para,
cortar la cadena.

Analizando la matriz de recursién

Yy B v -1
1 00 0
01 0 0
001 0

El término que depende en la masa es 3 a través de Am/K. Por lo tanto el cambio de m
am(1l+ 0) resulta en el cambio de f a 4+ dAm/K = +e.
Si cambiamos las masas 7 y ¢ + 1, tenemos entonces la modificacién siguiente

[0 ¢ 0 O

noo me| 0000l o
00 00
[0 41 0 O

Tiv1 — Tigq+ 88 88 =Tix1+ea
00 00

y un segmento interior de los T productos contiene:
(Tiy1 + €&)(Ti + e1) = Tipa T + €T + Tiga€i + €261

El dltimo producto es cero, asi que los términos dependiendo en € son en forma matricial
los siguientes:

01 0O v B v -1 v B v -1 01 00
0000||1 000 100 0 000 0]_
2lo000||lo100 |7 o1 0 0 0000]|"
0000||0 o0 10 00 1 0 000 0

1000 0~ 00 e ey 0 0
o000l o1 oo| {0 a 00

000 0 0000 00 00

000 0 0000 0 0 00

Si llamamos la matriz total no modificada por @, al segmento del lado izquierdo por T y
al segmento del lado derecho por ¢, resulta

t11 tiz tiz t1a
t21 t22 t23 24
t31 t32 t3z 34
tyr ta2 ta3 taa

!
= Q+
@ @ T3 Tzp T3 Tz

OO oo
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Ti1(eat1n + e1vtar) + Tho€rtor  Thi(eatiz + €17t22) + Tiaertas A A

o = O+ To1(eat1n + €1vt21) + Too€rtar  Tor(eatiz + €17t22) + Tore1tan A A
A A A A

A A A A

Por lo tanto el menor que determina la ecuacién caracteristica es

Q11 + Tt + e1Tiator + e17Titar Q2 + 2Ttz + e1Thatoe + €1 Th17t22
Q21 + eTo1tin + 1Tt + €17t To1 Qa2 + €2To1t12 + €1To1t22 + €17T21t20

Los dos limites significantes ocurren, por supuesto cuando € -+ 0 y € = oo. Pero € = 0,
por supuesto que recuperamos la cadena sin modificar como se puede ver al hacer ¢ = 0y
€2 = 0 en el determinante anterior. Para ¢ — 0o podemos ignorar las )’s, a menos cuando
éstas no sean vitales para la obtencién del determinante, esto es de su valor real.

Después de cierta algebra resulta que la suma de las determinantes parciales para el caso
en que € — oo toma la forma

T11 T12 Tll T12
= t t t T: t t
(eat11 + €17t21)(€11t22) Ty, T + €121 (eat12 + €17t22) Ty, Too
= P T et et (@) — (et (et + e17t)}
= Ty1 Too €2011 T €17121 ) €1122 €1121 ) €2112 T €17YT22
_ | Tu T || etutearta etiz+eybn
Ty To2 €1ta1 €1ta2

Con lo cual resulta finalmente que la condicién para obtener el espectro de eigenvalores cuando
modificamos dos particulas en la cadena con interacciones a segundos vecinos es

Tiw Tro

=0
Toy Ty

Q11 = e1€e2

t11 t12
tor  to2

Por lo tanto en el limite, nuestro determinante se reduce a A2 veces el producto de los
polinomios caracteristicos para los dos segmentos dentro de los cuales la cadena se separa.
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Capitulo 10

COMPARACION ENTRE
ALGUNOS DE LOS MODELOS
ANALIZADOS.

Lo que nos interesa es comparar cadenas ciclicas con cadenas finitas, pero con extremos libres
y con extremos fijos. Del andlisis anterior vemos que las variaciones de los modelos que
deseamos analizar, dependen Unicamente en los elementos matriciales de las esquinas de la
matriz de movimiento M. Y se han aumentado elementos, principalmente en las esquinas
de la matriz con objeto de poder utilizar la matriz de transferencia T', uniformemente en
cualquier posicion de la cadena; pero para efectuar estos cambios, que equivalen a prolongar
la cadena con las mismas constantes es necesario suponer que existian dos particulas ficticias
que permanecian sin movimiento, ain cuando tenian el mismo tipo de interaccién con las
demés particulas que se encuentran en el interior de una cadena.

Entonces de la foma como tenemos construidos los tres tipos de matrices referentes a los
tres modelos mencionados anteriormente, es posible relacionar un modelo con otro y mas que
eso, podemos encontrar una relacién entre los eigenvalores y eigenvectores de los tres modelos.

10.1 Comparacion entre el modelo ciclico y el de ex-
tremos libres.

Asi por ejemplo la diferencia entre el modelo ciclico (M,.) y el modelo del extremo libre (M)
es una matriz que podemos calcular en la forma siguiente:

ag a1 G2 -+ Q2 ai a6 a; a9 e 0
ai ay a1 Qs -+ Qs a1 ay a1 as

n
as ag ai 0 ay, a1
ai a2 ai  ao 0 a1 a
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—(ag+az) 0 -+ a2 ai

0 —as 0 as

: =D (10.1)
as 0 —as 0

ax a» 0 —ar—a

Para obtener esta matriz, hemos usado algunas consideraciones ya mencionadas con ante-
rioridad, como son: el hecho de que estamos tratando con un caso de interacciones a segundo
vecinos, lo cual da lugar a que en la matriz del modelo libre aparezcan los parametros nuevos
ag y ay deducidos con anterioridad; otra cosa que se puede apreciar es que las matrices para
el caso libre y ciclico, conservan la propiedad de que la suma de los elementos de cada renglén
es cero y es claro que la diferencia entre ellos también conserva esta propiedad.

Ademds también podemos apreciar de la forma de la matriz D, que el vector que tiene
todos sus elementos iguales a uno, es un eigenvector ya que si multiplicamos la matriz D por
este vector, el resultado es que se va a sumar cada renglén y cada renglén sumado resulta
cero, esto es:

—a; — ap 0 e a2 ai 1 0
0 —Q2 - 0 a2 1 0
az 0 —as 0 1 0
ap as s 0 —a; — as 1 0

Por lo tanto estamos tratando con el eigenvector correspondiente al eigenvalor cero, lo cual
quiere decir que los desplazamientos son los mismos para cada elemento de la cadena, por lo
tanto a un anillo y una cadena libre les es permitido un movimiento de traslacién de todos
los elementos que los constituyen.

En el caso de la cadena, que estd fija en sus extremos, no es aplicable lo anterior y por
lo tanto el vector con componentes 1’s, no es eigenvector, ya que en este caso no existen los
elementos de las esquinas que se forman por efectos del caso libre (esto es el ag y af)-

Ahora lo que nos interesa es analizar las propiedades de la matriz D, es posible obtener
sus eigenvalores y eigenvectores en una forma inmediata, debido a que la parte del centro
contiene puros ceros y por lo tanto inicamente una parte, que forma una matriz de 4 x 4, es
la que realmente nos interesa.

Para analizar la matriz D es conveniente factorizar en la forma siguiente.

—aq 0 as ai

B 0 0 O as | _ o _
D = O,QII + as 0 0 0 = D1 GQII
ai as 0 —aq
Los eigenvalores de la matriz D, se obtienen de
—a; — € 0 as ai

0 - 0 as —0=

as 0 —¢ 0 -

a as 0 —a;—c¢

108



= —(a1 + e){—¢[-e(-a1 — &)] + as[eas]} + a2 {—as[—e(—a1 — &) — @3] + a1 [0]} — {e(an)}
Que es simplificado finalmente como
[e(ar +¢€) — a3 + ar€][e(ar +€) — a3 —a1e] =0

Que se cumple si
[e(a; +¢€) — a3 +ae] =0 — € —2a1e —a3 =0

2

[e(a; +€) —a2 —aie] =0 = 2 —a2=0

Por lo tanto las raices para estas ecuaciones son respectivamente

5 —ay ++/a? + a3 (10.2)
2

e = =a

Estos son los eigenvalores de la matriz Dy, pero los que necesitamos son los de la matriz
Dy — a2II que son

81:0; 52:—20,2 y 6374:_((11 +a2)ﬂ:\/a%+a%

Esto es debido a que el parametro as tinicamente afecta a la diagonal de la matriz D y por
consiguiente a sus eigenvalores; como se puede ver estos eigenvalores son todos “negativos”;
para los eigenvalores €1 y €2 esta afirmacién es clara, para los otros dos es necesario aplicar
la desigualdad de Schwarz para comprobarlo, esto es:

Sabemos que

(a1 + a2)2 = af + 2a1a2 + a%

(a1 + az)? a3 + a’ por lo tanto

>
(a1 +a2) > y/a?+ d? (10.3)

Con este resultado podemos concluir que los dos ultimos eigenvalores son negativos. En-
tonces como todos los eigenvalores son negativos o cero, resulta que la matriz D es negativa
semidefinida, es decir cumple la desigualdad.

(X,DX) <0 (10.4)

Por lo tanto la matriz D, que representa el problema ciclico menos el de extremos libres,
proporciona una relaciéon de orden sujeta a todas las propiedades aritméticas.

O sea que la matriz D, es la atriz que tiene que ser sumada a la matriz no-ciclica para
obtener la cilcica, por esto, es conveniente encontrar una relacién de orden entre los eigenval-
ores de la matriz ciclica (que denotamos M.), con la matriz de extremos libres (que denotamos
por Myp).

Partiendo de una relacién anterior

M.=D + My, (10.5)
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Aplicando el producto interior a ambos lados de esta igualdad resulta
(z, Mcx) = (2, (D + Mp)z)

Como es lineal
(.CE,MC.’L') = (.’L‘,D.CE) + (w7ML"1")

Aplicando el hecho de que D es una matriz negativa semidefinida, es decir se cumple que

(z,DX) < 0 lo que implica
('Z.a MC'(E) S ('Z.7 ML'T)

con lo que resulta finalmente que
Mc S ML

Este ultimo resultado implica, que si ordenamos los eigenvalores algebraicamente y en
parejas, en cada una de estas matrices, los eigenvalores de M, siempre van a ser mayores que
los de M.. Este resultado se puede visualizar mejor en forma grafica

M, M
- - - b
oy Laee | 3,
Map-" L Az
U3 - Ay
centro TP .
—E|:|I—El:|E .
rad!a __.____..--‘ J"«'n—E
2-:||+ E-:l2 Hooa ----"________. =1
A o o
L . L L

Por lo tanto una onda de frecuencia alta es posible en el sistema ciclico. Para analizar los
resultados anteriores es necesario usar el hecho de que
2
d ZT;
dt?

= /\.’L‘z
Con lo cual se obtiene que
w = FiV/[Al que es la frecuencia

Ya que siempre A < 0 entonces la raiz cuadrada es imaginaria pura, lo cual es correcto,
ya que las frecuencias que no son otra cosa que los exponentes, son imaginarios puros que
conducen a una exponencial real de una onda, entonces, a mayor A (en valor absoluto) la
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frecuencia es mayor, pero también implica que el médulo es mas negativo, esto quiere decir, que
el sistema, ciclico tiene frecuencias que son mayores, cada una de ellas, a las correspondientes
al sistema con extremos libres; esto se puede apreciar cuando hacemos vibrar, a una barra y
un anillo que tengan la misma longitud, el resultado es una desigualdad; esto para los primeros
eigenvalores no pasa, ya que hemos visto que son cero y en los demas existe la posibilidad de
que sean iguales.

10.2 Comparacion entre el modelo ciclico y el de ex-
tremos fijos.

Comparemos el modelo ciclico (esto es, el anillo), con el modelo de extremos fijos (que deno-
tamos My); en este caso tenemos que calcular

ap ai a2 o a2 g ayg a1 az
a ap a1 a2 az a ay aip a2
as a3 a9 ai; ax as ai; Qo ay as
M.—M; = ~
ag az ap ai
L a1 a2 a; ao | L a; aop |
[ 0 0 0 a2 a1 i
0O 0 0 0 as
o 0 o000 ---
= . . =D,y (10.6)
as 0
L a1 a2 0 0 |

Como vemos el calculo de los eigenvalores es inmediato, ya que la parte central de la matriz
diferencia (D.s) contiene puros ceros, por lo tanto la matriz 4 x 4 es la que nos interesa; esto
es:

—H 0 as ay
0 —u 0 ao
as 0 —up 0
a; Qs 0 —u

1K ai 0

2‘#‘

Que es simplificado finalmente como

(n—ap—a3)(y® — a3 +aip) =0

por lo tanto las raices serdn:

ar £ +/a? + 4a3
2

—ay ++/a? + 4a2
2

M12 =

M3.4 =
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Como vemos las raices ocurren en parejas negativas, ya que g1 = —pg4 y M2 = —p3 COmMO

tenfa que esperarse de una matriz antisimétrica.

Por lo tanto la transicién del modelo ciclico al de extremos fijos no se puede llevar a cabo
por adicién de una transformacién “definida”. Ademés la matriz D,y dada por (10.6) tiene

traza, cero por lo tanto no puede ser definida.

10.3 Comparacion entre el modelo libre con el de fijos.

Relacién de eigenvalores entre el modelo de extremos fijos (My) con el de extremos libres

(Mp) tenemos que calcular

ay a1 Gy ap ar a
a1 aj a1 as a1 ao a1 a2
az aiy ao ai a as ap ag ap
ML — Mf = A —_
0 ai
| 0 ap ap | |
Por lo tanto la matriz diferencia toma la forma
ai+ay 0 O 0
_ 0 as 0 0
Drj= 0 0 aa 0
0 0 0 a1 +ao
Calculando los eigenvalores, para ver que tipo de matriz es
ap+ax— @ 0 0 0
0 as — W 0 0
0 0 as— W 0
0 0 0 a1 +ax—p

Por lo consiguiente:

(a1 +as — p)*(as — p)* = 0

Con lo cual las raices son

12 = a1 +az

M3,4 = Q2

as

ai

ay

ag |

=Dyr; (10.7)

Por lo tanto podemos concluir que la matriz Dy s es positiva definida, esto es cumple que

('TJDLfm) Z 0
Ahora de la relacién dada por (10.7) resulta
My =M; + Dry
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Aplicando el producto interior a ambos lados de esta igualdad tenemos que:
(x, Mrz) = (z,(My + Dry)x)
Debido a la linealidad del producto interior, resulta que
(z,Mpz) = (z,Dpyz) + (x, Msx)
Aplicando el resultado, de que la matriz Dy es positiva definida.
(z, Mpz) > (2, Myz)

resulta finalmente
My > My (10.9)

O sea podemos concluir, que cuando ordenamos los eigenvalores en parejas, los eigenvalores
del modelo libre siempre son mayores que los del modelo de los extremos fijos.

Por lo tanto de acuerdo con el rango de eigenvalores, podemos representar los resultados
de estos tres modelos en la forma siguiente.

= nivel de frecuencias bajas

f
Mo existe transicidn entre estos dos modelos

10.4 Analisis de los elementos de la matriz de movimi-
ento en términos de matrices definidas.

Anteriormente vimos un teorema, el cual nos permite obtener un disco, cuyo centro es el
valor del elemento diagonal principal y radio la suma de los valores absolutos de los demés
elementos que estdn sobre un renglén fuera de la diagonal principal, asi se tienen discos, en
los cuales existe la posibilidad de tener el eigenvalor en el interior de alguno de ellos.

Lo importante del resultado que se obtiene, cuando la suma de los elementos de un renglén
es cero, es no s6lo que nos permite encontrar que A = 0 es un eigenvalor, sino ademés que los
elementos en la diagonal principal son negativos, por lo cual si consideramos un plano sobre
el cual se encuentre el disco, tendremos que en este caso, se encontrard en el lado izquierdo,
entonces se pueden tener varios discos, si los renglones son distintos, pero todos quedarin en
la mitad izquierda del plano, esto es.
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Por lo tanto se tiene que cero es un eigenvalor y que todos los demds estan a la izquierda del
plano y en el interior del disco, como se puede apreciar del diagrama; entonces sabemos que
todos los A’s son negativos, por lo tanto se tiene que la matriz es negativa semidefinida, la cual
es una condicién necesaria y suficiente, que estd en concordancia con el dlgebra matricial, ya
que se dice que una matriz simétrica es negativa semidefinida, si y solo si todos sus eigenvalores
son negativos.

Por lo tanto la posicién del disco depende de los signos relativos, del elemento de la diagonal
principal y de los que estan fuera de la diagonal principal; también los cambios en los signos
relativos dan lugar a los cambios en los eigenvalores.

Por otra parte la estabilidad de una red (ver Ref. [6]), se supone que es asociada con
una forma cuadrética positiva definida para la energia de tensién. En el caso de un continuo
unidimensional que es el que estamos analizando, la condicién de estabilidad degenera al
requisito simple de un mdédulo de Young positivo, el cual puede expresarse como funcién de
las constantes de fuerza k y k’ o bien por los elementos matriciales ag, a1 y as; esto es llevado
a cabo por expander los desplazamientos en series de Taylor y retener términos cuadraticos
comparados con la distancia interatémica.

En nuestro modelo, se puede demostrar que el médulo de Young depende de los signos
relativos de a1, esto es, en el caso de que a; > 0 se dice que la red es estable. Cuando as = —ay
se tiene un equilibrio critico, ya que este en este caso las fuerzas atractivas y repulsivas casi
serdn iguales (esto pasa en la frontera). En el caso de que ap < 0 existe mayor atraccién
con lo cual hay mayor estabilidad, entonces ag tiene que ser negativo, esto puede deducirse
de condiciones fisicas, en el sentido de la clase de equilibrio que se tenga, es decir, elastico o
estatico.

Por lo tanto lo anterior depende del hecho de que, los elementos de un renglén sumados
o restados nos hagan cero el renglén, esto no se puede asegurar completamente en todos los
modelos, pero lo que si se puede asegurar es que todos los eigenvalores van a subir o bajar,
particularmente se puede aplicar al caso cuando la frontera es suave o dura, se puede pensar
que debido a la falta de d4tomos de un lado de la cadena o de un sélido en general, las fuerzas
de atraccién son més grandes (esto es conocido por resultados experientales), ya que si las
fuerzas repulsivas fueran las mayores, tendriamos una frontera difusa, podemos suponer que
en la frontera la superficie es més densa lo cual quiere decir que af > a1 y que ay > as;
por lo tanto va a ser necesario modificar la matriz por el cambio de estos tres elementos, e
igualmente si se desea hacer el cambio en la frontera opuesta; entonces vamos a considerar
una cadena con interacciones, en la forma siguiente
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Por lo tanto tendremos una submatriz 3 x 3 en cada una de las esquinas, representando
la perturbacion en sus extremos respectivos. Con objeto de simplificar el dlgebra tinicamente
consideraremos la perturbacién en un extremo, esto es.

La matriz sin perturbar

ap ai az
ay Go a1 a2
M=| G2 a1 Gy a1 G2

0 as a3 ay ai Aas

Por lo tanto la submatriz con la perturbacién tiene la forma

! ! ! !
—a; —Qay a; Qs
r_ 1 I n "
M = ay —aj — as ay
1 n i n
Qs ay ay; — ay

Para obtener la ecuacién caracteristica y por lo tanto los eigenvalores hagamos: a) =
a; ay = by al =c; con lo que la ecuacién caracteristica toma la forma

—a—b—-\ a
a —a—c— A\ c =0
b c —b—c— A

MM +2X(a+b+c) +3(ab+bec+ac)] =0 —
A1 =0
Aoz =—(a+b+c)+ a2+ b2 +c2— (ab+be+ ac) (10.10)

Ahora lo que nos interesa, es ver si estos eigenvalores As 3 son negativos, para esto calcule-
mos explicitamente
(a+b+c)? =a®+b*+ ¢ +2(ab+ ac + be)

Por lo tanto:
(a+b+c)? > a®+b*+c, cuando ab+ac+bc>0
(a+b+c)? > a?+b2+c— (ab+ be+ ac)
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Resultando finalmente que

la+b+c| > \/a%+ b2+ c2 — (ab+ ac + be)

Analizando este resultado, junto con (10.10) vemos que los eigenvalores A2 3 son negativos,
lo cual quiere decir que la matriz M’ para este caso es negativa semidefinida. Por lo tanto
tal situacién siempre tiene que ocurrir, cuando la suma-renglén es cero y los elementos son
positivos.

Supongamos que hacemos los resortes extremos mas fuertes al sumar esta matriz negativa
semidefinida, entonces lo que va a ocurrir es que Unicamente podemos bajar los eigenvalores,
(elevandose las frecuencias) como es apropiado a resortes duros, esto es, a superficies duras.
Reciprocamente, una superficie suave bajard las frecuencias, lo que corresponde a que los
eigenvalores (negativos) crezcan.

También notamos que la misma consideracién se aplica a la interaccién de primeros y
segundos vecinos; si as es positivo todas las frecuencias crecerdn.

Prosiguiendo con esta idea, que pasard si A es medida en unidades de 4(a; + az2) y a2 se
incrementa, entonces £ = —A/4(ay +az2) puede o no crecer, o puede anularse, tal consideracién
no se aplica al interior de la cadena en donde a; y as peramencen constantes, cuando las a’s
extremas se modifican.

Por lo tanto hasta cierto limite se puede aplicar el teorema de comparacién de eigenvalores.

Asf cuando se hacen cambios en las dos esquinas opuestas a la diagonal, pero sin modificar
los términos del interior, lo cual da lugar a que el disco quede centrado en el origen, (en lugar
de estar situado en el semiplano negativo) lo que implicard que algunos eigenvalores resulten
positivos y otros negativos, entonces las frecuencias en un caso van a bajar y en el otro van
a subir, pero en partes distintas del espectro; como vemos va a existir una gran cantidad
de consideraciones, asi que el cambio de un elemento de la matriz, nos da la posibilidad de
un aumento de algunos eigenvalores y la disminucién de otros, dependiendo del grado de la
perturbacién; si ajustamos el elemento diagonal, al mismo tiempo, podemos darnos cuenta
que todos los eigenvalores van en la misma direccién, lo cual es razonable, ya que sumar a la
diagonal, equivale a sumar algo a los eigenvalores.

Siguiendo con esta idea, veamos que pasa si cambiamos los elementos de la frontera de la
diagonal principal, esto es

ap ar a2
!
ar  dq alll az ay = —2a1—2as
a2 a1 Gy air a2 En donde ay = —a;—a
az a1 ao ai a2 af)’ = —2a; —as

para poder emplear el criterio, de que las suma de los elementos a través de un renglén sea
cero, es necesario suponer que la submatriz 3 X 3 que vamos a analizar, tiene la forma siguiente:

ag, a1 as —a;—ax a1 as
a1 aj —ay 0 = a1 —a; O
as 0 ap — ay as 0 —a
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Calculando la ecuacién caracteristica, con objeto de determinar el tipo de matriz, resulta:

—a1 —az —§ ai a2
ai —a; — & 0 = £(§2 + 26(&1 + az) + 3a1a2) =0
as 0 —a9 —é‘

Por lo tanto las raices seran:

&L = 0
s = —(a1+a)x \/(a1 —a2)? +ajaz

Por un algebra similar a la anterior resulta que

lai + az2| > y/a? + a3 — ajaz

O sea podemos concluir que nuestra matriz es negativa semidefinida. Por lo tanto tenemos el
arreglo matricial siguiente

0 ag LS a2 Cadena libre
Cadena libre a1 ap —aq 0 . con (n)
con (n-1) + | 92 0 Go —dp | = particulas
particulas :
0

(negativa semidefinida)

Desde luego que la matriz suma es negativa, ademds cada frecuencia de la cadena con (n)
particulas es mayor que la correspondiente frecuencia de la cadena con (n — 1) particulas, re-
sultado andlogo al teorema de alternacién de eigenvalores (Ref. [15]), graficamente tendremos

havar que la(n-17- &zima frecuencia

—+ Mayor que la 2da. frecuencia (= 1er no-cem)

ce==1—* Mayor que cero (= 1er frecuencia de la cadena n-1)

LI lgual a cera

Si empleamos el teorema de alternacién de eigenvalores para una submatriz, tendremos
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Eigenwvalores de (n)

Il‘l Eigenvalores de (n-1)

Sin embargo, el teorema sélo no nos permite simultdneamente modificar los elementos
matriciales diagonales, asi que la matriz negativa semidefinida es necesaria después de todo.
Sin embargo, eso nos da una desigualdad, pero no confina el intervalo (podriamos obtener el
mismo teorema, atin con una enorme perturbacién, asi que alli puede no existir confinamiento).

Por lo tanto el teorema en forma grafica tiene la forma

>0 ::-:l.O 3’1' * kg Eigenvalores de (n)

Y oy ¥ v ¥
i : i ; | . L o
T

:"l 12 13 . M . Eigenwvalores de (n-1)

Eigenvalares comunes
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Capitulo 11

RESUMEN Y
CONCLUSIONES

Como hemos visto a través del desarrollo de este trabajo, se ha seguido con la aproximacion
armonica en la consideracidn de redes dindmicas con interacciones a segundos vecinos, ya que
el estudio que involucra interacciones a primeros vecinos, ha sido estudiado extensamente y
ha servido como base para conclusiones que consideran algunas propiedades termodindmicas
y fisicas de redes cristalinas. Esta aproximacién arménica es sujeta al hecho bien conocido de
“efectos” no lineales.

La otra aproximacién que es muy importante y que fue considerada (Cap. 9) es la de
efectos superficiales, (que son ignorados completamente en la aproximacién de Born - von
Kérman) que son més importantes y realistas claramente en modelos tridimensionales que en
unidimensionales. Debido a que los efectos superficiales se asemejan considerablemente a los
efectos debidos a defectos en redes y ademés debido a que son completamente importantes en
muchas dreas de aplicacién, pusimos atencién particular a las propiedades de las superficies y
defectos de varios tipos, que ain cuando su estudio se aplicé a modelos unidimensionales se
tratd de prepararlo para su aplicacién a modelos de mas dimensiones.

La primera parte de este estudio estuvo enfocada al estudio matemético del modelo, por
supuesto que el primer objetivo del estudio fue el de considerar una cadena uniforme, que es
la configuracién més simétrica y que nos sirvié como base para que todas las demds confi-
guraciones fueran elaboradas. En esta parte, lo Uinico que nos interesé fue la obtencién de
un modelo general el cual fuera susceptible de cambios, es decir, que fuera capaz de darnos
informacién de las distintas configuraciones que fueran elaboradas, por lo tanto en esta primera,
parte se obtuvieron conceptos generales, como el de la matriz de movimiento, el de frecuencias,
modos normales, el de la matriz de transferencia, y algunos teoremas que fueron bastante
importantes para el desarrollo de las demds configuraciones o modelos particulares.

El otro tipo de aproximacién que se encuentra en la literatura y que nos sirvié de base
para hacer algunas comparaciones, para poder sacar conclusiones, es la aproximacién de
interacciones a primeros vecinos, nosotros decidimos hacer un examen explicito de la pequena
relacién que se encuentra entre modelos con diferentes rangos de interaccién, ain cuando
nos hemos concentrado mas en la pequena relacién entre el modelo de primeros vecinos y
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el modelo de segundos vecinos; esto es debido a que por variar la razén de constantes de
interaccién de primeros y segundos vecinos es posible efectuar una transicién continua entre un
estado en que prevalecen las interacciones a primeros vecinos a otro en que existe inicamente
interacciones a segundos vecinos; el extremo de inicamente interacciones a segundos vecinos
dalugar a la coleccién de “dos” sistemas que no interactuan con interaccién a primeros vecinos
unicamente. Por lo tanto este es un limite que reduce una configuracién desconocida, a una
configuracién familiar bien entendida y que nos permite considerar un sistema en que un tipo
de interacciones predomina pero que no excluye a la otra como una perturbacién del sistema
con puras interacciones. En efecto se encontrd que la dindmica de una red intermedia es algo
mas que la interpolacion de estos dos extremos.

También parece que la dindmica de una red con interacciones a segundos vecinos es una
buena indicadora de la dindmica de redes con distancias mas lejanas de interaccién, en el
sentido de que no puede llevar a cabo interpolaciones similares sea cual sea la distancia de
interaccion.

Una vez conocida la técnica matematica se tratd de encontrar algunos resultados intere-
santes de modelos particulares, el primero de los cuales fue el de la red ciclica (anillo), en
los cuales los efectos superficiales no existen, lo que permite poder establecer un contraste
con respecto a redes con interacciones a vecinos lejanos, en que los efectos superficiales son
considerablemente méas importantes. Otra vez tenemos una correlacién cerrada entre la in-
fluencia de efectos en la red y la influencia de superficies. En una red ciclica, el espectro de
frecuencias, los eigenvectores y otras propiedades pueden ser realmente extrapoladas de redes
con interacciones a primeros vecinos, en efecto todos los eigenvectores corresponden a ondas
periédicas y son en gran nimero los mismos, cualquiera que sea la distancia de interaccién, por
lo que respecta a la relacién de dispersién, encontramos que es un polinomio trigonométrico,
més que una simple funcién trigonométrica.

Pero otra vez lo que es completamente indicativo de tendencias generales son las redes con
diferentes clases de defectos puntuales, los defectos basicos son defectos de masas en que la
masa de una simple particula es variada mientras que las otras masas y resortes permanecen
fijas, y defectos en resortes en que una simple constante es variada. Mas variaciones complejas
pueden ser construidas por la repetida aplicacién de las variaciones basicas, sin embargo es
convenientemente til considerar otras clases particulares con més detalle.

Otros resultados que se obtuvieron con estos defectos puntuales, es que existen algunos
teoremas matriciales, que pueden ser empleados para definir los cambios en el espectro de
eigenvalores, o en los eigenvectores. Pero algunas veces encontramos que estos teoremas no
han sido aplicados eficientemente, atin en el caso de interacciones a primeros vecinos, algunos
de estos son los teoremas de alternacién de eigenvalores y el de fijos, en que las frecuencias
normales de una red son empleados para establecer intervalos que tienen que contener las
frecuencias de una red relativa. Por lo tanto se obtuvieron liimites para las frecuencias de una
cadena con una particula adicional, lo mismo cuando los elementos matriciales son modifica-
dos debido a la presencia de defectos puntuales y en general debido a las condiciones de una
configuracién particular como las que analizamos en el transcurso del trabajo; aunque estos
teoremas han sido conocidos y empleados para redes con interacciones a primeros vecinos,
encontramos que cuando son analizados cuidadosamente, pueden ser usados para obtener el
espectro de una cadena dada, por interpolacion entre dos simples y bien definidas configura-
ciones interpretables.
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Otra cosa que se desprende del anédlisis anterior es que, cuando existen pocos defectos en
una red, se puede estimar su efecto acumulativo por repetidas aplicaciones de los teoremas
mencionados, sin embargo, cuando los defectos son numerosos, es generalmente més satisfac-
torio estudiar a todos ellos simultdneamente; por ejemplo podemos mencionar, una cadena
desordenada en que los d&tomos son mezclados al azar, o redes en las cuales sus masas varian en
una forma sistemaética, por ejemplo cuando las masas de cada particula pueden incrementarse
uniformemente de un extremo de la cadena a el otro.

Una de las configuraciones que se analizaron y que es un ejemplo importante de una cadena
no uniforme, pero atin con una regularidad bien definida, es la cadena diatémica en la que las
particulas tienen dos masas distintas y los dtomos ligeros alternan con los 4tomos pesados. El
resultado mas caracteristico y que concuerda con la literatura es la obtencién de dos bandas
la acustica y la dptica con un rango de frecuencias prohibidas en el sentido de que no hay
frecuencias normales posibles dentro de este rango y que la propagacién de ondas a través de
la red en estas frecuencias es amortiguado. Los defectos puntuales en una red diatémica, o
efectos superficiales pueden dar lugar a modos normales cuyas frecuencias estdn situadas en el
rango prohibido, lo cual significa que ellos tienen que ser modos superficiales con una amplitud
que es mucho mayor cerca de la superficie del defecto pero que se atenia exponencialmente
lejos del méaximo. La generalizacién eventual del estudio de defectos de 4tomos en una red
diatémica da lugar a informacién aplicable a redes poliatémicas o desordenadas.

Una cosa muy importante de hacer notar es el estudio que se hizo del defecto de las varias
condiciones a la frontera de estos diferentes modelos, ya que en redes unidimensionales la
variacién de condiciones a la frontera es una cuestiéon de la misma clase que el estudio de
defectos puntuales, es por esto que no recibe un apreciable y diferente anilisis, las condiciones
a la frontera que se introdujeron son con respecto al modelo de extremos fijos, el caso del
anillo y el modelo de extremos libres.

Otro concepto que fue de vital importancia en este estudio, es el de ondas viajeras, el cual
puede ser facilmente generalizado a redes de mas dimensiones. La idea de una onda se originé
del hecho de que uno puede representar las componentes de los modos normales (eigenvec-
tores) como funciones trigonométricas, (senos y cosenos) de la posicién de cada particula a
lo largo de la longitud de la cadena en vibracién y al mismo tiempo la variacién temporal
del desplazamiento de cada particula es expresado en términos de exponenciales complejas.
Por otra parte un método que fue bastante utilizado en el desarrollo de los modos normales,
fue el método de matriz de transferencia, introducido en el libro de Brillouin y explotado
sistemdaticamente por Matsuda y su escuela. Este método es idealmente conveniente para la
descripcién en vibraciones de redes. La matriz de transferencia naturalmente que surge, como
se vio en el transcurso del trabajo, de expresar el polinomio caracteristico de la matriz de coe-
ficientes, en las ecuaciones de movimiento de la red en forma recursiva también mencionamos
que para el caso de interacciones a primeros vecinos la matriz de coeficientes resultaba tridia-
gonal, para el caso que tratamos resultd, pentadiagonal cuando ellas se extienden a terceros
vecinos y asi sucesivamente.

Algunos resultados importantes que se obtuvieron y que no se mencionaron en el resumen
anterior son. El hecho de que los modos normales dependen de la suma, de 2n ondas viajeras,
cuando hay n interacciones entre las particulas, para el caso concreto que estamos analizando
los modos normales dependerdn de 4 ondas viajeras. De la misma forma se encontré que hay
una méaxima degeneracién limite “n” presente, en la presencia de interacciones a n vecinos,
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por lo que respecta a este punto Unicamente se da la demostracién para el caso de segundos
vecinos en este estudio, ain cuando se cuenta con la demostracién para primeros y terceros
vecinos.

Otro resultado que se obtuvo que el hecho de que el ordenamiento de las frecuencias por
el nimero de onda, que es caracteristico de cadenas con interacciones a primeros vecinos se
“pierde”, en parte porque hay n nimeros de onda que considerar, a menudo uno de ellos serd
dominante, y es posible que trace tendencias en un diagrama de dispersién, lo cual permite que
en cualquier evento uno puede analizar la estructura de los modos normales, como se hizo en
la discusién de los mismos. En estos diagramas se observa que el modo normal de frecuencias
més bajas estd siempre sin nodos, (en este caso unicamente hay una traslacién de todas las
particulas de la cadena); pero cuando hay interacciones a vecinos més lejanos predomina el
segundo modo mas bajo el cual puede tener el maximo numero de nodos. Cuando n = 1, los
resultados son debidos a la teoria de Sturm-Lioville, ademdas muchas de las propiedades que
se encuentran en interacciones a primeros vecinos persisten para segundos vecinos, aunque en
alguna forma modificada.

Se encontré ademés que los defectos puntuales producen modos localizados de frecuencia
alta. Las redes diatémicas presentaron una banda éptica y una acudstica aunque ellas pueden
traslaparse en algunas regiones y la banda 6ptica puede bifurcarse en otras, y cadenas no
uniformes mostraron modos localizados de frecuencias altas.

También se obtuvieron algunas desigualdades entre los modelos analizados una de las
cuales es una relacién de orden entre los eigenvalores; esto nos permite afirmar que si ordena-
mos los eigenvalores algebraicamente y en parejas, los eigenvalores para el caso del modelo
de extremos libres siempre van a ser mayores que los del caso ciclico y que los del caso de
extremos fijos, la comparacion entre el modelo de extremos fijos y del anillo no pudo llevarse
a cabo por adicién de una transformacién definida, ya que resultaba una matriz de traza cero
lo cual indica que es una matriz indefinida.

Finalmente se puede observar ficilmente que existen otros sistemas no relacionados con
estos modelos, pero que dan lugar a matrices de bandas diagonales, como las de nuestro
modelo, por lo tanto la mayoria de nuestras conclusiones son aplicadas a todos esos sistemas.
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Apéndice A

Solucién del determinante €, definido como:

La forma general de este determinante, estd dado por el determinante de Vandermonde,
esto es:

n n n n
a; as az Ont1
n—1 n—1 n—1 n—1
ay ay as Apt1
n—1
n—2 n—2 n—3 n—2
A=| 0 ) as Opy1 | = H (a; — ay)
1=1
j>
ai as as 0 Qpy1l
1 1 1 - 1

lo que se quiere demostrar es que este determinante tiene la forma
A= (a1 —a2){ar —asz)--- (a1 —n)(az —az)(as —aq) - (a2 — ay) - - (@p—1 — ap)

Para demostrar este resultado, nos basamos en una propiedad de los determinantes, lo
cual nos permite multiplicar cualquier renglén del determinante por un escalar y sumarlo o
restarlo a otro sin cambiar el valor del determinante, lo que en realidad se trata de hacer,
es poner el determinante en forma diagonal, para esto es necesario que los elementos de este
determinante diagonal, sean polinomios ménicos es decir, polinomios en los que el coeficiente
de la potencia més alta es uno.

Multipliquemos el determinante por los coeficientes ag, a1, .. ., a, 1 en la forma siguiente:
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ap ay as Apiy
an-1 | afTh ayTh afTh - api
o | a7 a7 @ e Al
A=
as ai @i af o oang,
a1 a as as R ¢ 7P |
Qap 1 1 1 1

Sumando los renglones que se multiplicaron, al primer renglén, resulta que cada elemento
del primer renglén, estd formado por polinomios ménicos, es decir polinomios ménicos P, ()
de grado n, evaluados en los puntos ai,as,...,an41-

Estos polinomios ménicos son de la forma.
n
() — nd _
Pi(a;) = E ajal a, =1
=0

Por lo tanto el determinante de Vandermonde queda:

Pn(al) Pn(a2) Pn(an—i-l)
AT e a
aq as Ont1
1 1 1

Aplicando la misma técnica, para obtener los elementos del segundo renglén como poli-
nomios ménicos Py,—1(an+1) de grado n—1 que deseamos evaluar en los puntos a1, as, - - -, an41,
es decir, por sumar miultiplos de los demas renglones, al segundo renglén se obtiene:

Py (a1) P,(as) -+ Pplant1)
A=| Pioi(ar) Pai(az) -+ Pai(anta)
1 1 1

En general, en el i-ésimo renglén son construidos polinomios ménicos de grado n — i + 1;
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la dimensién de la matriz es n + 1

Pn(al) Pn(a2) Pn(an—i-l)
Py1(a1) Pu-i(a2) Py_1(any1)
Aol
P, (al) P, (a2) P, (an+1)
P1(a1) P, (a2) Py (an+1)
Py(ay) Py(as) Py(ant1)
Escojamos el desarrollo siguiente:
Po(§) = ((—a2) (£—as3) (€ —any1)
Poi(§) = (E—a3) (§—ad) (€ = ant1)
Py(¢) = (E—an) (- ant1)
P& = (€ — ant1)
R = 1
En este caso resulta
Pn(a2) = Pn(a3) == Pn(an+1) =0
Ppla1) = (a1 —az)(a1 —a3)--- (a1 — ant1)
Py1(az) = Pyi(as) = n—1(any1) =0
Pn—l(a2) = (612 - a3)(a2 - a4) te (az - an+1)
etc.
Por lo tanto el determinante toma, finalmente la forma:
P, (a1) 0 0 0
Pn_l(al) Pn—l (Clz) 0 0
P,_s(a1) Pnr_2(a2) pn-2(as3) 0
A= .
Py(an—1) 0
P1 (an_l) P1 (an) 0
1 1 1

Por lo tanto, como queda un determinante triangular, éste no es otra cosa que el producto

de su diagonal principal, o sea:

A = Py(ar) - Pooa(az) - Py2(a3) - ...  Pa(an—1) - Pi(an) - Po(any1)
= [J(a1 — a) [J (a2 — as) [[(as — @i) -+ (@n 1 — @n)(@n 1 — Gny1)(@n = anya) - 1
1=2 1=3 1=4
= ][] (ai-ay
1=1
>

Que es el valor tradicional del determinante de Vandermonde.
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Apéndice B

De las hipétesis de completamiento, introducida en la teoria se sigue un teorema conocido
como “Teorema Spectral”, el cual nos dice que toda matriz arbitraria que tenga un conjunto
completo de eigenvectores, se puede expresar como el producto de sus eigenvalores por los
productos exteriores de sus eigenvectores, esto es:

T =) pili><il
=1

Demostracién:
Partiendo de la ecuacién de eigenvalores para 7', es decir:

Tli>= ,U,z'li>
multiplicando por la derecha por el eigenvector renglén <i

Tli><i| = pili><i
n n
YoTli><i| = > pili><i|
i=1 i=1

A li><i| = AI

i=1

> wili><i|  QED.
i=1

B’ Otra férmula importante, que es necesario demostrar, es la que aparece como producto
exterior de los eigenvectores, en los teoremas de Espectacién y de Sylvester que es un teorema
de una validez mas general, esto es:

i, T = 1)1
[Lizj (i — 15)

Una forma de calcular estos operadores idempotentes, es recordando que si 7' es una matriz
que se puede diagonalizar, entonces es posible expresarla como:

u T u=A (B.1)

En donde u es una matriz cuyas columnas son los eigenvectores de la matriz Ty A es una
matriz diagonal, cuyos elementos son los eigenvalores de T'.
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Restemos p; en ambos miembros de B.1.
uw T = pi)u = (A — )T (B.2)

Con objeto de poder visualizar bien esto calculamos los productos parciales.

n

(A = p2)(A = i) (A = pua) -+ (A= ) = [JA = ) =

i#]
H1 — K2 H1 — 3
0 M2 — p3
f3 — pra x 0 x
M1 — Ha H1 — HUn
M2 — g M2 — fn
M3 — 4 RS M3 — Hn
0
0
(1 —p2) (1 —pa) (o —pa) - (B — pa)

0

O sea que nos resulta una matriz con un elemento distindo de cero, por lo tanto, el producto
de matrices lo podemos expresar como:

1
n n 0 n
TIA = m) = T (2 — 5) . =[] — py) : 1><1:
i#j i#1 : i#1

0

Por lo tanto este resultado se puede generalizar facilmente en la forma:

TIA = 5) = ] (i = ) : 1><1:
i#£j i#£]

multiplicando esta ecuacién por la izquierda por u y por la derecha por u~! resulta:

=u:i><i:ut (B.3)
[Ty (i — 1)
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Por otra parte si multiplicamos la ecuacién (B.2) por la izquierda y derecha respectiva-
mente, resulta:

(T — pi) = w(A = pi)u™" (B.4)

Analicemos el producto de u por el vector ordenado : i>

wri>=(1>12>---|i>---n>) | 1
0

Del célculo de este producto vemos que, como u consta de columnas que son los eigenvec-
tores, multiplicada por un vector, el cual tiene un “uno” en el lugar i-ésimo y “ceros” en los
demés lugares, el resultado de este producto, selecciona precisamente la columna i-ésima de
la matriz u, por lo tanto:

ui>=[i> (B.5)

y para el producto <i : u~! el razonamiento es similar, esto es:

<i:u!=<i (B.6)
Sustituyendo B.4 a B.6 en B.3 resulta finalmente:

H?;éj (T — pj)
H?;éj (i — 15)

Analizando esta férmula vemos entre otras cosas, que cuando hay factores repetidos, es
necesario omitir el eigenvalor que hace que los factores sean cero ya que si no lo hacemos
I'; =0, lo que implica que el producto exterior de los eigenvectores seria cero, por el momento
consideramos eigenvalores distintos, y el producto de indices distintos nos da eigenvalores
distintos.
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Apéndice C

Demostracién de que el espectro de eigenvalores para el interior de cualquier cadena y de una
cadena con extremos fijos, toma la forma compacta.

fim+2)
fim+1)

—g(m+2)— f(m+1)
—g(m +1) — f(m)

)

=0

La forma de los elementos de la matriz tg’ll , estd dada por las ecuaciones (4.32), esto es:

1
= h 1 h ho.
qn senhg; senhgs(cosh ¢y — cosh @) {senh(m + 1)¢1 cosh g1 senhep,
1 1
—3 senhme; senhgy — senh(m + 1)@ cosh ¢, senhg + 3 senhmgs senhe; }
1
= —senh 1 h h
122 senhg; senhgs(cosh ¢y — cosh @) {=senh(m + 1)1 cosh ¢, senhe,
1
—% senhmg; senhgy + senh(m + 1)@ cosh ¢1 senhg; + 3 senhmg, senhg; }
= 1/2 {senh(m + 1)¢; senh¢
@1 = senh¢; senhgs (cosh ¢ — cosh ¢») ! 2
—senh(m + 1)¢, senh¢y }
1 1
= h 1 —— —2cosh h h
@2 senhg; senhgs(cosh ¢ — cosh ¢2) {senh(m + 1)1 2 cosh ¢y cosh g;] senhep,

1
—senh(m + 1)¢o[— 5 2 cosh ¢ cosh ¢2] senhgy + senhmey cosh ¢y senhes
— senhmgs senh¢y cosh ¢ }

Escribiendo estos términos en forma de determinantes, ignorando por el momento los
factores comunes senh¢; senhgs(cosh ¢; — cosh @) obtenemos que:

. senh(m + 1)¢1 coshé1  senh(m + 1)dacoshga | 1| senhme:s senhmeo c1)
= senh¢y senh¢s 2 | senh¢, senhgo '

+ _ | semh(m+1)¢1 senh(m+1)¢2 | 1| senhm¢: senhmeps (C.2)
G2 = cosh ¢1 senh¢1  cosh ¢ senhgs 2 | senh¢ senh¢o '

+_ 1| senh(m+1)¢1 senh(m + 1)¢ (C.3)
21 = 5 senhg senh¢s )
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;o 1 senh(m + 1)¢1  senh(m + 1)¢2
Gz = [_5 ~ 2cosh g1 cosh ¢o] senhoi senh¢2
senhma, senhmas (C.4)
senh¢q cosh ¢1 senhes cosh ¢ ’
Debido a la forma especial de T' se cumple que:
2i;(m) = giyy 5(m — 1)
En particular
dalm) = gh(m—1) c
5
dalm=1) = dgia(m) (©5)
Que para uno m = m + 2 la ecuaciones (C.5) son
Ga(m+2) = dhy(m+1) ©6)
Gp(m+1) = gp(m+2)

Por ejemplo queremos comprobar la primera relacién dada por (C.6), para lo cual es necesario
calcular senh(m + 2)¢;

senh(m + 2)¢1 = senh(m + 1)¢1 cosh @1 + cosh(m + 1)é1 senhepy
= {senh(m + 1)¢1 cosh ¢1} + {cosh m¢1 cosh ¢1 + senhmep senhy } senhepy

Efectuando el producto en el tltimo término, y tomando en cuenta que senh®¢; = cosh? ¢; —1
resulta

senh(m+2)¢1 = { senh(m+1)¢1 cosh ¢1 } +{cosh me cosh ¢1 senh¢i + senhmepy cosh® ¢1 — senhmeps }

factorizando términos para introducir senh(m + 1)¢; tenemos que

senh(m + 2)¢; = 2[senh(m + 1)¢1 cosh ¢y — % senhma | (C.7)

Despejando de esta ultima ecuacién el senh(m + 1)@ cosh¢; y sustituyéndolo en la
ecuacioén gj;(m + 1) dado por C.1 resulta

1 senh(m + 2)¢; + > senhmg; 1+ senh(m + 2)¢, + 5 senhmgy
senh¢; senh¢o

senhm¢; senhmepo
senh¢; senh@o

! —_—
a1 =

1

2

haciendo uso de la propiedad de los determinantes que nos permite separar el primer determi-
nante de g1, en dos partes, resulta un determinante exactamente igual, al del segundo término
de ¢}, por lo tanto queda finalmente que:

1
2

senh(m + 2)¢;  senh(m + 2)¢s

' _
Ga(m+2) = senh¢q senhes

(C.8)

Si comparamos la ecuacién (C.8) con (C.3) vemos que son iguales con la tnica diferencia
de que sus argumentos son distintos esto es:

@1 (m +1) = q¢j;(m + 2)
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Con lo cual queda probada la validez de las ecuaciones (C.6). Ademds de que el calculo
anterior nos da alguna confianza adicional en el algebra de la derivacién, nos servird para
céalculos posteriores.

Definamos algunas funciones auxiliares:

1| senhk¢y senhkgps
k) = 2| senhg;  senhgs (C.9)
1| senhk¢; senhk¢,
9(k) = 2| senh2¢; senh2¢p, (C.10)
Por lo tanto con estas definiciones:
dii = f(m+2) G = —g(m+2) — f(m +1) o

¢ = f(m+1) 32 = —g(m +1) — f(m)

En donde las ¢’s difieren de las ¢'’s por el denominador comin senh¢; senh¢s(cosh ¢y —
cosh ¢2) que es independiente de k y es cero tinicamente bajo circunstancias excepcionales.
Por lo tanto, la condicién para encontrar el espectro de eigenvalores dado por:

q11 Q12
q21 Q22
queda finalmente como:
‘ fm+2 —g(m+2)— f(m+1) ‘:0 QED (C.12)

—g(m+1) — f(m)
o lo que es lo mismo usando la definicién de factorizacién de un determinante que:

f(m+2) g(m+2 fim+2) f(m+1)
fim+1) glm+1) fm+1) f(m)
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Apéndice D

Demostracién de que f(m) y g(m) definidos por (C.9) y (C.10) toman la forma en funcién de
los polinomios de Tchebychev siguiente:

1 U (Z+) Um (z,)
F = -
(m) 2| Um-2(24) um-2(2-)
1) upmy1(24) umgi(z-)
G _ = m4+1\Z+ m+
(m) 2| um-3(24) um3(z-
Consideremos
senhﬁnm senh}rlndm
1 senhg senhg
L = — ' : = F(m)
senh¢ senhgo 2 senhg, senhg,
senhg, senhg,
_ 1 Um (¢1 ) Um (¢2)
Fm) = 5| ™ 1
donde U (cosf) = W

Que es un polinomio de Tchebychev de segunda clase de argumento imaginario. Para la
demostracién es necesario el empleo de algunas identidades trigonométricas, estas son:

senhz + senhy = 2senh®t¥ cosh 25¥
senhz — senhy = 2cosh % senh =¥
(D.1)
coshz +coshy = 2cosh Zt¥ cosh 25¥
coshz —coshy = 2 senh% senh 3¢

1 h h 1
f(m) = 3 s:zln}:rgfl SZZn}Tlr;f2 = §(senhm¢1 senhgy — senhmes senhdy )

sumando y restando una cantidad
2f(m) = 3 [cosh(mer — 62) — cosh(mes — 6)] ~ slcosh(ms — ) — cosh(mgs — 1)
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ordenando términos
4f(m) = [cosh(m¢y + ¢2) — cosh(mes + ¢1)] — [cosh(m¢y — ¢a) — cosh(ms + ¢1)]
usando las ecuaciones (D.1) resulta

¢1+¢2+¢1+¢2 P1—¢2 1 — ¢

4f(m) = 2senh(m 5 5 ) sen(m 5 5 )
—25enh(m¢1 ‘;¢2 _ ;¢2)sen(m¢l 42-¢2 " P g ¢2)
2f(m) = senh(m + 1)@ senh(m — 1)@
—senh(m — 1)@ senh(m + 1)@
Definamos
by = ¢1-5¢2
(D.2)
b_ = ¢1;¢2
con lo cual f(m) tomd la forma matricial siguiente
1| sen(m+1)¢y senh(m + 1)¢p_
Fm) = 2| sen(m — l)qbi senh(m — 1)¢_ (D-3)

Procediendo a expresar g(m) en esos mismos términos tenemos.
2g(m) = senhmg; senh2¢s — senhme, senh2¢;

que se puede poner en la forma siguiente

2g(m) = %[cosh(mqbl + 265) — cosh(mey — 269)] — %[cosh(mqﬁz +261) — cosh(mes — 261)]

empleando las ecuaciones (D.1) resulta que
2g(m) = senh(m + 2)¢4 senh(m — 2)¢_ — senh(m — 2)¢ senh(m + 2)¢p_

o finalmente
1| senh(m + 2)¢; senh(m + 2)¢_

g(m) = 2| senh(m —2)¢,  senh(mz)p_ (D-4)

Como vemos (D.3) y (D.4) tienen la forma més simétrica, para los elementos de nuestro
determinante.
Las ecuaciones (D.1) nos permiten el cdlculo del denominador opcional, esto es.

senh¢, senhps(cosh ¢1 — cosh ¢p2) = %[cosh(qﬁl + ¢2) — cosh(¢1 — ¢2)] x 2senh $1 ;—@ senhq&1 g ¢2
Empleando las definiciones (D.2) resulta.

senh¢ senhgs (cosh @1 — cosh ¢2) = senhg senhg_ (cosh 2¢; — cosh2¢ )

136



Por lo tanto tenemos finalmente que

senh(m+1)¢,.  senh(m+1)¢_
f(m) 1 senhg, senhg_

senh¢, senhg_ 2

senh(m—1)¢,  senh(m—1)¢_
senhg, senhg_

Um(Z+) Um(Zf)

1
F(m) = 3 (D.5)
Um—2(Z+) Umz (Z—)
Usando la misma notacién resulta:
senh(m+2)¢y  senh(m+2)¢—
g(m) senhe senhg_
senh¢ senhe_ senh(m-2)¢, senh(m—2)¢_
senheg senhg_
Uni1(Z4) Unsr(Z.)
G(m) = | Moty Zmt ED D.6
(m) Un-3(Z+) Un-—3(Z-) Q (D-6)
Es posible calcular algunos de los polinomios de subindices pequefios, tenemos que
Un(2) =22U,-1(Z) — Up—o(Z)
con
Uo(Z)=1 poresto U_1(Z)=0
Por lo tanto los valores de algunos polinomios son:
U_1(Z) =0
Ug(Z) =1
U,(2) = 27
Us(Z) = 47%2-1
Us(2) = 87°—4Z2 (D7)
Us(Z) = 1624 -1222+1
Us(Z) = 327°5-32Z°+6Z
Us(Z) = 642Z5-802*+2422% -1

De este modo tenemos, usando (D.5) y (D.6) junto con los polinomios anteriores.

_ 1y h(Zy) Ui(Z-) | _
FQa) = 2 U—1(Z4+) U_1(Z-) ‘_0

1422 -1 422 -1

—_ = _ 2 72
F(2) = ; . . ‘ =2(2% - 72)
1| 823 —4Z, 873 —4Z_
F@) = 3 gZ+ + 97 ‘ =82,7Z_(Z} - 7?%)
F) = 1] 1621 —122%2 +1 1624 — 1273 +1
2 472 —1 472 -1

= 8(Z2-27%)-(822 - 72 - 2(Z2 +Z*) +1)
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Similarmente para las G’s

G1) = 0

G2) = 0

GB) = 2(Z3 -Z7*){4(Z% + Z%) - 3}
GMA) = 322,72 (Z3 - Z2){Z% - 7% - 1}

finalmente utilizando la condicién dada por (C.12) para encontrar el espectro de eigenvalores
resulta, por ejemplo para m = 2
1 F(4) —-G(4)—-F(3)
(cosh2p, —cosh2¢ )2 | F(3) —G(3)—F(2)
_ 1
~ (cosh2¢, — cosh2¢_)2

=0 (D.8)

8(22 — 22)(82222 —2(Z2 +Z2)+1) —32Z4Z_(2% - Z2){Z3 + 22 — 1} —8Z,Z_(Z2 + Z2)
=0
824 Z2_(22% + Z2) 222 — 22){4(Z3 + 22) - 3} —2(Z3 — Z2)
(23 -72)°82| 82222 —2(Z2 + Z2)+1 —4Z,Z {A(Z3 +Z%)+3} | _ 0 (D.9)
o A(z2-22) AV 422 +27%)—4 - :
En donde el denominador se obtiene, examinando cuidadosamente la definicién de las U’s,
esto es:
1)0
U, (cos®) sen(m + 1) que también se define como
senf
tm(cosf) = cosmd
En nuestra notacién Z = cos#.
Calculemos cosh 2¢ = t5(2)
Por lo tanto = cosh” ¢ + senh?¢ = 2cosh® ¢ — 1 =222 — 1
cosh2¢; —cosh2¢_ = (223 — 1) — (222 - 1) = 2(Z3 — Z2) (D.10)

Adem3&s como Z tiene un rango de —oo a oo, entonces es conveniente examinar a Z = cosf,
en tres regiones caracteristicas, esto es:
Region I  para |Z|<1; 6 =arccos Z
Regién II  para Z > 1; 0 = iarcosh Z
Regién IIT  para Z < —1; 6 =iarcosh(|Z|+ 7)
En la regién I, tenemos la definicién estandar de los polinomios de Techebychev.

En la regién II, tenemos

U (cos ) = sen(m 4 1)@ _ isenh(m 4 1)arcoshZ _ senh(m + 1)¢
" B senf - i senarcoshZ - send
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En la regién III

sen(m + 1)[iarcoshZ + 7] _ sen[(m + 1)iarcoshZ + (m + 1)7]

Upn(cos) = senfiarccos Z +m| sen[iarcosh(Z + )
Un(cosf) = (—pymitSeblm Dol )y sonhlm + 1)

senh ¢ (=1) senh¢
En donde ¢ = arcosh|Z|.

Por lo tanto (—1)™ restablece la paridad de |Z| en la suma de polinomios.

Por otra parte, la forma simétrica para F'(m) y G(m) encontradas anteriormente (ecs.
(D.5) y (D.6)), no nos dan con claridad la forma de variacién de los argumentos en los
polinomios de Tchebychev, por lo tanto, es necesario encontrar una més adecuada, lo cual se
logra por uso de F(m) y G(m) definidos anteriormente, esto es:

Py = 4| U0 OnE) L donde t(2) =1
(7)) Un(Z
G(m)= 1 ({/_1 ((le)) %1 ((Z;)) ‘ donde Uy(Z2)=2Z
Con esto
F(m) = 3[Un(Z1) = Un(Z2)]
(D.11)
G(m) = 3[225Umn(%1) — Z1Un(22)]
Por lo tanto de (C.11) junto con (D.8) y (D.9) tenemos
1
4-4(Zy — Z5)?
5Un+2(Z1) = Un+2(Z2)]  —3[2Z2Un+2(Z1) — Z1Unmt2(Z2)] — §[Um+1(Z1) — Umt1(Z2))
$Umi1(Z1) = Uny1(Z2)]  —3[2Z22Unms1(Z1) = Z1Ums1(Z2)] — $[Un(Z1) — Un(22)]

Restando Z, veces la primera columna a la segunda, tenemos

1
16(Z1 — Z2)2

Um+2(Z1) — Umt2(Z2)  2(Z2Um+2(Z2) — Z1Um+2(Z1)) + Um+1(Z1) — Um+1(Z2)
Um+1(Z1) = Um+1(Z2)  2(Z2Umt1(Z2) — Z1Um+1(Z1)) + Um(Z1) — Um(Z2)

Usando la relacién de recursién U,, = 2ZU,,_1; — U,,_2 y agrupando ligeramente, resulta

finalmente que:

1
16(Z1 — Z»)?

Un+2(Z1) — Ung2(Z2)  Upnpys(
Unt1(Z1) = Umy1(Z2)  Upa(

Z3) — Ummt3(Z4)
Zy

) = Unt2(Z1)
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Apéndice E

Los eigenvalores que dan las frecuencias de los modos normales, para la vibracién de una
cadena, con interacciones a segundos vecinos y con ambos extremos fijos estan determinados
por los ceros de:

1 Umi3(Z2) = Umy3(Z1)  Umy2(Z2) — Uny2(Z1)

16(Z; — 21)% | Umi2(Z2) = Upi2(Z1)  Umg1(Z2) = Unmsa(Z1) |~ 0 (E.1)

Sin embargo, para simplificar el dlgebra, transformamos més esta expresion. Es conve-
niente ignorar el denominador 16(Z; — Z»)?, y llamar al determinante principal D,,(Z1, Z>);
ademas es claro que D,, es siempre divisible por (Zs — Z1)?, desde luego que sus elementos son
diferencia de polinomios idénticos en Z; y Z,. Por lo tanto Xp; Zi — $p; Zi = Sp;(Zi — Zi) y
una diferencia de sus i-ésimas potencias es siempre divisible por (Z> — Z1), (incluyendo i = 0),
como cada una de las dos columnas producen tales factores, entonces el determinante como
un todo es divisible por su cuadrado.

Entonces
Un+3(Z2) Umy2(Z2) Un+3(Z1) Um+2(Z1)
D (21,2 — +3 + + +
(Z1,22) ‘ Un+2(Z2) Upms1(Z2) + Un+2(Z1) Upmy1(Z1) +
| Um+3(Z1) Umi2(Z2) | | Un3(Z2) Umi2(Z1)
Um+2 Zl) Um+1(Z2) Um+2(Z2) Um+1(Z1)

Para reducir los determinantes de la primera linea empleamos las identidades

1

Um+3(Z)Um+1(Z) = m[T2m+6(Z) - Tz(Z)]
1
Un+2(Z)Upnt2(2) m[szw(Z) - To(Z)]
Restando estas dos indentidades resulta que
To(Z) — T2 (Z
Un+3(Z)Um+1(Z) — Um+2(Z)Um2(Z) = % =-1
ya que
To(Z) = 1
Tx(Z) = 272°-1
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Por lo tanto cada uno de los determinantes de la primera linea tiene el valor —1 entonces

Un+3(Z1) Umnq2(Zo) Un+3(Z2) Umi2(Z1)
Doz, 22) = = [+ g7 PrenZ) | PraslZ) DreZ0 ||

Usando la relacion de recursién
Unt1(2) =22U0,(Z) — Up—1(2) (E.3)
y aplicandola a los determinantes de D,,,(Z;, Z2) tenemos

‘ Un+3(Z1) Umya(Z2) ‘ _ ‘ 2Z1Upmy2(Z1) = Ums1(Z1)  Upya(Za)
B (

Unt2(Z1) Umy1(Z2) 2Z1Um41(Z1) = Um(Z1)  Upya(Za)
Un+2(Z1) Umg2(Z2) Un+2(Z1) Ums1(Z1)
= 27 EA4
1‘ Umi1(Z1) Uni1(Z2) | 7| Uni1(Z2)  Um(Z: (B.4)
De la misma forma:
Um+3(Z2) Um+2(Z1) — 97, Unm+2(Z2) Um42(Z1) 4 Um+2(Z1) Um+1(Z2) (E.5)
Un+2(Z2) Umt1(Z1) Un+1(Z2) Um+1(Z1) Un+1(Z1)  Un(Z3) '

Sumando (E.4) y (E.5) y sustituyendo en (E.2) resulta:

Un+2(Z1) Upya(Zs)
Un+1(Z1) Upngi1(Z2)

Unt2(Z1)  Umi2(Z2)
Unt1(Z1) Umny1(Z2)

Que es una relacién de recursién para D,,, pero es necesario evaluar explicitamente el
determinante que ocurre en él, esto es:

D(Z1, Z5) = — [2 + 272, — )

‘ +{-2—=D,_1(Z, Z2)}]

Dy, (Z1,Z5) = Dyy—1(Z1, Za) — 2(Z1, Z2) (E.6)

Unt1(Z1)  Umt1(22)

Empleando (E.3) y factorizando el determinante resulta

A :‘ Uni2(Z1) Unia(Z2) ‘

7 Z Ui (Z1) Unmir(Z
An = W@ 7R [ T G
Ap = 2Unt1(Z1)Uns1(Z2)(Z1 — Z2) + Apa (E.7)

Puesto que Uy = 1, Uy = 2Z, Uy = 472 — 1, resulta que las condiciones terminales de A,
son.

A_l = 2(Z1 —_ Z2)
Ao = 2U1(Z1)Ui(Z2)(Z1 — Zo) + 2Uo(Z1)Uo(Z:)(Z1 — Zs)
Ay = 2Ux(Z1)Ux(Z2)(Z1 — Za) + Ao
m—+1
Am = 2% = 2) Y Ur(Z1)Ui(2s) (E.8)
k=0
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Donde A, es conocida como férmula de Christoffel-Darboux (ref. [16]). Por lo consiguien-
te podemos encontrar de (E.6) que

D = Dm_1(Z1, %) — 2(Z1 — Z5) A

usando (E.8)

m+1
Dp = Dm1—4(Z1—2)" ) U(Z1)Ui(%2)
k=0
m m-+1
= Doy —4(Z1 — Z5)? Z Un(Z1)Uk(Z2) — A(Z1 — Z2)? Z Ui (Z1)Ux(Z2)
k=0 k=0

m+1 p

Dn = —4(Zy — Z»)? Z Z Ui (21)Ux(Z2)
p=0 k=0
ya que el término Dy, (1) estd incluido en p = 0 no se pone. El resultado de la doble

suma es que U,41(Z1)Upms1(Z2) ocurre una vez, U, (Z1)U,(Z2) ocurre dos veces, etc., y
Uo(Z1)Uo(Z3) ocurre m + 2 veces, por lo tanto

D,, = —4(Zy — Z5)* mf: (m + 2 — k)Ur(Z1)Uk(25)
k=0

Como nosotros estamos interesados en 1/16(Zy — Z1)2Dm, entonces el polinomio carac-
teristico estd finalmente dado por:

3
s

.Z‘m(Zl,Zz) = — (m—|—2—k)Uk(Z1)Uk(Z2)

0

1
4

~
i
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Apéndice F

Obtencion de la matriz de movimiento para la cadena diatémica. Para el caso de interacciones
a segundos vecinos, las ecuaciones de movimiento estan dadas por:

mixry = k.fll'z + kl.’Eg — 2.73’]_ (k + k’)

maTs = ko3 +kzy +k 14— 235k + k)

m;r; = klxi+2 + kxip1 — 2x; (k + k‘l) + kx;_1 + kI.CL'i_z
MpTn = k'Tpyo+kTpy1 — 22, (k+ k') +kzn1 + kT

Que en forma compacta se reduce:
MX =KX (F.1)

En donde K es una matriz pentadiagonal de la forma,

ag ap a9
a; Qg ai as
K = ag Qi ag ay as
as ai ag ay as

Con:
a1 = k’; as = K y ag = —2(&1 + a2)

Por otra parte como nos interesa que la matriz de movimiento para el caso de una cadena
diatémica resulte simétrica, ya que en esta forma los cdlculos numéricos se facilitan bastante,
entonces para lograrlo es conveniente definir la transformacién

Y =vVMX - Y =VMX (F.2)
multiplicando (F.1) por la izquierda por M~!, resulta:
X=M1KX
multiplicando esta tltima ecuacién por VM y por la identidad resulta finalmente

VMX = MM KM VX
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aplicando finalmente (F.2) resulta:

Y=vM 'KVM 'Y

-1 -1
En donde la matriz VM ~K+vM  resulta ser completamente simétrica, esto es, supon-
-1
gamos que VM  es una matriz diagonal de la forma

0 0 0 - 0
vVIVM
0
0

o O O%"—‘

o3
s+

VM =

0

Aplicandose a la matriz K por ambos lados resulta

1 ay ai a2 1
VM VM
1 a a a1 a2 1
VM az a1 a a1 a2 VM —
vM ax aip Qg ai a VM
- ao a as 0
m vVmM m
a1 ag ail a2
vmM vM vmM M
a2 a1 ago ai a2
_ m vmM vm vmM m
= a2 a1 ag a1 az
m vmM vM vmM M
L 0 |

Que es finalmente la matriz de movimiento de una cadena lineal de masas alternantes con
interacciones a segundos vecinos.
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Apéndice G

// JOB

// FOR

*LIST ALL

*I0CS(2501 READER, 1403 PRINTER)
*I0CS(DISK)

*0NE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION

LA DESCRIPCION DE UNO DE LOS PROGRAMAS QUE SE EMPLEARON PARA
CALCULAR EL ESPECTRO DE FRECUENCIAS Y LOS MODOS NORMALES DE
VIBRACION ES LLAMADO PENTA

PENTA ES UN PROGRAMA PRINCIPAL QUE NOS CALCULA LOS EIGENVALORES
Y EIGENVECTORES DE UNA MATRIZ PENTADIAGONAL A LA CUAL SE LE
PUEDEN HACER MODIFICACIONES EN LAS ESQUINAS DE SUS DIAGONALES
INSTRUCCIONES DE ENTRADA QUE SIRVEN PARA DEFINIR ARREGLOS,
NOMBRES DE VARIABLES Y PARA DEFINIR ARREGLOS EN EL DISCO

aaoaoaoaaoaoacaaaQ

DIMENSION Z(32)

COMMON N,LI,LO,X0,XN
COMMON D(30),C(30),B(30),A(30),E(30)
COMMON Q(4,4),v(31)
DEFINE FILE 10(57,120,U,K1)
DEFINE FILE 101(41,96,U,K01)
DEFINE FILE 102(41,96,U,K02)
DEFINE FILE 103(41,96,U,K03)
DEFINE FILE 104(41,96,U,K04)
DEFINE FILE 105(41,96,U,K05)
DEFINE FILE 106(41,96,U,K06)
DEFINE FILE 107(41,96,U,K07)
DEFINE FILE 108(41,96,U,K08)
DEFINE FILE 109(41,96,U,K09)
DEFINE FILE 110(41,96,U,K10)
DEFINE FILE 111(41,96,U,K11)
DEFINE FILE 112(41,96,U,K12)
DEFINE FILE 113(41,96,U,K13)
DEFINE FILE 114(41,96,U,K14)
DEFINE FILE 115(41,96,U,K15)
DEFINE FILE 116(41,96,U,K16)
DEFINE FILE 117(41,96,U,K17)
DEFINE FILE 118(41,96,U,K18)
DEFINE FILE 119(41,96,U,K19)
DEFINE FILE 120(41,96,U,K20)
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aQ

20

300

oo

aaoaaa aaoaoaaa

aQaaoaaa

aQaaa

aQaaoaaa

aQQ

INSTRUCCIONES DE ENTRADA PARA LEER LA DIMENSION (N) DE LA MATRIZ
QUE DESEAMOS ANALIZAR

LI = 8

10 =5

READ  (LI,20) N
FORMAT (I2)

IF (N) 2,2,3

CALL  EXIT
WRITE (L0,300) N
FORMAT (’IN=’I2)

GENERACION DE LOS ELEMENTOS MATRICIALES.- LLENAMOS LA MATRIZ
TENIENDQ EN CUENTA SU FORMA PENTADIAGONAL (DIAGONALES A,B,C,D,E)
LO CUAL NOS PERMITE UTILIZAR MENOS MEMORIA DE LA MAQUINA, ESTA
PARTE ES LA QUE GENERALMENTE DIFIERE DE MODELO A MODELO

P4 P4 P
n
o o o

.8
.0
.05

DO 30 K=1,41

X1 = X+1.0

X2 = 1.0/X1

X3 = 1.0-X2

DO 10 J=1,N

A(J) = X2

B(J) = X3

C(J) = -2%(X2+X3)
D(J) = X3

E(J) = X2

PENII CALCULA LOS LIMITES DE GERSHORIN DE LOS EIGENVALORES Y
FORMA LOS COEFICIENTES USADOS EN LA RELACION DE RECURSION COMO
ELEMENTOS DE LAS MATRICES DE TRANSFERENCIA (T)

CALL PENII

PENRO LOCALIZA LAS RAICES DE LA ECUACION CARACTERISTICA,
COLOCANDO A ELLAS EN UN CIERTO ARREGLO (V)

CALL PENRO

PENGR IMPRIME ESTRELLAS QUE REPRESENTAN LOS VALORES NUMERICOS
DE LOS EIGENVALORES

CALL PENGR (V,8.0)
CALCULO DE LOS EIGENVECTORES
DO 12 I=1,N

PENEV CALCULA LAS COMPONENTES DEL I-ESIMO EIGENVECTOR, DEJANDO
LAS COMPONENTES EN EL ARREGLO Z

CALL PENEV (Z,I)

PENNO NORMALIZA LAS PRIMERAS N COMPONENTES DEL VECTOR DE
ARGUMENTO Z
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aaoaoaaaQ

30

Qoo Q0

31
32

//EJECT
// JOB
// FOR

CALL PENNO (Z,N)

PENST(Z,N,M,K,L) ALMACENA Y RECUPERA LOS VECTORES DE EL DISCO
DE ACUERDO CON LA OPCION L, EL ARGUMENTO ES UN VECTOR Z DE
DIMENSIONES N,K ES EL ARCHIVO DEL DISCO QUE SERA EMPLEADO Y M
ES EL NUMERO DE REGISTRO

CALL PENST (Z,N,100+I,K,3)

EN ESTA PARTE GRAFICAMOS LOS MODOS NORMALES DE VIBRACION LA
OPCION ES QUE PUEDEN SER GRAFICADOS CON ESTRELLAS Y UNIDOS
MANUALMENTE 0 GUARDADOS EN ALGUN REGISTRO PARA QUE DESPUES
SEAN UNIDOS AUTOMATICAMENTE

X=X+ 0.05
DO 32 I=1,N

PENPG(Z,N,M,K,L) HACE UNA PAGINA DE GRAFICAS DE LOS EIGENVEC-
TORES, Z ES EL VECTOR QUE CONTIENE LAS COMPONENTES (NORMALIZADAS)
DE EL EIGENVECTOR DE DIMENSION N, M ES LO QUE DESEAMOS SACAR, K
ES EL NUMERO DE ARCHIVO EN QUE LOS PUNTOS VAN A SER INTRODUCIDOS
Y L ES LA OPCION

CALL PEMPG (Z,N,0,10,1)
CALL PENPG (Z,N,0,10,2)
CALL PENST (Z,N,100+I,41,4)
DO 31 K=1,41

CALL PENST (Z,N,100+I,K,5)
CALL PENPG (Z,N,X,10,3)
CALL PENPG (V,N,I,10,5)

GO TO 1

END

*LIST ALL

*I0CS(2501 READER, 1403 PRINTER)
*I0CS(DISK)

*0NE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION

*NAME JOC

C
C
C

300

350

JOC ES EL PROGRAMA PRINCIPAL DE UN CONJUNTO DE PROGRAMAS, DESIGNADOS
PARA EVALUAR LOS EIGENVALORES Y EIGENVECTORES DE UNA MATRIZ PENTADIAGONAL

COMMON N,LI,LO,X0,XN

COMMON P(30,5)

COMMON  Q(4,4),V(31)

WRITE  (3,300)

FORMAT(’1°20X’ DIAGONALIZACION DE UNA MATRIZ PENTADIAGONAL ’/
30X’ 14 DE FEBRERO DE 1970 ’/)

CALL PENRM

CALL PENII

CALL PENRO

CALL PENWM

WRITE (3,350)

FORMAT(’17)

GO TO 1

END
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// FOR

*LIST ALL

*0NE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION

C

SUBROUTINE PENCP

PENCP IMPRIME EL VALOR DEL POLINOMIO CARACTERISTICO EN 100
PUNTOS ASI COMO LOS ELEMENTOS DEL MENOR QUE LO DEFINE Y LA FASE
DE SUS VECTORES COLUMNA

aaoaaaQ

COMMON N,LI,L0,X0,XN
COMMON P(30,5)
COMMON Q(4,4),v(31)
EQUIVALENTE (Q11,Q(1,1)),(Q12,Q(1,2)),(Q21,Q(2,1)),(Q22,0(2,2))
WRITE (3,300)
300 FORMAT(’1 POLINOMIO CARACTERISTICO DE UNA MATRIZ PENTADIAOONAL’/)
X =X0 - 0.5
DX = (XN-X0+1.0)%100.0
D0 2 1I=1,100
CALL PENQ(X,Y,N)
P1 = ATAN(Q12/Q11)
P2 = ATAN(Q22/Q21)
WRITE (3,310) Q,Y,Q11,Q12,PI,Q21,Q22,P2
310 FORMAT (’0X=’F8.3,3X,’Q(X)="E16.9,
* 5X’Q11='F15.6°, Q12='F16.6,10X,’PHI="F12.8/
* 40X’Q21="F15.6’, Q22=’F15.6,10X,’PHI="F12.8)
2 X = X+DX
WRITE (3,350)
350 FORMAT (°1°)
RETURN
END
C
// EJECT
// FOR
*LIST ALL
*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION
C
SUBROUTINE PENEV (Z,K)
C
¢ PENEV(Z.K) CALCULA LAS COMPONENTES DEL K-ESIMO EIGENVECTOR, DEJANDO
c LOS ELEMENTOS EN EL ARREGLO Z

DIMENSION  S(32),T(34),Z(32)
COMMON N,LI,LO,X0,XN
COMMON A(30),B(30),C(30),D(30),B(30)
COMMON Q(4,4),V(31)
EQUIVALENCE (S(1),T(3))
EQUIVALENCE (Q11,Q(1,1)),(Q12,Q(1,2))
CALL PENQK (V(K),Y,N)
T(1) = 0.0
T(2) 0.0
T(3) Q11
T(4) = -Q12
DO 10 J=1,N
10 S(J+2)=A(J)*T(J+3)+(B(J)+V(K)*E(J) ) *T (J+2)+C(J)*T(J+1)+D(J)*T(J)
N2 = N+2
DO 30 I=1,N2
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30 Z(I) = s(D
RETURN
END

C

// EJECT

// FOR

*LIST ALL

*0NE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION

C

SUBROUTINE PENGE (V)
C
C PENGE(V) SE EMPLEA PARA SACAR L0OS EIGENVECTORES DEL DISCO LOS UNIFICA
C Y GRAFICA, POR LO REGULAR ES UNA PARTE DEL PROGRAMA PRINCIPAL, ESA ES
C LA RAZON POR LA CUAL NO APARECE EN ALGUNOS DE ELLOS
C

DIMENSION  V(1),Z(31)
COMMON N
DO 32 I=1,N
CALL PENPG (Z,N,0,10.1)
CALL PENPG (Z,N,0,10,2)
CALL PENST (Z,N,100+I,41,4)
DO 31 K=1,41
CALL PENST (Z,N,100+I,K,5)

31 CALL PENPG (Z,N,K,10,3)

32 CALL PENPG (V,N,I,10,5)
RETURN
END

C

// EJECT

// FOR

*LIST ALL

*0NE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION

C
SUBROUTINE PENGM (A1,A2,L)
C
(¢ PENGM (A1,A2,L) SIMULA LA ENTRADA DE TARJETAS DE DATOS PARA UNA
c MATRIZ PENTADIAGONAL CON LA PRIMERA DIAGONAL EXTERNA IGUAL A A1 Y LA
c SEGUNDA EXTERNA IGUAL A A2, EXCEPTO PARA LAS OPCIONES L=1,2,3,4 LAS
c TERMINACIONES SON
c L=1 AMBOS EXTREM0OS FIJOS
c L=2 EXTREMO IZQUIERDO FIJO, DERECHO LIBRE
c L=3 EXTREMO IZQUIERDO LIBRE, DERECHO FIJO
¢ L=4 AMBOS EXTREMOS LIBRES
C
DIMENSION  A(30),B(30),C(30),D(30),E(30)
COMMON N,LI,LO,X0,XN
COMMON P(30,5)

EQUIVALENCE (A(1),P(1,4)),(B(1),P(1,3)),(C(1),P(1,2))
EQUIVALENCE (D(1),P(1,1)),(E(1),P(1,5))

DO 1 I=1,N
A(I) = A2
B(I) = Al
C(I) = -2.0%(A1+A2)
D(I) = Al
E(I) = A2

1 CONTINUE
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GOTO (10,20,30,40) ,L

10 RETURN

20 C(N-1) = C(N-1)+A2
C(N) = C(N)+A1+A2
RETURN

30 C(1) = C(1)+A2+A1
C(2) = C(2) +A2
RETURN

40 C(1) = C(1)+A1+A2
c(N) = c()
C(2) = C(2)+A2
C(N-1)=C(2)
RETURN
END

C

// EJECT

// FOR

*LIST ALL

*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION
C
SUBROUTINE PENGR (Z,W)

PENGR IMPRIME ESTRELLAS QUE REPRESENTAN LOS VALORES NUMERICOS DE LOS
EIGENVALORES Y ADEMAS COLOCA UNA ’@’ EN EL PUNTO DONDE SE INTERSECTAN
DOS CURVAS

aaoaoaaa

DIMENSION Z(1),III(120)
COMMON N,LI,LO
$=100.0/W
DO 11 1I=1,120

11 III (I)=16448
DO 12 1I=1,101,10

12 III(I)=-14016
DO 27 I=1,N
L=IFIX(-Z(I)*S)+1
IF(L) 27,27,21

21 IF (L-120) 22,22,27

22  IF (III(L)-23616) 23,24,23

23  III(L) = 23616
G0 TO 27

24  TII(L)=20544

27  CONTINUE
WRITE (L0.300) III

300  FORMAT (1X,120A1)
RETURN
END

C

// EJECT

// FOR

*LIST ALL

*ONE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION

C
SUBROUTINE PENII
C
C PENNI CALCULA LOS LIMITES DE GERSHGORIN DE LOS EIGENVALORES Y
C FORMA LOS COEFICIENTES USADOS EN LAS RELACIONES DE RECURSION COMO
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C ELEMENTOS DE LAS Q’S

C
DIMENSION  A(30),B(30),C(30),D(30),E(30)
COMMON N,LI,L0,X0,XN
COMMON P(30,5)
EQUIVALNECE (A(1),P(1,4)),(B(1),P(1,3) ),(C(1),P(1,2))
EQUIVALENCE (D(1),P(1,1)),(E(1),P(1,5))
c
c ESTABLECE LOS LIMITES DE GERSHGORIN PARA LOS EIGENVALORES
c
R=ABS(D(1))+ABS(E(1))
X0=C(1)-R
XN=C(1)+B

R =ABS(B(2))+ABS(D(2))+ABS(E(2))
X0=PENMI(C(2)-R,X0)
XN=PENMA (C(2)+R,XN)
N2=N-2
D0 4 1I=3,N2
R =ABS(A(I))+ABS(B(I))+ABS(D(I))+ABS(E(I))
X0=PENMI(C(I)-R,X0)

4 XN=PENMA (C(I)+R,XN)
R =ABS(A(N-1))+ABS(B(N-1))+ABS(D(N-1))
X0=PENMI (C(N-1)-R,X0)
XN=PENMA (C(N-1)+R,XN)
R =ABS(A(N))+ABS(B(N))
X0=PENMI(C(N)-R,X0)
XN=PENMA (C(N)+R,XN)

FORMAMOS LOS COEFICIENTES QUE SERAN USADOS EN LAS RELACIONES DE
RECURSION

aQaaoaaaQ

DO 20 I=1,N
R = 1.0/E(I)
DO 16 J=1,4
16 P(I,J)=-R*P(I,J)
20 E(I)=R
RETURN
END
c
// EJECT
// FOR
*LIST ALL
*ONE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

C
FUNCTION PENMA(X.Y)
c
c PENMA(X,Y) SELECCIONA EL MAXIMO DE X Y Y
c
IF (X-Y) 1,2,2
1 PENMA=Y
RETURN
2 PENMA=X
RETURN
END
c
// EJECT
// FOR
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*LIST ALL
*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

C
FUNCTION PENMI(X,Y)
c
C PENMI(X,Y) SELECCIONA EL MINIMO DE X Y Y
C
IF (X-Y) 1,1,2
1 PENMI=X
RETURN
2 PENMI=Y
RETURN
END
C
// EJECT
// FOR
*LIST ALL

*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

C
SUBROUTINE PENNO (Z,N)
C
C PENNO(Z,N) NORMALIZA LAS PRIMERAS COMPONENTES DE EL VECTOR DE
C ARGUMENTO Z
C
DIMENSION Z(1)
A =0.0
DO 5 I=1,N
5 A = A+Z(I)**2
A = 1.0/SQRT(A)
D0 7 I=1,N
7 Z(I)=A*Z(I)
RETURN
END
C
// EJECT
// FOR
*LIST ALL

*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

C

aaoaoaoaoaoacaaaQ

10

SUBROUTINE PENPG (Z,N,M,K,L)

PENPG(Z,N,M,K,L) HACE UNA PAGINA DE GRAFICAS DE LOS EIGENVECTORES,
Z ES EL VECTOR QUE CONTIENE LAS COMPONENTES (NORMALIZADAS) DEL
EIGENVECTOR DE DIMENSION N, M ES EL QUE DESEAMOS SACAR, K ES EL
NUMERO DE ARCHIVO EN EL QUE LOS PUNTOS VAN A SER INTRODUCIDOS Y

L ES LA OPCION DESEADA

L=1 GENERA UNA PAGINA EN BLANCO

L=2 INVIERTE LAS COMPONENTES DEL EIGENVECTOR

L=3 IMPRIME LA PAGINA TERMINADA

DIMENSION  Z(1),JJJ(120)

COMMON NN,LI,LO
G0TO (10,20,30,40,50) ,L
CONTINUE

DO 11 I=1,120
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11 JJI(I)=16448
DO 12 I=1,57

12 WRITE (K’I) JJJ
RETURN

20  CONTINUE
DO 22 J=1,41
READ (K’50-J) JJJ
DO 21 I=1,N
JI=T*I+]

21 JJI(3J)=19264

22  WRITE (X’50-J) JJJ

RETURN
30  CONTINUE
DO 31 I=1,N
31 CALL PENPL (7+I+M,50 -(IFIX(10.0%Z(I))+M),K,23616)
RETURN

40 CONTINUE
WRITE(K’M) (Z2(J),J=1,N)
RETURN

CUANDO L=5 LOS PARAMETROS SON USADOS COMO SIGUE:

Z ES EL VECTOR EIGENVALOR

M LA COMPONENTE DEL VECTOR FRECUENCIA QUE SERA USADO
K EL ARCHIVO QUE SERA IMPRIMIDO

waoaoaoaaaQ

53 FORMAT(’ MODO NORMAL NUMERQ’,I5.5X,’EIGENVALOR’,F15.6/)
50 CONTINUE
WRITE (LOD,352)
WRITE (L0,353) M,Z(M)
WRITE (LO,350)
DO 51 I=1,57
READ (XK’I) JJJ
WRITE (L0,351) JJJ
51 CONTINUE
WRITE (L0,350)
RETURN
350 FORMAT (1X,12(°P EN T A *))
351 FORMAT (1X,120A1)
352 FORMAT (1H1)
353 FORMAT(’ MODO NORMAL NUMERQ’,I5,5X,’EIGENVALOR’,F15.6/)
END
C
// EJECT
// FOR
*LIST ALL
*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

C
SUBROUTINE PENPL (IA,IB,K,ICH)
C
C PENPL(IA,IB,K,ICH) INTRODUCE EL CARACTER ICH EN EL ARCHIVO DEL
C DISCO K CON LA COLUMNA IA DEL NUMERO DE REGISTRO IB
C
DIMENSION III(120)
IF (IA) 1,1,2
1 IA=1
2 IF (120-I4) 3,3,4
3 IA=120
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4 IF (IB) 5,5,6

5 1B=1

6 IF (57-IB) 7,8,8

7 IB=57

8 READ (K’IB) III
III(IA)=ICH
WRITE (K’IB) III
RETURN
END

C

// EJECT

// FOR

*LIST ALL

*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION
C
SUBROUTINE PENQK (X,Y,K)

PENQK(X,Y,K) FORMA EL PRODUCTO DE LAS PRIMERAS K DE LAS Q-MATRICES
EVALUANDO EL PRODUCTO RECURSIVAMENTE CON EL EIGENVALOR X, Y DEPOSITA
EL VALOR DEL MENOR SUPERIOR IZQUIERDO 2X2 DE EL PRODUCTO EN Y. SOLAMEN-
TE LAS PRIMERAS DOS COLUMNAS DE Q SON EVALUADAS ASI COMO SOLAMENTE
ELLAS ENTRAN DENTRO DE LA EVALUACION DEL POLINOMIO CARACTERISTICO

aaoaoaaaQ

COMMON N,LI,L0,X0,XN
COMMON A(30),B(30),C(30),D(30),E(30)
COMMON Q(4,4),v(31)
EQUIVALENCE (Q11,Q(1,1)),(Q12,Q(1,2)),(Q21,Q(2,1)),(Q22,Q(2,2))
EQUIVALENCE (Q31,Q(3,1)),(Q32,Q(3,2)),(Q41,Q(4,1)),(Q42,Q0(4,2))
IF (k-1) 1,2,3

1 Y=1.0
RETURN

2 Y=B(1)+X*E(1)
RETURN

3 Q11=A(1)
Q12=B(1)+X*E(1)
Q21=1.0
Q22=0.
Q31=0.
Q32=1.
Q41=0.
Q42=0.
Wi=Q11
wW2=Q12
DO 20 J=2,K
W1=(B(J)+X*E(J))*Q21+C(J)*Q31+D(J) *Q41
W2=(B(J)+X*E(J))*Q22+C(J)*Q32+D (J) *Q42
Q41=Q31
Q42=Q32
Q31=Q21
(32=022
Q21=Q11
Q22=Q12
Q11=W1+A(J)*Q11
Q12=W2+A(J)*Q12

20 CONTINUE
Y=W1%Q22-W2*Q21
RETURN

(oo eNeNel
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C

END

// EJECT

// FOR

*LIST ALL
*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

c
SUBROUTINE PENRM
C
c PENRM LEE LAS TARJETAS DE ACUERDO CON LOS ELEMENTOS PENTADIAGONALES
C DE LA MATRIZ Y FORMA LAS FILAS DE ARRIBA DE LAS (- MATRICES, N Y
c EPSILON SON ESPECIFICADOS EN LA PRIMERA TARJETA
¢
COMMON  N,LI,LO,X0,XN
COMMON  D(30),C(30),B(30),A(30),E(30)
READ (LI,200) N
200 FORMAT (I2)
IF (N) 1,1,2
1 RETURN
2 WRITE (L0,300) N
300 FORMAT (° N= ’,I2/)
WRITE (L0,301)
301 FORMAT(’0 MATRIZ PENTADIAGONAL QUE SERA DIAGONALIZADA’)
DO 3 I=1,N
READ (LI,210) A(I),B(I),C(I),D(I),E(I)
210 FORMAT (5F10.0)
WRITE (L0,310) A(I),B(I),C(I),D(I),E(I)
310 FORMAT (1X,5F15.6)
3 CONTINUE
RETURN
END
C
// EJECT
// FOR
*LIST ALL

*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

C

aaoaa

SUBROUTINE PENRO

PENRO LOCALIZA LAS RAICES DE LA ECUACION CARACTERISTICA, COLOCANDO
A ELLAS EN EL ARREGLO V

DIMENSION  J(2),R(2),5(2),T(31),U(32)

COMMON N,LI,LO,XO0,XN
COMMON A(30),B(30),C(30),D(30),E(30)
COMMON Q(4,4),v(3D)

EQUIVALENCE (Q11,Q(1,1)),(Q12,Q(1,2)),(q21,Q(2,1),(Q22,Q(2,2))
EQUIVALENCE (J1,J(1)),(J2,J(2)),(R1,R(1)),(R2,R(2))
EQUIVALENCE (S1,S(1)),(S2,3(2))
SIZ(X) = ABS(X)-EPS
WID(X,Y) = ABS(Y- X)- DEL
QM(X1,X2,X3,Y1,Y2,Y3)=(0.5% (Y1%(X2-X3) * (X2+X3)+Y2% (X3-X1) * (X3+X1)
+Y3%(X1-X2)*(X1+X2))) / (Y1*(X2-X3) +¥2*(X3-X1)
+Y3%(X1-X2))
RS(X,Y) = SIGN(1.0,X)-SIGN(1.0,Y)
PHI = 0.15

157



aQQ

aaoaaaQ

aQ aaoaaoaa

aaoaaaQ

12

15

16
17

TAU = 1.0E-2
DEL = (1.0E-5*ABS(XN-X0))/N
U(1) = X0-DEL

PRODUCIMOS LA PRIMERA RAIZ CUYO VALOR ES EL ELEMENTO A11 DE LA MATRIZ

V(1) = -B(1)/E(1)

LOS INTERVALOS CERRADOS QUE CONTIENEN LAS RAICES SON DETERMINADOS
RECURSIVAMENTE

DO 500 K=2,N

LOS CEROS DE LOS POLIMOMIOS ANTERIORES DETERMINAN INTERVALOS PARA
ESTE CICLO, ASI COMO EL ESTABLECIMIENTO DEL FACTOR DE ESCALA QUE
SERA EMPLEADO

CALL PENQK (U(1),T(1),K)

D0 1 I=2,K

U(I) = V(I-1)

CALL PENQK (U(I),T(I),K)
U(K+1) = XN

CALL PENQK (U(K+1),T(K+1),K)
U(N+2) = XN+DEL

UNA RAIZ TIENE QUE SERA LOCALIZADA PARA CADA K INTERVALO

DO 400 I=1,K

X1 = U(I)
Y1 = T(I)
X2 = U(I+1)
Y2 = T(I+1)
X3 = U(I+2)

IF (RS(Y1,Y2)) 50,5,50

SI EL INTERVALO ES EXTREMADAMEMTE PEQUENO, SUPONDREMOS QUE LA RAIZ
QUE ESTA CONTENIDA SE ENCUENTRA EN SU PUNTO MEDIO

IF (WID(X1,X2)) 6,6,7
V(I) = 0.5%(X1+X2)

GO TO 400

R1 = X2-PHI*(X2-X1)

R2 = X2+PHI*(X3-X2)

D0 25 M=1,3

D0 15 L=1,2

CALL PENQK (R(L),S(L),K)
IF (RS(Y1, S(L))) 12,15,12
U(I+1) = R(L)

T(I+1) = S(L)

X2 = R(L)

Y2 = S(L)

GO TO 40

CONTINUE

X = QM(R1,X2,R2,51,Y2,82)
CALL PENQK (X,Y,K)

IF (X1-X) 16,16,23

IF (X-X3) 17,17,23

IF (RS(Y1,Y)) 19,20,19
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19

20

22

23

25
30

oo

105

106

107
108

110
125
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U(I+1) = X
T(I+1) = Y
X2 =X

Y2 =Y

GO TO 40
X2 =X

Y2 =Y

R1 = 0.5%(R1+X)

R2 = 0.5*%(X+R2)

GO TO 25

X = X2

GO TO 22

CONTINUE

V(I) = X-TAU*(X-X1)
V(I+1)= X+TAU*(X3-X)
I =1I+1

GO TO 400

IF (U(I+1)-U(I+2)) 50,50,41
U(I+2) = U(I+1)
T(I+2) = T(I+1)

GO TO 50

K o ok s o ok o o ok 3k o ok 3K o Kk o oK K ok sk 3K ok ok ok o K ok ok oK oK ok ook ok ok
* RUTINA QUE LOCALIZA RAICES *
sk ko o ok o o K 3 o ok o o K o oK oK o K o o K o oK K o o K oK o kK ok o oK
Al = (X1+X1+X2)/3.0

A2 = (X1+X2+X2)/3.0
CALL PENQK (A1,Z1,K)
CALL PENQK (A2,Z2,K)
EPS = 0.5E-6%(ABS(Z1)+ABS(Z2))

EMPLEANDO EL METODO DE LA "REGLA FALSA" SE ENCUENTRA NORMALMENTE QUE
EL VALOR DE LA FUNCION EN UN PUNTO EXTREMO ES MUCHO MENOR QUE EN EL
0TRO CUAMDO ES PEQUENO EL PUNTO EXTREMO PUEDE SER TOMADO COMO UNA
RAIZ CUANDO LA RAZON DE LOS VALORES EXTREMOS ES MENOR QUE LA PRECISION
DE LA COMPUTADORA, LA NUEVA APROXIMACION SERA NO CONFIABLE Y EL

PUNTO EXTREMO MAYOR TIENE QUE SER MOVIDO.

DO 200 M=1,30

X = 0.5%(X1+X2)

CALL PENQK (X,Y,K)

IF (RS(Y,Y1)) 106,105,106

X1 =X
Y1 =Y
GO TO 107
X2 =X
Y2 =Y

IF (WID(X1,X2)) 108,108,110

V(I) = 0.5%(X1+X2)

GO TO 400

IF (ABS(Y1/Y2+Y2/Y1)-2.0E4) 125,200,200
S1 = X1

52 = X2

DOS CICLOS DE LA REGLA FALSA SE LLEVAN A CABO, AUNQUE NO ES LOGICA-

MENTE NECESARIO VERIFICAR QUE LA NUEVA ESTIMACION SE ENCUENTRE DENTRO
DEL INTERVALO DE RAIZ, LA PERDIDA DE PRECISION PUEDE ALGUNAS VECES

159



C ARROJAR LA INTER-SECCION FUERA.

DO 135 L=1,2

R(L) = (X1#Y2-X2xY1)/(Y2-Y1)

IF (X1-R(L)) 129,200,200
129 IF (R(L)-X2) 130,200,200
130 CALL PENQK (R(L),Y,K)

IF (SIZ(Y)) 131,131,132
131 V(I)=R(L)

GO TO 400
132 IF (RS(Y,Y1)) 134,133,134
133 XI = R(L)

Yl =Y

J(L) = -1

GO TO 135
134 X2 = R(L)

Y2 =Y

JL) =1
35 CONTINUE

EL PROCESO DE AITKEN DEL CUADRADO DE LA DELTA PROPORCIONA LAS ULTIMAS
DOS APROXIMACIONES TRASLADADAS EN EL MISMO PUNTO EXTREMO Y PROPORCIONA
LA NUEVA ESTIMACION LOCALIZADA DENTRO DEL INTERVALO

Qoo Qe

IF (J1+J2) 141,200,142
141 RO = S1
GO TO 150
142 RO = S2
150 X = (RO*R2-R1*R1)/(RO-R1-R1+R2)
IF (X1-X) 151,200,200
151 IF (X-X2) 152,200,200
152 CALL PEMQK (X,Y,K)
IF (SIZ(Y)) 153,153,154
153 V(I) = X
GO TO 400
154 IF (RS(Y,Y1)) 156,155,156
155 X1 =X
YL =Y
GO TO 200
156 X2 = X
Y2 =Y
GO TO 200
200 CONTINUE
400 CONTINUE
500 CONTINUE
RETURN
END
c
// JOB
// FOR
*LIST ALL
*ONE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

C
SUBROUTINE PENST (Z,N,K,M,L)
C
C PENST(Z,N,K,M,L) ALMACENA Y RECUPERA L0S VECTORES DEL DISCO DE
C ACUERDO CON LA OPCION L, EL ARGUMENTO ES UN VECTOR Z DE DIMENSION
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¢ N, K ES EL ARCHIVQ DE EL DISCO QUE SERA EMPLEADQ Y M ES EL NUMERQ
C DE REGISTRO
C L=1
C L=2
c L=3 ALMACENA EL VECTOR EN EL DISCO
C L=4 REVISA TODOS LOS VECTORES PARA LA MAYOR CONTINUIDAD PQOSIBLE
C L=5 BUSCA EL VECTOR DEL DISCO
c
DIMENSION X(32),Y(32),Z(32)
GOTO (10,20,30,40,50) ,L
10 CONTINUE
RETURN
20 CONTINUE
RETURN
30 CONTINUE
WRITE (K’M) (Z(I),I=1,N)
RETURN
40 CONTINUE
READ (XK’1) (X(I),I=1,N)
DO 46 J=2,M
READ  (K’J) (Y(I),I=1,N)
A =0.0
B = 0.0
DO 41 1I=1,N
A = A+(Y(I)=-X(I))**2/((I+1)*(N-I+1) )
B = B+(Y(I)+X(I))**2/((I+1)*(N-I+1))
41 CONTINUE
IF (A-B) 44,44,42
42 DO 43 I=1,N
43 Y(I) = -Y(I)
44 DO 45 1I=1,N
45 X(I) = Y(I)
46 WRITE (K’J) (Y(I),I=1,N)
RETURN
50 CONTINUE
READ (K’M) (Z(I),I=1,N)
RETURN
END
C
// JOB
// FOR
*LIST ALL
*I0CS(2501 READER, 1403 PRINTER)
*I0CS(DISK)

*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

C

oo

SUBROUTINE PENW1 (XI,Y,L)

PENW1(XI,Y,RHO,L) GRAFICA LOS PUNTOS EN EL PLANO XI-Y COMO FUNCIONES
DE LOS DOS COSENOS DE LOS NUMEROS DE ONDA, VARIAS OPCIONES EXISTEN DE
ACUERDO CON LA OPCION L

L=1 LIMPIA LA IMAGEN DE LA PAGINA E INSERTA LA FRONTERA C=1

L=2 INSERTA EL PUNTO DE ACUERDO CON LA REL. DE DISPERSION MONOATOMICA
L=3 INSERTA EL PUNTO DE ACUERDO CON LA REL. DE DISPERSION DIATOMICA
L=4 IMPRIME LA PAGINA COMPLETA

DIMENSION III(120)
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COMMON N,LI,LO,X0,XN

IX(X) =92+IFIX(26.0%X)
IY(Y) =18-IFIX(15.0%Y)
GO TO (10,20.40),L

10 DO 12 1I=1,120

12 III(I) = 16448
DO 14 1I=1,57

14 WRITE (20°I) III

CALL PENPL (IX( 0.0),IY( 0.0),20,19264)
CALL PENPL (IX( 1.0),IY( 1.0),20,19264)
CALL PENPL (IX( 1.0),IY(-1.0),20,19264)
CALL PENPL (IX(-1.0),IY( 1.0),20,19264)
CALL PENPL (IX(-1.0),IY(-1.0),20,19264)
RETURN

LOS ARGUMENTOS PARA PENGW DEL MODELO MONOATOMICO SON
XI = -LAMBDA/(4.0%(A1+A2))

Y = A1/(4.0%A2)

RHO=1.0

aaoaoaan

20 B = Y+1.0
AC = XI*(1.0+4.0%Y)
IF (BxB-AC) 22,23,24
22 CONTINUE
SQ = SQRT(AC-B*B)
Cl1 = -Y+3Q
C2 = -Y-8Q
CALL PENPL (IX(C1),IY(C2),20,23616)
RETURN
23 CALL PENPL (IX(B),IY(B),20,23616)
RETURN
24 CONTINUE
SQ = SQRT(B*B-AC)
Cl1 = -Y+3Q
C2 = -Y-8Q
CALL PENPL (IX(C2),IY(C1),20,23616)
RETURN
40 WRITE (L0,3010)
DO 42 I=1,57
READ (20°1) III
WRITE (L0,3000) III
42 CONTINUE
RETURN
3000 FORMAT (1X,120A1)
3010  FORMAT (°1°)
END
C
// EJECT
// FOR
*LIST ALL
*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

C
SUBROUTINE PENW2 (XI, Y, RHO, L)
C
C PENW2(XI,Y,RHO,L) GRAFICA LOS PUNTOS EN EL PLANO XI-Y COMO
C FUNCIONES DE LOS DOS COSENOS DE LOS NUMEROS DE ONDA, VARIAS OPCIONES
C EXISTEN DE ACUERDO CON LA OPCION L
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LIMPIA LA IMAGEN DE LA PAGINA E INSERTA LA FRONTERA C=1

INSERTA EL PUNTO DE ACUERDO CON LA REL. DE DISPERSION MONOATOMICA
INSERTA EL PUNTO DE ACUERDO CON LA REL. DE DISPERSION DIATOMICA
IMPRIME LA PAGINA COMPLETA

QaaoaaQ
[ i i e
inomn

B W N -

DIMENSION III(120)

COMMON N,LI,LO,X0,XN
IX(X) = 92+IFIX(26.0%X)
Iv(y) = 40-IFIX(15.0%X)

GO TO (10,30,40),L

10 DO 12 1I=1,120

12 III(I) = 16448
DO 14 I=1,57

14 WRITE (20°I) III
CALL PENPL (IX( 0.0),IY( 0.0),20,19264)
CALL PENPL (IX( 1.0),IY( 1.0),20,19264)
CALL PENPL (IX( 1.0),IY(-1.0),20,19264)
CALL PENPL (IX(-1.0),IY( 1.0),20,19264)
CALL PENPL (IX(-1.0),IY(-1.0),20,19264)
RETURN

LOS ARGUMENTOS PARA PENGW DEL MODELO DIATOMICA SON
XI = LAMBDA/A2

Y = A1/A2

RHO= M PEQUENA/ M GRANDE

waoaoaoaoaaQ

0 CRHO = SQRT(RHO)
CRHO = CRHO+1.0/CRHO
B CRHO*XI+(Y+2.0)**2
AC = 4.0%(XI*XI+2.0*CRHO*XI*(Y+1)+2.0*((Y+2.0)**2-2.0))
IF (B*B-AC) 32,33,34
32 SQ = SQRT(AC-B*B)
Cl1 = 0.25*%(B+3Q)
C2 = 0.25%(B-SQ)
CALL PENPL (IX(C1),IY((C2),20,23616)
RETURN
33 CALL PENPL (IX(B),IY(B),20,23616)
RETURN
34 SQ = SQRT(B*B)-AC)
C1 = 0.25%(B+SQ)
c2 0.25%(B-3SQ)
CALL PENPL (IX(C2),IY(C1),20,23616)
RETURN
40 WRITE (L0,3010)
DO 42 1I=1,57
READ (20°1) III
WRITE (L0,3000) III
42 CONTINUE
RETURN
3000 FORMAT (1X,120A1)
3010  FORMAT (°1°)
END

c

// EJECT

// FOR

*LIST ALL

*ONE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION
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SUBROUTINE PENWM

C
c PENWM ES UNA SUBRUTINA QUE ESCRIBE LOS VALORES DE LOS EIGENVALORES Y
c SUS EIGENVECTORES ASOCIADOS
C
DIMENSION  Z(32)
COMMON N,LI,L0,X0,XN
COMMON P(30,5)
COMMON Q(4,4),v(31)

WRITE (L0,300)
300 FORMAT (’1°)
DO 30 I=1,N
CALL  PENEV (Z,I)
R1 = Z(N+1)/Z(1)
R2 = Z(N+2)/Z(1)
CALL PENNO (Z,N)
WRITE (L0,310) I,V(I),(Z(J),J=1,N)
310 FORMAT(’0 EIGENVECTOR NO.’,I2,10X,’EIGENVALOR’
1 ,F10.6/(1X,10F12.6))
WRITE (L0,320) R1,R2
310 FORMAT (’ CHECA COMPONENTES QOE RESULTARAN CERO ’,10X,2E12.4)
30 CONTINUE
RETURN
END
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