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PROLOGO

Los paréntesis de Poisson son de importancia en la mecanica clasica debido a que en primer
lugar pueden ser usados para dar un criterio que nos permita ver si un sistema de coordenadas
es canodnico y en segundo lugar por que pueden ser usados para definir las transformaciones
infinitesimales de contacto. Ademds si se piensa en ellos como un operador bilineal, sobre
los espacios de polinomios homogéneos formados de coordenadas y momenta, se pueden usar
para definir un producto interno.

El espacio fase junto con sus operadores lineales adquiere una estructura muy interesante
si se toma en cuenta la relacién que hay entre el producto interno y los paréntesis de Poisson.
Esta relacion nos lleva a la definicién una operaciéon de conjugacién para los espacios de
monomios; a una forma candnica para los operadores, en la cual ellos son expresados como
una suma de productos, a un teorema de parejas el cual dice que los operadores normales deben
tener parejas conjugadas de eigenfunciones y parejas negativas de eigenvalores, y finalmente a
sistemas de coordenadas canodnicas relacionados al algebra de Lie de los operadores formados
por los polinomios de segundo grado homogéneos.
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INTRODUCCION

En los cursos de mecanica hamiltoniana, los paréntesis de Poisson son introducidos con
el objeto de dar un criterio para reconocer las transformaciones candnicas y para discutir
el concepto de transformaciones infinitesimales de contacto. Los axiomas con que cumplen
los paréntesis de Poisson siempre son observados, porque los conmutadores en la mecénica
cuantica cumplen con los mismos axiomas y usando esta relacién la transicién entre los for-
malismos candnicos de las dos materias, es facilmente realizable. Esto ultimo es un incentivo
més para llevar a cabo un anélisis cuidadoso del papel y las propiedades de los paréntesis de
Poisson.

En un contexto tan general se deben de considerar los parénteisis de Poisson de funciones

completamente arbitrarias. Pero si nos retringimos a los espacios vectoriales de polinomios
homogéneos de grado k, @Slk), formados de n coordenadas y sus momenta, y particularmente a
los espacios @S) y <I>§l2), los axiomas que satisfacen los paréntesis de Poisson nos dan resultados
muy interesantes sobre la geometria del espacio fase y de sus transformaciones lineales.

Los resultados mencionados, se deben a que en primer lugar los paréntesis de Poisson
definen una seudométrica para el espacio fase, @511).

Una “métrica” de este tipo define una geometria la cual es en muchas ocasiones comple-
tamente diferente a la geometria definida por una métrica ortogonal ordinaria, a la cual uno
estd acostumbrado. Uno puede encontrar estos conceptos tratados desde el punto de vista
matematico en el libro de Artin, Geometric Algebra [1].

Matemaéaticamente hablando, una seudométrica es una funcion bilineal alternante, definida
sobre nuestro espacio fase de dimensién 2n. Sin embargo podemos definir un producto interno,
en este espacio, de manera usual en que se hace en cualquier otro espacio vectorial, donde
la métrica ortogonal que nos es familiar se define como la suma de los cuadrados de las
coordenadas.

La interrelacién entre estas dos métricas sirve para iluminar la geometria, muy peculiar,
del espacio fase; la cual incluye su caracteristica separacion en “coordenadas y momenta”.

Mientras que el espacio fase, @511), debe su geometria caracteristica a la interrrealacion que
hay entre dos formas biliniales, una definida por los paréntesis de Poisson y la otra debida
a la definicién de distancia por medio de una suma de cuadrados, el espacio de polinomios
homogéneos de segundo grado es cerrado, con respecto a la formacién de los paréntesis de
Poisson, de dos miembros cualesquiera de él.

Dado que los axiomas que satisfacen los paréntesis de Poisson incluyen a aquellos que
definen un algebra de Lie, el resultado de la cerradura de @512), es que este espacio es también
un algebra de Lie.

La teoria de las algebras de Lie y sus clasificaciones se pueden encontrar en el libro de
Jacobson, Lie Algebras [2] en donde se puede, por comparacién, observar que 32 forma
una algebra de Lie isomorfa a la clasica algebra de Lie simple C,,. Esta dlgebra es la de los



generadores infinitesimales del grupo simpléctico Sp(n), el cual es el grupo de todas aque-
llas transformaciones lineales que dejan invariante una forma antisimétrica en un espacio de
dimension 2n.

Ademas de la estructura de algebra de Lie con la que estd dotado @512), podemos ver que
este espacio se puede considerar como un algebra de transformaciones lineales del espacio
fase en si mismo, por considerar el paréntesis de Poisson, {f, g} donde f € @512) yge fIJS),
para f fijo. Una transformacién de este tipo es lineal y por tanto se le puede expresar por
medio de una matriz. Mas generalmente si f y ¢ son polinomios homogéneos de grado m y n

respectivamente el paréntesis de Poisson {f, g} es un polinomio homogéneo de grado m+mn—2.

2 . . . ,
De esta manera cuando g pertenece a <I>$l ) y f es miembro de cualquier otro espacio homogéneo

<I>§{“>, el paréntesis de Poisson {g, f} serd de grado k. Entonces los elementos de fl)g) no solo

definen mapeos lineales de <I>£L ) en si mismo, representables por matrices cuadradas, sino que

ademas estas matrices son automdaticamente una representacion del dlgebra de Lie <I>5I ),

y 2 P .
Ya que tenemos una representacién de @%) en términos de matrices cuadradas, podemos

aplicarle la teoria de éstas tal como se encuentra en los libros de Halmos [3] o Gel’fand [4].

Las preguntas tipicas que pueden ser discutidas son: jcuando los polinomios involucrados
corresponden a un operador normal o a uno hermitiano?, ;las formas candnicas matriciales

impli denci f Sni linomial de ®{2?
P icaran una COI‘I‘GSpOD €1Cla COon una iorma canonica pO momia. e n .

El resultado principal en este sentido es el hecho de que para un operador normal, los eigen-
valores deben ocurrir en parejas negativas, cuyos eigenvectores son conjugados con respecto
a la seudométrica. Ademas asociado con cada operador normal hay conjuntos de operadores
isomorfos a los cuaterniones; para una seudométrica, este es el analogo de la resolucion de
la identidad la cual estd asociada con cada operador normal con respecto a una métrica

ortogonal.

- . . 2
La forma candnica polinomial para un operador de @51) es la de una suma de cuadra-

dos absolutos, esta terminologia se refiere al producto de un polinomio por su conjugado.
Ademas las eigenfunciones del operador, cuando se le considera operando sobre un espacio
de un grado dado, determinan todas las eigenfunciones en un espacio de grado mayor. Estos
resultados se pueden usar para escribir el polinomio en una forma factorizada ttil y también
para caracterizar el Kernel del polinomio considerado como operador.

Se ven dos de las aplicaciones principales de estos resultados a la mecanica hamiltoniana.
El resultado de que los eigenvalores de un operador normal siempre ocurren en parejas nega-
tivas ha sido explotado por Dulock y McIntosh [5] para construir constantes de movimiento y
operadores simétricos para el oscilador armonico y otros sistemas que poseen hamiltonianos
cuadraticos. Este trabajo da a esta construcciéon una perspectiva més general. Pero ya antes
se habfa observado un resultado similar a este, Poincare [6], al discutir la ecuacién diferencial
lineal, que se debe satisfacer, para perturbaciones de una orbita en mecanica hamiltoniana
notd que los exponenetes caracteristicos, los cuales eran los eigenvalores de la matriz de coe-
ficientes de la ecuacién diferencial, ocurrian en parejas negativas, Birkhoff [7] y Whittaker [8]
incluyen en sus libros este resultado, Courant y Snyder [9], han usado el mismo aparejamiento,
asi como la naturaleza simpléctica de la matriz de coeficientes en un sistema hamiltoniano de
ecuaciones para estudiar el movimiento de una particula cargada en el campo magnético de
un sicrotéon de gradiente alternante.

En los dltimos diez anos, ya han aparecido algunos libros sobre mecénica clasica que
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mencionan explicitamente las transformaciones simplécticas como el libro de Corben y Stehle
[10] v otros que también hacen mencién al teorema de parejas para los eigenvalores como
Siegel [11].

El teorema de las parejas ha sido bastante utilizado en otros contextos, las referencias se
encuentran en un articulo de McIntosh [12].

Por otro lado la monografia de Mackey [13] sobre los fundamentos matemadticos de la
mecanica cuantica menciona la naturaleza simpléctica de las transformaciones candnicas en
una forma explicita, lo mismo es hecho en un articulo posterior debido a Jost [14]. En el
quinquenio presente es quizas cuando més se ha escrito sobre este punto como se puede ver en
el tratado de mecénica celestial de Pollard [15] y en algunos articulos [16] [17] . Es por tanto
factible que el concepto de transformacion simpléctica sea usado cada vez mas junto con las
ideas que circulan a su alrededor.

La presencia de parejas negativas de eigenvalores, ademas de su relacién con la existencia
de constantes de movimiento, esta muy relacionada al conjunto de cuaterniones asociados con
cada operador normal. Este conjunto estd compuesto de operadores los cuales en el sistema
de coordenadas candnico, corresponden a la inversion del tiempo, a la inversién del espacio y
al operador conjugacién. La naturaleza particular de anticonmutacién de estos operadores es
suficiente para asegurar la existencia de parejas negativas de eigenvalores. Este es en el que
se basa el razonamiento del articulo de referencia [5]. Asi la simetria del espacio-tiempo se
apoya en la forma hamiltoniana de las ecuaciones de movimiento.

En este trabajo examinamos estos puntos en detalle, comenzando con un repaso del algebra
lineal y teoria de matrices necesaria en las dos areas de la mecanica clasica en las que los
paréntesis de Poisson juegan un papel. Es decir, en la discusion de transformaciones canénicas
y en la descripcién de transformaciones de contacto infinitesimales.

Una cosa importante, es que practicamente solo se ha necesitado un cierto conocimento de
los resultados més generales de la teoria de espacios vectoriales de dimensién finita el concepto
de espacio dual y las propiedades de los operadores normales y de los hermitanianos.






Capitulo 1

Los paréntesis de Poisson en la
mecanica hamiltoniana

1.1 Las ecuaciones de Hamilton en su forma matricial

Las ecuaciones de hamilton son:

) 0H

P = - 9 (1.1)
) O0H

G = o (1.2)

lo que haremos serd entender bien la forma de estas ecuaciones.

Estas ecuaciones son un caso especial de un sistema expresado por

. 9P (&,
& = Z aij%f) (1.3)
j

donde las a;; pueden ser funciones de las &; y del tiempo y & = &(1).

Al sistema de ecuaciones ( 1.3 ) se le llama de Pfaff.

Asi las ecuaciones de Hamilton, dentro de un sistema de Pfaff tienen una forma muy
simple.

Haciendo

cont=1,2,...,n
nvi = Di



tenemos que

- .- r OH -
D2 1 Op2
_1 :
e e N e
q1 . . . . . a1
Go A D ) ) ot
1 9g2
Gn oH
- - - Ogqn -

Vale la pena hablar un poco mas acerca de un sistema de Pfaff. Para ello tomaremos las
lineas de contorno de ® es decir lineas donde ® es constante.

Sabemos que el gradiente es un vector dirigido en la direccién de mayor cambio de la
funcién y cuyo tamano queda dado por la derivada de la funcién en la direccién de mayor
cambio. A

I vector con componentes

/ dadas por a;;

hiperplano ortogonal al I
gradiente y que es tangente TV ~— VO
a la superficie constante.
N
AN I
“~__vector tangente que da lugar
a un trayectoria polinomial

IT
\ gradiente

Un corolario es que cualquier hiperplano ortogonal al gradiente (linea IV en el caso de dos
dimensiones en la figura) es tangente a la superficie de nivel.

Asi, si queremos integrar numéricamente el sistema, lo que tenemos que hacer es tomar el
gradiente de ® , V&, y formar el producto interno con algtin vector «, el cual puede variar
de punto a punto que ademés puede depender de las &/ v posiblemente del tiempo.
Entonces

éi = (ai,Vfb) (15)

donde
Q; = ( i1,  Q42, s 5 O )

6



Hay que hacer notar que tenemos un campo de a’s que determinan en cada punto una
direccién y también tenemos gradientes de la funcién @ y el producto interior de estos (el de
los vectores I y II en la figura) de la velocidad de &.

Una manera mas conveniente de tratar esto es tomar un vector con componentes &; y
escribir & como una matriz, operando sobre el vector gradiente.

Lo que quiere decir (1.5) en la figura es que en cualquier punto tendremos un vector gra-
diente que depende de la funcién ® y una transformacion lineal que varia punto a punto y
posiblemente con el tiempo, la cual aplicandola al gradiente determina una direccién. Ten-
dremos asi un campo de velocidades en cada punto y podemos en cada instante construir un
vector, llamado “vector tangente”. Debido a que la solucién del movimiento es una curva que
tiene una de las lineas III como su tangente en cualquier momento, entonces la linea III es
tangente en el sentido en que la direccién con que se mueve la particula en este momento y
cuyo tamano da la velocidad.

Podemos aplicar algiin método numérico, por ejemplo el de Euler o el de Rungge-Kutta,
para determinar las trayectorias.

Las ecuaciones de Hamilton las podemos escribir como

0 = Jo

donde 9§, representa los vectores tangentes (velocidades), J es la matriz de coeficientes y 9
representa a las componentes del gradiente.

Hemos discutido que esta relacién lineal es base de los procesos tanto tedérico como
numérico, en el sentido, que los vectores tangentes (incremento en las velocidades) cambian
con la posiciéon del punto en un intervalo pequeno del tiempo.

Estos incrementos los podemos obtener considerando primero la funcién H, vemos que su
gradiente nos da un vector, que transformamos con la matriz J y esto va a dar un campo de
tangentes y la trayectoria que resulta es una trayectoria que siempre tiene estos vectores ¢
como vectores tangentes.

En base tanto tedrica como numérica se puede desarrollar una serie de potencias, como
el método de Euler para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales, o si deseamos algo
més sofisticado se puede usar el proceso de Rungge-Kutta y efectuar la computacién numérica.
Esta es una de las grandes ventajas de tener en forma hamiltoniana las ecuaciones de movimiento.

La otra propiedad, que es de gran beneficio, de los sistemas hamiltonianos es que podemos
cambiar coordenadas con mas facilidad, aunque esto es posible en la formulaciéon de Lagrange.
Pero podemos ver mas claramente el efecto de este cambio.

Lo primero que haremos serd introducir dos conjuntos de coordenadas {p;,¢;} v {P;, @i}
tales que:

H — ‘Pi(p17p27"'7pn7q17q27"'7Qn)
Qi = Qi(p17p27"'7pnaqlaq27"'aqn)

con 1< ¢ < n.

Del célculo diferencial sabemos que

ap, OP; dp;  OP; dg;
dt Z(apj @ Oq; dt
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conl <z<n.
Para las @); tenemos también n ecuaciones de estas. Y estas 2n ecuaciones pueden ser
escritas en la siguiente forma:

1 roop1 9y dp1  dp1 9 a7 | P
P Op1 dp2 """ Opa oq dq2 " Ogn P
Ql . . AR . . . AR . ql
Q- ) L e ) S e Go

: 0Qn  9Qn OQn  9Qn  IQn 9Qn :
Q L Op1 Op2 T Opn 0q1 9g2 Tt Ogqn 4 Gn

n L -

A la matriz que aparece en esta expresion la denotamos por

a(P17P27'"7PR7Q17Q27"'7Q71)
a(p17p27"'7pn7q17q27"'7Qn)

y es la matriz jacobiana de la transformacién.
Evitemos por el momento las variables p's y ¢’s y escribamos

X, = Xi(X,,X,,...,X), 1<i<n
nuestra relacién es:
X, X!
Xo | (X1, Xe,.., X,) | X2 (1.6)
: XXy, X)) | '
X, X

Simbdlicamente escribimos

5 - (X1, Xs,..., X
(X, Xy, X))

Si suponemos ahora que

X; = Xi(Xf,X;,...,X;;) con 1<i<n
Yy que
X X,
X2 okl pxl) | X2
: (X XY e X)) :
Xﬂ Xﬂ



entonces sustituyendo en la anterior relacion tenemos

X, X!
X2 O(X1,e s Xn)O(X ) o0, X))
A(X ], X)O(X] X))

Xn X

y recordando una propiedad de los jacobianos tenemos que:

. s 1

X Xy

X2 (X1,X2,..,Xn) X2
axy Xy ... xI)

. s 1

X, X

n

Ahora veremos como cambian las derivadas parciales del hamiltoniano

H:H(plv"'vpn7Q1a"'7Qn)

cuando cambiamos de sistema de coordenadas.
Por el momento para evitar la distincién entre las coordenadas y los momentos, trabajare-
mos una funcién.
O =d(x1,...,2,)

y ademas con dos sistemas de coordenadas:

X, = Xiz,...,x,) 1<i<n
Calculemos
)
oz,
o® z": 0P 0X;
ox; = 0X; 0X;

y tendremos n ecuaciones de este tipo, las cuales pueden ser escritas en la siguiente forma:

22, 0X; 98Xy 90X, 0%
1 ax, ox, T 8x/] Oz
P X1  9X3 X, 88;?1
8X, - ox, ox, ' ox] v (1.7)
9 90X, 98X X, 9%
7 ax’  ax! T ax] d
o0X n n n Tn

n

tenemos asi una transformacién con casi la misma estructura que la de la transformacién de
derivadas totales (1.6). Con la diferencia de que en (1.6) fijamos la variable que vamos a
derivar y aqui fijamos la variable con respecto a la cual vamos a derivar.
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As{ vemos que la relacién (1.7) casi puede escribirse utilizando una matriz jacobiana y que
el casi aparece por las razones expuestas en el parrafo anterior.

Podemos resolver nuestro problema, introduciendo una matriz transpuesta; es decir, si
llamamos a la matriz que aparece en (1.7), M ~! entonces:

90Xy 90X, 9X;
ax, axy, T oX]
w1 (Xq,...,X,)
- - / ’
. . . . 8()(17 7Xn)
X, X, 0X;
ax, ax, T 9X,
Asf tenemos que las ecuaciones (1.7) se escribirdn como
20 0
1 8X1
00 T 0%
X, 8(X1,,Xn) 0Xo
= S v v .
: 8(X157Xn) .
0P 0%
ax, Xn
Simbdlicamente lo escribiremos como
T
9 - 0(X1,...,X,) P 1.8
e X,
Esta ecuacién la escribiremos como
—1
8(X1)~~~7Xn) T 8/ — 6
A(X1, X))

y recordando que para matrices invertibles

entonces

(X Xn) -17
_ 15 Xn !
0 =[] o
Utilizando ahora otra relacién de los jacobianos que dice
X1,y Xp) 7! AXy,..., X,
( 17, ’ ? _ ( 1 n) (18&)
o(Xy,..., X,) o(X1,...,X,)
tenemos que
’ ! T
Xy,..., X))
g = Zbrn) g 1.9
8(X17"'7X’n.) ( )

escribiremos nuevamente la ecuacién (1.6a) para ver analogias y diferencias con (1.9)

8()(17" 7X’n.) !

——— 1.
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y vemos que la matriz de transformacién es que en una aparece la matriz inversa y transpuesta
de la que aparece en la otra.
Asi que si transformamos § podemos transformar inmediatamente 9 y reciprocamente.
Es claro que para hacer esto, es necesario estar trabajando en una regién donde la trans-
formacién sea invertible, es decir, donde el determinante jacobiano sea distinto de cero.
Regresemos ahora a las ecuaciones hamiltonianas, en las cuales tendremos

6 = Jo
y como
—17 A(X1,..,X0n)
M A(X,., X))
entonces , ,
T _ 0(Xy,..X))
M = xR
por lo tanto
§ = MTTY
y ’
0 = Mo

Las ecuaciones de Hamilton las podemos escribir en la forma

’ ’

JMO
MTJIMO

MT ™'

4]

Asi vemos que bajo un cambio de coordenadas las ecuaciones hamiltonianas cambian en
el hecho de que J serd reemplazada por

MTJIM

donde M7 es la matriz jacobiana de las nuevas coordenadas con respecto a las antiguas.
Asi para el sistema hamiltoniano

MT — 9PuPe . PnQ1,Qr,..Qn)
O(P1,p25+-sPn,q1,42,-+-,qn)

1.2 Transformaciones candnicas

Si queremos ahora, que el nuevo sistema de coordenadas P, ..., P,,Q1,...,Q, se preserve la
“forma” de las ecuaciones, es decir, que

R
Y , OH
Qi = 3p

vemos que imponer la condicién, sobre la matriz de transformacion
MY M

11



de que
MTJM = J (1.10)

Aquellas transformaciones tales que cumplan con (1.10) seran llamadas canénicas.
Cabe hacer notar que cuando J es simplemente una matriz antisimétrica no singular en-
tonces las transformaciones que cumplen con

MTJM = J

son llamadas simplécticas.
Entonces las transformaciones candnicas son un caso especial de las simplécticas.
Veamos ahora las condiciones que deben cumplir los elementos de la matriz M para que
tengamos una transformacion canodnica; estas seran obtenidas de la relacion de definicion.

MTJM = J

donde J la escribiremos como

donde 0 e I son submatrices de orden n x n.
MT que es la matriz jacobiana de la transformacién la escribiremos como

op 9P
op dq

MT = o 0 | (1.11)
Py g

donde entenderemos por %—1; una submatriz n x n, cuyo elemento general es

en el i-ésimo renglén y en la j-ésima columna, es decir,

oP;
Op;

que va a estar

orP  _ op;
9p i ) pxn
a su vez,
or  _ op;
0q 0q;
2Q  _ 9Qi
9p Op;
Yy
0Q  _ 9Q;
oqg 0q;

Recordando que si tenemos una matriz subdividida en submatrices digamos que

B C
+- |5 %)
entonces la transpuesta de A estd dada por
BT DT
= e B

12



tenemos que

_opPT  _0QT
dq dq
JM =
apPT  2QT
op op
con esto MTJM esté dada por
r 9P 2P _oPT _9Q"
dp  Oq “oq Oq
MTJM =
9Q  9Q aprT oQ”
- Op 9q ap op
'_a_PaPT+0PaPT _6_P8T+6_P8T
dp Oq dq dp p Oq q Op
_9QOPT | 9Q9PT  _0Q0QT | 0Q 2Q"
L Op Oq dq Op p Oq q Op
Pero MT JM = J nos dice que
ap opPT | P oPT
T Op 0q + Bbq op 0
_orpaQT | oPOQT
Op Oq + dq Op - I
_0QaPT | 9Q oPT  _
dp Oq + bq Op I
_9Q0QT | 9Q QT  _
Op Ogq + dq Op - 0

Estas condiciones las podemos escribir para cada uno de los elementos que forman las
matrices y estas seran:

Zkl

8P] oP; 8Pj
‘Ik Opk Opk Oqk

= 0 para todo ¢, j

0Q; 9Q; _ 9Q; 9Q; _
Ek 1 (3% Opk Opk 6%) - 0

Asi, estas 4n? ecuaciones expresan en términos de elementos matriciales, las condiciones
necesarias y suficientes para que una transformacién sea una transformacién canénica.

Dentro de la mecénica clasica este tipo de ecuaciones se presentan muy frecuentemente y
por eso vale la pena darle un nombre, entonces definimos el paréntesis de Poisson de f y g
con respecto a las variables {x1,...,Zn,y1,...,Yn} cOMoO

. 9 af o
{fag} = Zk 1(axkaxgk_a_ma)?k)
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Con esta notacién nuestras condiciones para que una transformacién sea candnica, seran:

{Piv Pj} = 0
{P,Q;} = by
{Qi, P} = 6
Veamos ahora dos ejemplos:
Ejemplo 1.
P = p2
Q = ¢
tomemos op 00 o 50
P P
{PQY = 5.5 59
_ ol e
- Op Oq
—(2p)(29)
= —Apa# 4

Por tanto podemos afirmar que no tenemos una transformaciéon canodnica.

Ejemplo 2.
p = 4. Q = ¢
_ 9P OP _ 9P OP
PPy = 5% ~ oo
= 0
_ AP 0Q AP 0Q
= (~4%) 0 - %2
= —1
{Q,P} = _{PaQ}
= 1
_ 9Q 0Q 9Q 9Q
{Q.Q = S5 -5 %
= 0

Asi vemos que ésta si es una transformacion canodnica.
Regresemos a nuestra relacién

MTJM = J
tomando inversos tenemos
(MTJM)’1 = J!
M-LgipyT! J-1
pero
J b = JgT
= —-J

14



asl

I
<
N

M-1gT Tt
M-lgMTh =g

Con la notacién usada en (1.11) y utilizando la propiedad de los jacobianos enunciada en
(1.8a) tenemos que

9  Op
OP 0O
MTTh = ¢
B¢ 9q
oP  aQ
y por tanto
9p  Op
oP  aQ
M1 =
¢  9q
0 oQ
op”  9q”
oP 9P
M~ =
opT aq7
oQ oQ
-1
Tomemos el producto JMT
9p  Op
e]ﬂ{]“_l 0 —I oP 20Q
LT 0 9 9g
OP  0Q
[ _2¢ _9¢
oP aQ
9p 9p
| 9P 2Q
entonces
[ op” 94" _9¢ _90q
1 oP 0P P oQ
M~tJMT =
ap”  9q" Ip op
L 0Q oQ oP 0Q
[ _op" 0q , 9" Op _9p" 09 | 9" Op
oP 9P " 9P oP oP 8Q ' 9P aQ
_ 9T 0q | 99" Op _9p" dq , 9q" Op
L oQ OP oQ OP 0Q 0Q 0Q 0Q




Asi M1 JMT ™" = J implica:

9" op _ pT 09 _
2P 9 oP 9P =
09T op _ opT 0¢  _
P o oP 90

909g ~ogoag = O
Escribiremos ahora estas condiciones, por medio de los elementos matriarcales, recordando
primero como estan dadas las matrices que intervienen en las anteriores igualdades.

99  _ 9q;
or oP;
2/ op;
or oP;
9¢  _ 9q;
Q 0Q;
o/ Opi
0Q 0Q;
Las condiciones son entonces:
Zn 9qr 0P, _ 9Py Oqk - 0
k=1 \ oP; 9F; OP; OP;
E" 0qx 0P, __ Opr Ogx = 5.
k=1 \8P; 9Q; ~ 9P; 9Q; - ij
Z" 9qx 0P, _ Opr Oqi = 5.
k=1\0Q; oP;  0Q; 9p; o
n Oqr 0P, _ 9Py Oqx _ ..
D ket (aQi 20 —90-06) = 0 para todo 1,

Por los mismos motivos que se introdujeron los paréntesis de Poisson se introducen los
de Lagrange. Por tanto definiremos el paréntesis de Lagrange de w y v con respecto a las
variables {q1,...,qn,D1,-..,Pn} COMO

9qi O Ipy, O
o] = X (G - et

Con esta notacién nuestras cuatro condiciones quedan como

[Pi’ Pj] = 0
[P, Q;] = —6i
[Qi, Pi] = 0y
Consideremos la transformacion identidad, la cual cumple con
MT =1
M =1

16



por tanto

MTIM =1J1 = J

lo cual nos dice que es una transformacion candnica. Entonces se debe cumplir

{pivpj} = 0
{pi,q;} = —d4
{ai,pi} = 04
{¢i,¢5} = 0
y también
[pivpj] = 0
pi,q;) = —dij
lai,p;] = &
lgi,q5] = 0O

1.3 Transformaciones infinitesimales

Vamos a ver que condicién adicional, debe cumplir una transformacién canénica para que
sea una transformacién que difiere en poco de la identidad es decir, las tranformaciones
infinitesimales.

Recordemos que la condicién para que una transformacion sea candnica es que

MTIM=J
Esta relacion nos recuerda una anterior muy conocida, la cual es
0"10 =1
Tomando en cuenta que la norma euclidiana de un vector esta dada por

IX? =32 = XTx

trataremos de averiguar un poco acerca de las transformaciones, O, las cuales preservan las
norma, es decir,
lOX]| =[x

para lo cual desarrollamos ||OX||
I0X|[* = (0X)"(0X) = (X"0") (0T) = X" (0T0) X
y COIMO queremos
lox|* = X
entonces necesitamos tener
xToTo)x XTx

17



Una condicién suficiente para que la ultima identidad se cumpla es que
070 =1
Probaremos que también es una condicién necesaria, es decir si

xXToTo)x = xTx

entonces
070 =1
Para hacer eso primero definimos
o'o=r
Asi tenemos
X"PX =X"X.
El vector X esta dado por
xy
€2
In
X7 por
[ r1 X2 In }
y P = (pij)
Por lo tanto el vector PX estard dado por
21 P13
21 D2
i1 Pnj;
multiplicando por X7 a la izquierda
> o1 D1
n
XTPX = [a1,22,...,2,] 2 j=1 D2
> i1 Pnjj

n n n
= I E P1;T; + T2 E P2;T; + ...+ Tn E Pnjx;j
j=1 j=1 j=1
n

n n
= Zplj:vixj + Zpgj,fng + ...+ anjl'an
j=1

Jj=1 Jj=1

18



Il Il

= .

B (]

CI
=
&

pero XTX =" a2
por lo tanto;

n
bijrix; = E TiZj
i=1

Pero esto se debe cumplir para cualquier vector que tiene en sus entradas solamente ceros
excepto en la k-ésima que tiene un 1
Entonces tendriamos la relacién:

DkkTkTk = TpTy  pero zx =1
entonces
ek = 1

y esto es valido para toda k tal que 1 < k < n.
Ahora que sabemos que la matriz P tiene solamente unos en la diagonal.
Utilizando el hecho de que

P = 0%0
vemos que P es simétrica, ya que
Pt = (OTO)T
— OT(OT)T
= o'o
de donde
PT=p

y ahora haciendo uso de la relacién 1 pero con el vector con un uno en la i-ésima y en la
k-ésima entrada y ceros en las demas llegamos a que
y q

24+2P, = 2

de aqui vemos que

asi tenemos que

que es lo que queriamos probar.
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Las matrices que cumplen con la relacién
ATA=1

se llaman matrices ortogonales.
Se puede generalizar el concepto de norma definiéndolo de la manera siguiente:

1X]* = XTGX
X% = Z Gij Til;
ij=1

Hay dos casos importantes
a) G es una matriz simétrica
b) G es una matriz antisimétrica

De aqui podemos ver que no necesariamente consideramos ortogonales a los vectores base.
Ahora nos preguntamos cuales son las transformaciones que guardan la norma.
Trabajando andlogamente a como se hizo en el caso de la norma euclideana se llega a la

conclusién de que las transformaciones requeridas cumplen con la condicién:

MTGM =G

Dedicaremos nuestra atencién al caso, donde G es la matriz antisimétrica

De aqui se puede observar que bajo condicines de simetria o de antisimetria, la condiciéon
de guardar una norma, es mas o menos la condicién que hemos visto que debe cumplir una
transformacion para guardar la forma de un sistema hamiltoniano de ecuaciones.

Definimos una transformaciéon Simpléctica M como aquella que cumple con:

MTIM =J

Cuando hablamos de normas en el espacio vectorial real, los dos casos posibles para preser-
var una norma es que las transformaciones sean ortogonales o simplécticas.

Porque cuando G es simétrica siempre podemos reducir esta a la matriz identidad mediante
un cambio de base. Y cuando G es antisimétrica la podemos reducir a la matriz J.

Los dos ultimos resultados seran probados posteriormente.

Recordemos que el hecho de que una transformacién sea o no canodnica no depende del
hamiltoniano. En cambio puede ocurrir que un sistema de coordenadas sea mas adecuado,
para un hamiltoniano, que otro.

Esto nos lleva a pensar que existen clases de equivalencia en el conjunto de sistemas de
coordenadas.

Decimos que un sistema de coordenadas S es equivalente al .S 1 si existe una transformacién
simpléctica u ortogonal entre Sy y S’;.

Puede suceder que por medio de alguna transformacion lleguemos de S y S’i y que por
m,edio de alguna transformacién lleguemos de So y S; y sin embargo de S; no podemos obtener
Ss.
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Esto no quiere decir que como sistema de coordenadas S; sea mas valioso que Ss, sino que
simplemente que para algunos problemas S; sea mas adecuado y reciprocamente.

En resumen hay una clase de sistemas que pueden ser derivados de un sistema inicial, otra
clase que puede ser derivada de otro sistema incial sin necesidad que los dos sistemas iniciales
sean equivalentes.

Diremos que dos sistemas son equivalentes canénicamente si existe una transformacion
candnica tal que de uno podamos derivar el otro.

Recordemos que la condicién para que una transformacion sea candnica es que

MTIM =J
y también que pueda preservar un producto interior definido por
(X,X)=XTJx

La forma que tiene M es

orP  9Q
op op
M =
9P 9Q
Oq Oq
Ahora escribimos
M=1I+¢eS
Justificamos esto por escribir
P; = pj+e&(pi,qi) con <0
Qj = ¢ +eni(piai)

Asi P; difiere de p; en muy poco y esto se deberd a la funcién &; que depende de p; y ¢;.

Analogamente (); difiere solamente por la variacién de n; y entre més pequeio sea € menos
diferencia vamos a ver entre P; y p; y entre Q; y g;.

Esto es lo que entendemos por una transformacién infinitesimal.

También podemos pedir que max {| max{|, | min&|, | maxn|, |minn| } < 1.

Nuestro interés aumentard cuando € — 0.

Ahora M toma la forma siguiente:

. 0&; on;
0ij +¢ Api € op.
M p—
9¢; g nj
€34 0ij + € 9q;

Cada término que hemos escrito en la matriz en realidad es una submatriz.
M puede ser escrita de la manera siguiente:

o€ on,;
L o o
M = + e
o€ on;
o1 B_qi aqi
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Definiendo

]
dpi  Op:
S p—
9 Omj
dq;  Oq:
Por lo tanto
M=1I+¢eS

Tenemos interés en el caso en que € < 1 tal que 2 pueda despreciarse.
Ahora recordemos que

MTIM =J
o8 9L o¢; O,
pi  Oa 0 -1 0 -I o Opi
_|_
Ong  om 8¢ Onj
Op;  Og; I o I o 9q; aqi

El ultimo resultado se debe a que si las matrices A, B, C, D forman S, es decir.

A B
s=[e 5]
entonces
-5
B BT DT
y
9, _0& 9§, _Onj
dq; Op; 9q; 0q;
STI+JS = + =0
oni O 9 Oy
9q; Op; Opi Op;
I+e9)TII+eS) = J
(I4+eSTJI+eS) = J
(J+eSTNHIA+eS) = J
Ccomo
!
J4+eJS+eSTT=1J
Asi
J+e(STT+JS)=1J
entonces

STJ+JS=0
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Y ésta es la condicién que debe cumplir la matriz S con el objeto de que la transfor-
macion infinitesimal sea canodnica, mejor dicho aproximadamente candnica y entre menor sea
€ tendremos una mayor aproximacion a una transformacién candnica.

Escribiendo esto en términos de elementos de matriz

STJ+JS=0
tenemos
o _ 0
dq; 9qi
M _ %
dq; Opi
o _ o
Op; 9q;
i 9y
Op; Opi

Escribamos las dltimas ecuaciones con otra notacion.
0X; 0X;
3Xj oxi

Pero estas son las condiciones necesarias y suficientes, cuando trabajamos en un dominio
simplemente conexo. Para que exista una funcién cuya diferencial es exacta. Denotando esta

funcién por V tenemos:
oV

o

Regresando a nuestra notacién anterior, lo que sabemos es que existe una funcién S(p, q)
tal que

Xy,

as

5.7 - 8Qj
98
77] apj

Asi la condicién necesaria y suficiente en el jacobiano para una transformacién infinitesimal
sea candnica, es que las derivaciones en las coordenadas sean las derivadas de una funcién S,
como la mencionada.

Es necesario y suficiente si tomamos en cuenta la continuidad y la no singularidad del
jacobiano.

El jacobiano no es cero, para un € suficientemente pequeno ya que los unos en la diagonal
dominaran.

La existencia de una funcién S, a la cual llamaremos la generadora de la transformacién
infinitesimal, nos permite expresar el cambio de cualquier funcién f(P, Q).

Ya que

f(P,Q) = f(p+e€,q+en)
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y si f admite un desarrollo en serie de Taylor

0 0 02
f(P.Q) = (g +eZ< L ) 22(32@ angqg 1+ 550 +53...>

Introduzcamos ahora las relaciones que tenemos para la funciéon generadora.
Recordando la definicién del paréntesis de Poisson, podemos escribir el término en € como

af 95 Of 9S\
2 (3291- g 5_%3191-) =i/, 5}

y hasta términos de orden & podemos ver el cambio de cualquier funcién que depende en
coordenadas canénicas cuando hacemos un cambio de éstas.
Si f(p,q) se vé en otras coordenadas P, @

flpa) — f(PQ) = [flpg+elf, S}

cuando

Entonces podemos apreciar que cuando p, ¢ varian un poco, también va a resultar un
pequeno cambio en la funcién que dependa en p y ¢, y este cambio puede expresarse, hasta
términos en orden ¢, por los paréntesis de Poisson.

Esta es la segunda aplicacién que encontramos para los paréntesis de Poisson.

El primer empleo fué el criterio para ver si una transformacion finita y macroscépica es
canodnica. La tabla de paréntesis de Poisson entre variables y coordenadas tiene que representar
la matriz antisimétrica J.

Veamos ahora un caso particular, pero que es muy interesante e importante

g of of. of
dt 8p dq ot
0foH  O0f0H  Of
+ = + =
8p 8q 8q 8p ot

{f,h}+—

y cuando f no depende explicitamente en el tiempo % —- =0 y por lo tanto

af
a_{va}

y entonces la derivada de la funcién esta expresada por un paréntesis de Poisson.

Hemos visto como podemos caracterizar una transformacion infinitesimal para que sea
candnica, y como esto implica la existencia de una funcion tal que los cambio entre las coorde-
nadas antiguas y las nuevas pueden ser expresados como derivadas de esa funcién generadora.

El proceso contrario es completamente admisible, es decir, uno puede tomar una funcién
arbitraria y con ésta generar una transformacion infinitesimal candnica.
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1.4 Axiomas de los paréntesis de Poisson

Debido a la gran importancia que tienen los paréntesis de Poisson en la mecéanica clésica,
asi como su generalizacion en la mecanica cuantica que son los conmutadores, es conveniente
axiomatizar el concepto de paréntesis de Poisson.

Axioma 1. Antisimetria

{fvg}:_{gaf}

Axioma 2. Linealidad

{af +Bg,h} = off,h} + B{g, h}

Axioma 3. Identidad de Jacobi

{f7 {gvh}} + {97 {hvf}} + {hv {f,g}} =0
Axioma 4. “Derivada”
{fvgh} :g{fah}+{fag}h

Este es un momento apropiado para hablar acerca de nuestro sistema de axiomas.
En primer lugar mostramos una consecuencia inmediata de 1.

’

1) A{fifr=0

ya que
{fvf}:_{fuf}; 2{f7f}:0

asi

{£, /=0

Inmediatamente se puede probar, usando 1, y 2 que
2) {h,af+8g} = afh f}+p{h.g}

y ahora es posible ver que podiamos haber usado como conjunto de axiomas 1/7 2, 2/, 3, 4.
El axioma tres es la propiedad que reemplazara a la asociatividad.
El hecho de que al axioma 4 le hallamos puesto el titulo de derivada se debe a que:

Una derivada D es un operador tal que

D1) Daf=aDf , « escalar
D2)  D(f+g)=Df+Dy

D3) D(fg) = fDg+(Df)g

D4) Dx=1

Los axiomas 1, 2, 3 nos dicen que los paréntesis de Poisson forman un algebra de Lie.
El axioma 2 por si solo nos asegura que tenemos un operador lineal y los axiomas 2, 4 que
tenemos casi definida una derivada.
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Es conveniente hacer notar que el paréntesis de Poisson es un operador lineal, cuando
dejamos fijo uno de los argumentos y esto mismo sucede cuando hablamos de que si es casi
una derivada.

Al respecto hemos escrito anteriormente casi una derivada ya que el inciso D4 de la
definicién de derivada no se cumple, y esto es lo que nos va a traer como concecuencia es
que no tendremos unicidad. Sin embargo de aqui en adelante diremos que los paréntesis de
Poisson forman un algebra de Lie con derivada.

Ahora es conveniente hacer notar que el paréntesis de Poisson definido como

- of g of dg
{f,g}—zi:(aqi opi  Op; aqz')

cumple con los cuatro axiomas enunciados anteriormente.

Hay que hacer notar aqui, que cualquier conjunto con una estructura tal que cumpla
con esos axiomas se comportard como los paréntesis de Poisson definidos como una suma de
productos de derivadas parciales.

Para ver que los paréntesis de Poisson cumplen con los axiomas escribamos f, g de la
siguiente manera.

_ N~ (9f0g _9fdg
af of
n 9q; opi

: 9 2]
=1 6(;]1' 8}1
Al)
{fag} = _{guf}
of af
Jq; Opi
{fa g} - Z 9 g
9qi Op;
dg dg
dqi  Op;
= 2
dq;  Op;
dg dg
9qi Ip;
= 2| .
9q; a_pl



A2)

9(af+Bg)  O(af+Bg)

9q;

{af + 89,0} = Y N
9q:

of 99
Y3q; +66qz'

Oh
9qi
of of
Z “2q;  Yop;
oh oh
0qi Ipi
of  of
dqi  Op;
= 2.0
oh oh
dqi  Op;
of
dqi  Op;
= a),
oh oh
9q;  Opi

= off,h}+ B{g, h}

A4)
of of
dqi  Op;

{f,ght =
Z dgh dgh
0qi Ipi
of
Jqi

of of
0q; Op;

Oh  Oh
994, 9op:

Oh . Og
93q; + 9q; h

Ipi
oh
Opi
of 9g
Y op: + 66171'
Oh
Opi
B
0q;
+
oh
0qi
9g
0q;
+2.8
oh
0qi
9g
0q;
+62.
oh
0q;

of
Opi

of of
+ Z 9q; Op;

dg 3, 9g
9qi h Opi h

= g{fvh}+{fag}h

Otra cosa que es importante verificar es que { f, g} con respecto a las variables candnicas p,

¥ ¢, que denotaremos por {f, g}, 4 es igual a {f, g} con respecto a cualquier otra coleccién de
variables canénicas. Esto justifica hasta cierto punto el hecho de haber definido los paréntesis

de Poisson sin escribir las variables.
Asi se prueba que

{f;g}p,q = {fvg}PqQ
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En realidad podemos hacer esta afirmacién si pasamos de las variables p, ¢ por medio de
una transformacién canénica a las variables P, Q.
Si nuestra transformacién no es candénica no podemos asegurar nada.
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Capitulo 2

Los paréntesis de Poisson como
una funcional bilineal alternante
para el espacio fase

2.1 Definicion de (137(11) y de conjugado canodnico

Definimos el espacio vectorial <I>$Ll) como todas las combinaciones lineales generadas por el
conjunto de funciones {p1, pa, ..., Pn,q1, 42, - - -, ¢n } que cuando se evaluan nos dan la cantidad
de movimiento o la coordenada. Notamos que

dim (®V) = 2n

Es conveniente hablar de una sola variable para denotar los elementos de la base, asi
definimos:

A {P—j Jj<0
J - :
g 7>0

Definimos una transformacién T (-) de la siguiente manera:

Ti(g) = (Mg) {f.9})

Esto significa que mantendremos fija la funcién f, y el argumento serd g.
El que Ty (-) es un operador lineal se deriva del hecho de que los paréntesis de Poisson son
lineales, es decir,

{fiag+ Bh} = o{f, g} + B{f h}

Pero como ya sabemos, en un espacio vectorial para cada transformacién existe una rep-
resentacién matricial de ella, asi para toda f nosotros podemos tener una representacién
matricial de T'.
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Veamos algunos ejemplos, usando las reglas candnicas:

{pj.p} = 0
i} = djk
{(ijpk} = 05k
{gi,a} = 0

.7 ! 7z
que en nuestra notaciéon de TfS’ sera:

ij (pk) = 0
Tp(ak) = jk
To;(pk) = —0jk
TQj (Qk) = 0

Para clarificar ideas que seran desarrolladas posteriormente formamos la siguiente tabla

T,(y) |e= p1 p2 ... Pn @ @ ... G
y:

" 0 0 ... 0 =1 0 ... 0
P 0 0 ... 0 0 -1 ... 0
Pn 0 0 ... 0 0 0 .. -1
@ 1 0 ... 0 0 0 ... 0
a 0O 1 ... 0 0 0 ... 0
qn o o0 ... 1 0 0o ... 0

Vemos que esta tabla es la matriz J, y que {T,(-)} es un conjunto generador del espacio
dual, ya que sélo difiere de la base dual, en que unas funciones tienen un factor de —1.
: (m*
Denotamos el espacio dual por ®;,
Ahora construyamos la base dual. Denotémosla por {¢;}

Recordando que

= p—; 7<0
! g >0

vemos que tenemos que encontrar funciones ; tal que

pi(x;) = 0ij
sii= 1, debemos tener que

p1(z1) =1
es decir

p1(q) =1
y que



Si vemos nuestra tabla notamos que nuestra funcién Tp, cumple con esta propiedad y
ademds que para i > 0

pi = T,
Ahora solo nos resta encontrar las  ¢; , <0
Para ¢ = —1 debemos tener
p-1(r-1) =1
o0 sea,
p-1(p1) =1

¢-1(pj) =0 con j# -1

viendo nuestra tabla tenemos que T;,, cumple con esta propiedad salvo por un signo. Recor-
dando lo que significa Ty ()

Ty, (p1) ={q1,;} =1
y también que podemos sacar una constante del paréntesis, proponemos
o1 =T_g
veamos si se satisfacen las condiciones
p1(z)) =T () = {—qv,z;} = ~{q1, 2;} = T, (x;) = —(=0i;) = 0y

Asi
Yi = T—qi

En resumen la base dual es:
{T;DUT;Dzv ce aT;Danftth*thv te 7T*¢In}
Ahora definimos el conjugado candnico del vector z; como aquel vector ) tal que

Ty(zi) =1

T,(zx) =0  sik#i

Asi vemos que el conjugado candnico de p; es —¢;, v el de g; es p;.

. . . 1 .
Debido a {p;, —¢;} es también una base del espacio <I>§l) vemos que en realidad el tomar
el conjugado candnico es una funciéon entre dos bases del mismo espacio. Denotemos esta

funcién por M, asi

M(Qi) = Di



1)+

2.2 Sobre el espacio dual ¢

Recordando que el paréntesis de Poisson es una funcién bilineal, usando la linealidad en el
primer argumento, tenemos que M es una funcién lineal, por lo tanto existe una matriz la
cual nos va a representar a la transformacién M. Y esta matriz es J.

Es importante notar que nuestra funcional lineal T, definida como

Ty(9) ={/. 9}

cuando f y g pertenecen entonces tenemos que

Tt(g)

pertenece a @510) =CoR.
Gracias a la linealidad en el primer argumento en el paréntesis de Poisson:

Tof+pg(h) = A{af+Bg h}
a{f h} + B{g,h}
= aTy(h) + BTy(h)
lo cual quiere decir que podemos formar combinaciones lineales de las funciones en el
espacio dual, por formar la misma combinacion lineal con los indices.

Asi tenemos que
M) ~ q)gllfr

Hagamos mas explicito el hecho de este isomorfismo.

+
Definamos ¥ : @511) — (1)511) de la siguiente manera:
U(f)="Ty
donde
Ti(g) ={f, g}

veamos ahora que U(af + Bg) = a¥(f)+ BY¥(g)

\I}(O‘f + 59) =Taf+pg = {af + 5g,h} =aly + BT, = a¥(f) + B\I’(Q)
El hecho de tener una base en un espacio, nos permite definir un producto interno lo cual

denotaremos por (f, g). Si f=> cx; , g=)>. dx;,

(f9) = Z cid;

donde {z;} es una base.

Este producto nos definird una norma pitagoreana.

En el caso en que nuestro campo de escalares sean los complejos trabajaremos con una
norma hermitiana dada por un producto interno definido de la siguiente manera:

(f,9) = > crdi
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donde c] es el conjugado complejo de c;.

Nosotros trabajaremos esta tultima definicién.

En este punto es bueno recordar algunas propiedades de los espacios vectoriales cuando
tienen definidos sobre ellos dos estructuras como son nuestra funcién lineal definida por;

Bla,y) =D cd;

y nuestra funcional sesquilineal dada por

(e9) = Y cid,

Sabemos por el teorema de Riesz que puede expresarse como;

(z,y) = ¢(Az,y)

donde A es una transformacion lineal sobre nuestro espacio.

Debido a esta igualdad si nosotros conocemos las propiedades que tiene el producto in-
terior Pitagoreano con sélo tener la transformacién A, es decir, una matriz, conoceremos las
propiedades del producto Hermitiano.

En realidad lo importante de esto es que se cumple para cualesquiera dos productos inter-
nos.

Ahora regresemos al espacio <I)§ll) y a su espacio dual.

Por ser @51) un espacio de dimensiéon 2n, sabemos que es isomorfo al espacio vectorial

. nt . .,
de 2n-adas x1,x2,...,%2, que son renglones. Su espacio dual @%) es isomorfo también a
ese espacio, pero nosotros preferimos establecer la correspondencia con el espacio vectorial de

2n-adas,

Z1
€2

Tn

que son columnas.

Es claro que hace una correspondencia entre estos dos espacios, de vectores columna y
vectores renglén, a la correspondencia que mostramos se le llama Transposicion

1
Z2
_)I:xlu T2, ..., xn]

Tn

. 1 . . .
Asi con cada vector de @%) tendremos asociado un vector renglén. Y con cada funcional

. 1 .
lineal que opere sobre @%) tendremos asociada un vector columna.
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Nosotros asociaremos por el momento

o

OO O -

P2 —

G —

S = O

0
1

Bajo esta asociacién, el producto interno de dos vectores cualesquiera de <I>$l ) nos dard el
mismo resultado que el producto interno de los vectores columna asociados. Basandonos en
(1)
n

esto tenemos que si x, y pertenecen a ®;,’ entonces

(Ia y) = (Cv C/)
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donde por las ¢’s denotaremos los correspondientes vectores columna a x y y.
Como sabemos que una funcional lineal, es decir, un elemento de un espacio dual puede
ser expresada como un producto interno entre elementos del espacio dual, tenemos:

p(x) = (¢, c)

donde ¢ es una funcién que le corresponde una vector columna c. O lo que es lo mismo habra
otra funcional lineal sobre el espacio de los vectores columna tal que

§(e) = ¢(x) = (¢,¢) = (x,y)

Ahora en base a que ¢ puede representarse como una columna, nos preguntamos si habra
una operacién entre renglones y columnas tal que produzca el mismo efecto de evaluar ¢(x).
La contestacion es si, y la operacion es la operacién de multiplicar matrices, asi si:

Y — (alona"'aan)
y
X1
X2
X .
Xn
entonces
X1
X2
<P(X): (041,062,...,O[n) .
Xn
pero sabemos que
e(x) = (z,9)
entonces si y esta representado por
Y1
Y2
Yn,

tenemos que

(2,y) = foyi = Zawi
Zaiyi = Zyi‘yi

Esto sucede para todo vector, en particular sucederd para un vector que sea representado
por

cuando z =y
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Entonces tendremos que

Asi

¥ (ylay%-'-agn)

y como
Y1

Y2

y— .

Yn
Su asociado en el dual serd el conjugado transpuesto.

Asi tenemos una correspondencia entre el dual y el espacio, y esta es, que a cada vector
renglén le asociamos un vector del dual el cual serd, el transpuesto conjugado.

2.3 Extension de la definicién de conjugado candnico a
todo @V

Ahora regresemos a nuestro mapeo conjugado candnico.

Tqi = Pi
Tp . = —q;

i

Si recordamos que {g;,p;} es una base de <I>$ll)

0N

y los funcionales {Ty,, T}, } una base de

entonces podemos encontrar una matriz que nos representa a esta funcion. Esta matriz

9
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es J

_1 T
—1
—1
-1
-1
-1
J =
1
1
1
1
1
L 1 i
Asi
i = Jg
-q = Jp;

Ahora lo que nos interesa es extender este mapeo a todo el espacio. Esto lo hacemos por
medio de la siguiente definicion:
=Y ca

entonces el conjugado canénico f, de f es

7 « ZCITM

donde los x; son los elementos de la base.
Cabe hacer notar que el caso en que nuestro campo de escalares sea real, entonces la matriz
J seguird representando a nuestra transformacion. En el caso complejo no sucede asi, ya que
el mapeo conjugado canénico no es un mapeo lineal, por aparecer un conjugado complejo.
Sin embargo, en cualquiera de estos dos campos es posible ver que

{fug}: _(f*ng)

1
Remarcando que f, g pertenecen a (I>$l) entonces {f, g} es un elemento de nuestro campo
de escalares, cosa que puede no suceder si tenemos otro espacio vectorial.

Asi hemos encontrado una matriz tal que en <I>§l1) el paréntesis de Poisson puede ser
sustituido por un producto interno.

2.4 Un producto interno, en base a los paréntesis de
Poisson

Nos preguntamos si podemos definir un producto interno como los paréntesis de Poisson
directamente, es decir si

o(f,9) ={f. 9}
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cumple con los axiomas:

1) o(f.f) = 0 ; o(f, f)=0&f=0
2) o(f,9) = olg, f)"
3) o(f,ag+Bh) = ad(f.g)+ Be(f.h)
La contestacién es no, porque
{pipit = Hs,a} = 0 5 Vpig

Pero si ahora definimos la funcional lineal ¢ de la manera:

(f9) =49}

tendremos que ¥ es un producto interno. La verificacién de esto es muy facil, tan solo por
aplicar varias veces las propiedades de los paréntesis de Poisson a

= ZCiQi‘FCfipi
Fo= Y cm—ca

g vy g
y recordando que
{pivpk} = {q“ q}c} = 0
i} = dij
= _{qupk}

Algo muy conveniente es averiguar la relacién que guardan los productos internos, hasta ahora
definidos, los cuales han sido denotados por (,) y por ((,)).
Pero antes veamos el siguiente lema

Lema 1.-
T =Jz*

tomemos
T = E CiQ; + C—ipi
entonces x, como eneada estd representada por

q

Co

Cn
C_q
C_o




]
I

Pero esto es lo mismo que buscar una matriz tal que a la mitad inferior de

Ct
3

C*

L —-—n J

lo suba cambidndole el signo y a la parte superior simplemente la baje, pero esto hace una
matriz de la forma

1

que es precisamente J multiplicando a x, por lo tanto
T=Jx*
Corolario.- Si M es una transformacién lineal, entonces
MX =JM*X*
MX =J(MX)"
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por el lema 1, entonces
MX =JM*X*

Regresemos a los productos internos

def %
(2, y) = {z,7}
pero
g=Jy"

por lo tanto
((z,)) = {z, Jy"}"

pero
{f.9}=—(f",Jg)
Asi
((z,y)) = =", JJy")
y como j2 = —1I.

((‘Tvy)) = _(‘T*v _y*)* = (x*vy*)* = (xvy)

((z,9)) = (2,9)

La operacion de conjugar canénicamente, es una operacién semi-involutoria ya que si

[= Z Ciqi + C—ipi
Fo= > cpmi—ca
? = Z —¢iq; + cLip;
= =) cigitcp
= —f
Asi _
f==7

2.5 Construccion de una nueva base candnica

Ahora probaremos que dada una base canénica, podremos construir una nueva base canoénica,
es decir, una base que tiene la propiedad de que si un vector pertenece a ella, su conjugado
también pertenece a ella. Pero esta nueva base candnica la construiremos de tal manera que

si un vector arbitrario distinto de cero queremos que esté en la base esto sera posible.

Lo que haremos es contruir una nueva base candnica a partir de un vector arbitrario

distinto de cero.

En realidad no tendremos mucha libertad en escoger los demas vectores base, pero cualquier
vector que sea una combinacion de coordenadas y momenta pueda llegar a ser un elemento

base.
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Primero probaremos el siguiente lema:
Lema.- Si 7 = awv, entonces v =0.
(v,v) = —{7,v}" = —{av,v}* = —a{v,v} =0
por tanto
v=20
Corolario.- El unico vector autoconjugado es el cero.

Lema - v es ortogonal a .
(0,7) = {v,0} =0

Ahora si, ya estamos en la posibilidad de construir nuestra nueva base.
Sea

X = {X17X27"'7X2n}

una base candnica y sea v el vector con el que queremos comenzar una nueva

2n
v=) G
i=1

por ser v distinto de cero, al menos un §; es distinto de cero. Suponemos

& #0
por tanto
Y = v Ei;ﬁk &%
&k

Asi tenemos escrito xx como una combinacién de v y {x;} con i # k. Por tanto

Y/ - {X17X27' sy Xk—=1,Uy Xk+1 - - X?n}

es una base.
Ahora podemos escribir T con respecto a esta base

v= Z niXi + Nk
i#k

Sabemos que

por lo tanto

(’Uvﬁ) = (Uvznixi) +nk(v7v)
= Zni(vvxi)+nk(vvv)
= 0
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Pero

(v,z;) = 0 Vi#k
me(v,v) = 0
entonces
=10
Asi
= ma
ik
pero
T#£0
luego, para algun [ # k
m# 0

Asi podemos formar una nueva base
Y = {@i}izra U {v, 7}

es decir
Y ={a1,22,...,70,...,0,..., 2}

y esta es la base la cual contiene el vector arbitrario V' que ademas consiste exclusivamente
de parejas conjugadas de vectores.

El unico problema que tenemos es que la base Y puede no ser ortogonal. Pero el proceso
de Gram-Schmidt puede verse que preserva el hecho de tener solamente parejas conjugadas
en la base.

Realmente este tltimo teorema puede generalizarse, y queda asi:

Dada una base arbitraria, y un vector arbitrario siempre podemos construir una nueva base
tal que el vector este en ella y consista de puras parejas de vectores conjugados canénicamente.

Sea X = {x1,29,...,22, } la base y v el vector.
Formamos el conjunto
{z1,..., 2,0}

2n
v = Z &iX;
i=1

donde existe un k tal que

& #0
por tanto
Ty = gikv - Z&wi
i#k
El conjunto
{r122 .. . Ty U, g1, - .-, Ton }

es linealmente independiente ya que si formamos
Q11+ 1 Th—1 + QR+ -+ QpZon =0
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entonces
2n

o1y + o+ g1 Tk—1 + O Zfﬂiz + -+ a2pTe, =0
i=1
(1 + agé)zr + -+ (g1 + ap€r—1)Tr—1 + (akék + - + (a2n + aréan) =0
y como x; es linealmente independiente, entonces

o +apfy =

s +apés =

a1 + apbr—1
aép
o1 + ot

Qon + akéQn - 0

pero
& #0 implica ap =0

luego
Q=g == Q1 = Qg = Q] = -+ = Oy, = 0

Asi tenemos una nueva base con nuestro vector formando parte de ella.

Ahora
U= Z C;Ti + cv

Si todo ¢; es igual a cero tenemos contradiccion, por lo tanto tenemos uno de ellos, digamos
c1, distinto de cero.
Aplicando el razonamiento anterior podemos tomar el conjunto linealmente independiente.

{-Il;IQa'"7xk71;vaxk+17'-'767"'7I2n}

donde hemos quitado ahora otro vector, digamos x; y tendremos

{:Elux?u"ka—laxk-‘rla"'?x?navaﬁ}

Ahora tomamos cualquier v’ tal que

2n
I
u = E CiZ;
i=1
u' # o implica la existencia de ¢, # 0 y formamos
u=1u — (', v)v— (v, 0)u
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y tendremos que
(u,v) = (u,0) =0

llamando
a=@W,v) y =7
como
u = Zcixi—i—av—i—ﬁﬁ
entonces

1 _
Tm = —u—av— PU— g CiT;
c

Formamos el conjunto
{l’l,.’[]g, sy Uy, T2n—2, ’U7ﬁ}

donde ya no aparece el vector x,,. Este conjunto es linealmente independiente ya que
G114+ Enut -+ San—2T2n—2 + on—10 + §2,0 =0

G+ A 1Tt +Em D i+ €m0 + EnT+ -+ Can 2o 2+ + 20T =0

por tanto

(51 + gmcl) =0 (§m+1 + §mom+1) = 0
(6271—2 + ngQn—Z) =0

(gm + fmcmfl) =0 §2n71 + €m04 =0
ngm =0 §2n + émﬁ =0

entonces & =0 y esto prueba la independencia lineal.

Lo que tenemos que hacer ahora es introducir u en nuestra base, para eso nos fijamos en
que
U= Zcixi—kav—kﬁﬂ—kf}/u

si todo ¢; es igual a cero entonces

u=qav+ U+ yu

Il
L
=
=
_|_
=
=
=l
_l’_
=
=
£

entonces v=0.
Por tanto  uw = av + (7.

Asi al menos uno de los coeficientes «, 3 es distinto de cero, conjugando este vector
nuevamente tenemos
u=—a'v+ %
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lo cual no puede ser puesto que
(u,v) = (u,0) =0

Asi tenemos que existe r tal que ¢, es distinto de cero, quitando este vector de la base y
poniendo en su lugar u tendremos una nueva base

{xlvaa .- .,I2n74,’076,u,ﬂ}

la demostracion de que es base se hace repitiendo el argumento usado anteriormente para v.
Este es un proceso finito, al término del cual tendremos una base conjugada y ortogonal.
Lo cual prueba nuestro teorema.
Una pregunta natural que uno se hace, es si podemos formar una base con puros vectores
que tengan la propiedad de que ninguno sea el conjugado de algtin otro elemento de la base.
Para contestarla probaremos el siguiente:

Teorema.- La mayor sub-base ortogonal de nuestro espacio que no contenga un conjugado
cuenta con n elementos, es decir, con la mitad de los elementos que forman una base para el
espacio. Una sub-base de este tipo se llama isotrépica.

Lema 1.-
(u,v) = (v, )
Demostracién
(u,v) = {uaﬁ}* = _{57 u}*
= {+57 _u} = {57 i}
= (57 ﬂ)
Lema 2.- Si
(u,v) = (u,v) =0
entonces
(@,v) = (@D = 0
Demostraciéon
(vu) = @u)=0
(Ev ’U) = _(Ea U) =0

entonces falta ver el valor de
(u,v)
pero
(w,v) = (v,u) = 0.

Demostracién del teorema.
Si tenemos una base isotrépica ortogonal tal que

{.’I]l,(EQ,. ..,.’L'n,.’L'nJ,_l,...,(EnJ,-p}

entonces
(zi,z;) = 0 i7#j por hipbtesis
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(xlvx_7) = 0V

ya que
(I“@) = +{xj7xi} =0
por la definicién de conjugado candnico.
Asi por el lema 2
T; esortogonala z; ya T;
Por tanto ademds de que
U={x1,...,Tn4p}

es linealmente independiente, también

@: {I_la"'afn+p}

es linealmente independiente v ademéas ¥ U W es linealmente independiente, entonces la di-
mensiéon de nuestro espacio es 2n + 2p.
Pero debe ser 2n por lo tanto p = O. Asi queda probado nuestro teorema.

. Que sucederia si en nuestro teorema acabado de probar quitamos la condicién de orto-
gonalidad?

La respuesta a esta pregunta es que el teorema sigue siendo valido.

En resumen si denotamos por VU el conjunto de vectores los cuales son conjugados de los
vectores que pertenecen a un subespacio ¥, y si por {A, B} denotamos al conjunto de todos
los paréntesis de Poisson de la forma {a,b} tal que a pertenezca a A y b pertenezca a B.
Entonces hemos visto que si

AT 4o, [U,T] {0}

Como una consecuencia de esto cuando deseamos encontrar un subespacio para el cual

{w, ¥} = {0}

siempre que tengamos un vector v debemos excluir .
Por lo tanto un subespacio maximal isotrépico tiene dimensién n y

=0T

2.6 Espacios de polinomios homogéneos de grado mayor
que uno

Ahora discutiremos otros espacios, de polinomios homogéneos de grado mayor. Asi hablaremos
de &)

cuando k =2

o ={aql, 0142, .. 45, -pipj,- - P}
cuando k£ =3
P ={¢}, 010203, - - -, idj @1, - - - PiPsPL - - DD}
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Definimos un monomio homogéneo de grado k& como el siguiente producto

PP

a1 02 Qn,

C
donde «;, B; pueden ser elementos de {0,1,2,...}, con la condicién:
> (it 8) =k
i
y un polinomio de grado k sera una combinacion lineal de monomios homogéneos de grado k.

@Slk) es un espacio vectorial y trataremos de definir en él un producto interno, utilizando
el paréntesis de Poisson.
Para esto nos fijamos en que si ¢/ es un polinomio de grado j y ©* un polinomio de grado

{¢’, 0"}

da como resultado un polinomio de grado j + k — 2 asi

k

{¢/ ¢} =2
Entonces si escogemos j = 1 tenemos
{p. =

es decir, si pensamos en que el polinomio de grado uno opera sobre el polinomio de grado k,
gracias al paréntesis de Poisson el resultado es un nuevo polinomio pero de grado menor al
que se tenia.

Asi repitiendo k veces la misma operacion,

{e Ao de. o "} o 31}

el resultado serd un escalar.
Hay que hacer notar que haciendo las operaciones con distintos ¢/, el resultado sigue
siendo un escalar.

{o1, {02, {.. {or,©*}...}}} = escalar
donde
i € (I)gll)

En esta manera podemos definir funcionales lineales para los espacios homogéneos de grado
k mayor que uno.

Si podemos definir un <I>$,’“> una funcional bilineal, utilizando los paréntesis de Poisson casi
hemos definido un producto interno.

Supongamos que [, | representa una funcional bilineal operando sobre @%k) por lo tanto
tiene la forma

k
[, "]

donde ¢*, ¢ g pertenecen a @%k) 0 ¢®) es una combinacién lineal de monomios homogéneos.
Asi .
k
[cp' % ]
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serd una combinacién lineal de elementos de la forma [m;, ©*] donde por m; hemos denotado
(k)

al i-ésimo monomio homogéneo que forma a ®,;,’. Pero recordemos que m; es un producto de
polinomios homogéneos de grado uno.
Por lo tanto

n
] = el = Yo [Tt o
=1

tal que
Z afﬂi =k

Por lo tanto basta con definir la funcional para los monomios.
Queremos que:
[PADAPY -+ PaDr - P11 nn - "]
sea un escalar, recordando que la repeticién de los paréntesis de Poisson con elementos de
<I>,(1k) nos da un escalar se ocurre definir

[p1p1 .. .qnqn7<Pk] o {Pl {pl S {Qn {Qm Sﬂk}} e }}

y asi ya tenemos una funcién bilineal siempre y cuando este bien definida. Esta tiltima duda
nace del hecho de que la descomposiciéon de los monomios homogéneos en productos no es
Unica ya que intercambiando algunos factores se tiene mismo monomio homogéneo de grado
k, pero quizas un escalar distinto. Pero el hecho de que tenemos una operacién bien definida
la probaremos por induccién sobre el grado de homogeneidad de nuestro espacio y utilizando
la identidad de Jacobi.
Sik=2
[cpz,cp’z] = [zy, uv]

Pero

©? =y =yx

[%72, w’ﬂ = [y, uv]

probaremos que
[zy, wv] = [y, uv]

[zy, wo] = {z, {y.uv}}

Pero por Jacobi
{Ia {yv uv}} = - {ya {uv, ZE}} - {U’U, {IE, y}}

pero {z,y} = constante, entonces {uv, cte} = 0. por lo tanto

{z{y, w0} + {y, {uv,2}} = 0

{z.{y,uwo}} = —{y{w, z}} ={y {uv,z}}
= Ay {z,wi} = [yz, uv]
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por lo tanto
[zy, wv] = [y, uv]

Con esta funcional bilineal definiremos la operacién de conjugar canénicamente.
. . - . 2
Con objeto de ilustrar la definicién lo haremos primero en fbgl ).

Recordemos que una funcional bilineal siempre define una funcional lineal.

®

Asi definiremos una transformacién lineal T : ®,,’ — C de la siguiente manera:

Twz((p/z) _ [9027()0/2]
Tomemos la base de <I>,(12) formada por los productos de la base @, es decir;

{pip1, - D1Dns - @t}

Definimos el conjugado canénico de cualquiera de estos elementos x;x; como el elemento

zrx; de la base tal que
Tszzl(Iixj) = 1

Ty, Ty, (zrzs) =0

si
Tyks # TiT;

Averiguaremos ahora cuales son los conjugados de los distintos elementos.
Para esto veamos que si fg, uv son dos monomios homogéneos de segundo grado

[fg,uv] = {fa{gauv}}
= {fiu{g,v}} +{f {g,u} v}
= {fiu{g,v}} +{f {g,u} v}

Pero {g,v} y {g,u} son escalares, entonces
[fg,wv] = {g, v} {f,u} + {g,u} {f, v}
Si consideramos ahora los elementos base de ¢ tenemos

Tyio;(xra) = [2izy, 220
{wi, xpH{aj, o} + {@s, mi} {aj, 2}

consideremos el caso en que tengamos p’s y ¢’s.
Definiendo zrx; = prq;

Tyio; (0r@r) = {zs, o} {5, @} +{zi, au} {=5, pr}

pueden suceder dos casos:
Ti = Pi

Ti = (5
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Consideremos z; = g; entonces

Tyw;(eq) = Aai-vet{zj, e} +{a @} {zj pr}
= O {zi, @} +0

Si x; = g; obtendremos 0, en cambio si z; = p;

qu'Pj (kal) = i {pja Ql}
= =0l
Asi tenemos:
Typ (Peq) = —1
= T 4p.(Prar)

Esto nos induce a probar con el producto de los conjugados en el subindice.

Tova(ovar) = Abr, ot {@ a} + {pr> a} {@, pr}
= —{aqwpe} {pr @t + (1) {ak. @} {pi, pi}
= -1 +(=1)0
1

Ahora veamos los elementos de la forma g;q;

Ta.0;(0i95) = 1@Ga} {39} +{aa i {Ga}
= +1

Para p;p; obtenemos:
Ty, (pivs) = Apipit {pjps} +{pips} {Pjpi}

Hasta el momento hemos asumido ¢ # j, ;Qué pasasi i =j 7
Tomemos p;p;

Tp.p.(Pivi) = ADi,pi} ADi> pi} + {Pi> pi} {Di> i}
= 2{pi,pi} {pi, i}
2-1-1
= 2

Para g;q;, también se obtiene lo mismo.

De aqui podemos ver que salvo para los elementos de la forma z;2 ya tenemos los elementos

de la base dual, Pero si escogemos como base de <I>$l2)

{p_?plpz » i}

50



ya no tendremos ningin problema.
) . o . 1
Después definimos por extension lineal, exactamente de la misma manera que en <I>£L ), el

conjugado canénico de cualquier elemento de @512).

Hay que notar que aqui la diferencia de (ID% ), el conjugar canénicamente es una operacién

involutoria y no anti-involutoria.
.. 3 .
En una manera similar podemos demostrar que para <I>,(1 ) la funcional

['rixjxkv xpqur] = {Iiv {Ija {xka IZDIQIT}}}

es conmutativa y entonces puede servir como un producto interior; resultados analogos pueden
. . . k .
ser definidos para cualquier espacio <I>,(1 ). Donde por el producto interno tendremos

(TiTj ... Ty TpZgy ... Ts) = [Tij ... Tn, TpTqly ... Ts
= Az, {z;, { . {20, TpTeTr ... Ts}... }}}

si escogemos como elementos de una base a las cantidades

ai a2 a
x{tas? . xie
arlas! ... ap!
la base dual estard compuesta de
7a1 a2 7
S
arlas! ... ap!

y la conjugacion estara definida por

P af? = (=) et angligge | gon

Habiendo visto como los paréntesis de Poisson pueden ser usados para definir un producto

interno, una operacion de conjugacion y un sistema de bases duales tanto en el espacio fase
<I>,(11) como en los espacios de mayor orden, de polinomios homogéneos @Slk).

Ahora veremos como pueden ser usados para definir un espacio de transformaciones li-

neales, las cuales actuaran sobre los espacios arriba mencionados, estas transformaciones

seran definidas por medio del espacio de polinomios homogenéos de segundo grado @512).
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Capitulo 3

Operadores definidos, sobre el
espacio fase, por los paréntesis
de Poisson

3.1 (I>7(12) operando sobre &)

Tomaremos el conjunto de transformaciones lineales del espacio fase, conoceremos condiciones
sobre sus eigenvalores y eigenvectores, definiremos el transpuesto de un operador y en base
a esto el concepto de normalidad. En el caso del grupo simplectico, veremos que la matriz
que representa a un vector autoadjunto tiene sus eigenvalores en parejas negativas. Esta es
la propiedad que sustituye a la que tienen los operadores hermiteanos de que sus eigenvalores
son reales.

El que los eigenvalores se agrupen en parejas negativas implicara que los respectivos eigen-
vectores, se agrupen en parejas conjugadas canénicamente.

Empecemos por hacer notar que si f pertenece a @gc) y g pertenece a q>£f> entonces
{f,g} c (I)Slk+l72).

Asi

{(I)Slk)’ <I>5f)} c plh+i-2)

Ponemos una sola contencién, porque no es posible decir que cada elemento de ®#+1=2) pueda
ser representado como el paréntesis de Poisson de un elemento de ®*) y uno de ®®.

En el caso en que k = 2 tenemos
{fbﬁf),fbﬁf)} c oW

es decir, el paréntesis de Poisson de un polinomio de <I>$12) y uno de <I>$ll) nos da nuevamente

un polinomio de CIJg ).

Cuando k=1=1
{@,, @)} C ®)
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que fué el caso con que empezamos nuestro trabajo, y hemos visto que esto nos llevé a
encontrar las funciones lineales.
Por el momento prestaremos nuestra atencién, al caso en que [ = 1. Asi

{e. 2.} c o,
Sabemos que
@) = {pip;, pit;, 145}
y serd un espacio vectorial que tiene (2n + I')n productos, los cuales son una base.

, 2 . < [
Asi en el caso de @g ), su dimension sera 2I.
Debido a que ®®) nos d4 un mapeo de ®*) en ®*) por medio de paréntesis de Poisson,
serd conveniente nuevamente utilizar la notacién

T¢(g9) ={f. 9}

donde f es fijo y pertenece a ®2) y g es variable y pertenece a &),
Los elementos matriciales de T estan dados por

(u,Ty(v)) = {u, Ty (v)}

donde u y v son elementos de la base de ®(1).
Ahora daremos la definicién de la transpuesta de una transformacién 7', la cual denotare-
mos por T7 y seré;

(T"(g),h) = (9:T(h)) Vg,h € &

Veremos si podemos averiguar algo mas de 77

def _
(TF (9).h) = (9,T(h)) = {g,Ty(h)}
por lo tanto en vista de que
Ty(h) ={f. h}
tenemos
(Ty(g),h) ={g.{f. h}}
pero la identidad de Jacobi nos dice que:
{g.4f. 0}t +{f.{h,g}} +{h.{g.f}} =0
Recordando el hecho de que g y h pertenecen a &) entonces

{h,g} € @°

por lo tanto
{f.{h. g}t =0
y asi

{gv {fvh}} = _{hv {gaf}}
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por lo tanto

(Tf(9)h) = —{hAg.f}}
= —{h,—{f.g}}

{h.{f.g}}

—{f.9.h}}

— {797}
- ()
({f.g}h)

Asi hemos encontrado que L
(T (9),h) = ({f. g}, h)
por lo tanto -
Tf (9) = {f.9} = T1(9)
Entonces es posible tomar la definicién de 77 como :

T (w) = Aw{f,u}) = Ty (u)

2 . . .
Recordando que cada elemento de <I>$l) es un polinomio homogéneo de grado 2, lo cual
significa que es una combinacién lineal de productos de monomios, es decir, si f pertenece a

f=_ fijziz

1<

<I>§l2) entonces

. 2 .
y si tenemos una base ortonormal de <I>£L ), es decir,

(ziy25) = {Ti, x5} = 045

tendremos que

T)?(xk) = {f7 jk}
= Zfijiﬂwj,fk
i<
= Z{fijxixjafk}
i<
= Zfij {ziz;, T}
= Y filwiag g
= fo}(iﬁi {zj, 21} +{zi, Tr} x;)
i<
= Zﬁg(fl {zj, 21} + 75 {zs, 71} ")

95



intercambiando el orden:

T () = > f5@(— AT 2 )" + 25(— {2k, 2:})7)

i<y

= Y @ {E ) + 7 {E, )
i<y

= > —f5 @ik w)" + 2wk, 7))
i<

= > @)+ 2w xp)")
i<y

= > —f5@i(x, zx) + 34w, w1))
i<y

= Y —f5@ g, + 2 {E, )
i<y

= Y —fi{mE, o)
i<y

= Z —f;;-a_:@j,xk

i<y

®

Si definimos, en términos de una base el conjugado de un elemento, f de ®5’ como

f= Z —[5%iT;

1<j

donde z; debe recordarse que es el conjugado de x;, concepto que ya ha sido definido para
elementos de (I>§11).
En base a esta nueva definicién tenemos:

{Z —f;;-ififj,fck} = {f,a}
Por tanto vemos que el transpuesto de T puede ser definido también, por la siguiente

expresion: -
T}F(u) = (/\(u) {f,u}) = Tf»(u)

3.2 Sobre los eigenvectores

Un eigenvector de T se define de la manera usual, un u # 0 tal que
Ty(u) = du

donde A es un escalar.
Nétese que Ty(u) = Au es equivalente por definicién a:

{f,u} = Au
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La determinacién de tales eigenvectores, se reduce al hecho de diagonalizar la matriz T'.
Si tomamos el conjugado canénico en ambos lados de la dltima igualdad.

{fiu} =
tenemos que:
{f,u} =X"u
Pero como
Tf (u) = {f,u}
entonces

{fau} = {fv_ﬁ}

= _{f7 ’(:1,}
= 1)
Asi tenemos:
~Tf(u) = \u
por lo tanto
T (1) = —X\*u
o lo que es lo mismo -
{f,u} ==Xu

Lo que nos dice esta ecuacion, es que si u es un eigenvector de T’y con eigenvalor ), entonces
u es eigenvector de T}F con eigenvalor —\*.

Asi, si podemos determinar los eigenvalores y eigenvectores de un operador transpuesto,
los del operador mismo serdn conocidos.

Definimos un operador normal, de la manera usual, como aquel que conmuta con su
transpuesto, donde, porque dos operadores Ty y T, conmuten se entiende que:

Ty (Ty(w) = To(Ty(u)) Yu

es decir,

{fv {gvu}} = {gv {fau}}

En vista de la identidad de Jacobi

{fv{gvu}}+{ga{uvf}}+{uv {fvg}} =0

pero
{gv{fau}} = {97_{U,f}} = _{gv{uvf}}

por tanto

{fa {gvu}} = _{ga{uvf}}

sustituyendo en el identidad

—{g,{u,f}}+{g,{u,f}}—l—{u,{f,g}}:O
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entonces

{u{f.g}} = 0
{{fag}vu} =0 Vu

Notemos que
{fg}=headl

y que nos estd definiendo un operador Ty (u).
Asi tenemos

Th(u) =0 Yu
Pero esto significa que
T, =0
entonces
{f,9}=0

Asi la conmutatividad de dos operadores en @512), Ty, Ty quiere decir que el paréntesis de

. 2 . . .
Poisson de los elementos de <I>£L) asociados a ellos sea cero, y esta es una condicién necesaria
y suficiente.

Entonces en el caso de un operador normal Ty, se satisface
(NN} =0
ya que
Ty =Ty

Hasta el momento las tltimas definiciones se han hecho sobre el espacio de operadores,
.. . 2) .
ahora vamos a dar una definiciéon sobre el espacio <I)§l ) mismo.
)

es hermitiano
f=r

Como corolario de la definicién tenemos que el operador T, asociado con f es normal.
Como

Asi diremos que si f pertenece a <I)$,2

TyTy =TTy
porque
f=f
y como
Tr=T}
entonces

TT{ = T{'Ty
El reciproco no siempre es cierto.

También diremos en el caso en que f = f con f € @%2) que f es hermitiano.
Probaremos que los eigenvalores de un operador T, donde f = f, aparecen en parejas
conjugadas y lo son de vectores conjugados canénicamente con signos opuestos.
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Sabemos que si

Ty(u) = Au
entonces
TfT(u) =-\u
o lo que es lo mismo
Tr(u) = —=\"u
Pero f = f, por tanto
Ty(u) = —Xu

Ahora estudiaremos la forma canénica de un operador normal.
Primero recordemos que la forma canénica de una matriz M se entiende por

n
M=> z]i><i
=1

donde
i ><i|=G;

son operadores idempotentes, es decir, tales que

e el

2

y ademads son ortogonales, lo cual significa que
GiG; =0 1#£ ]

Trataremos de averiguar que forma toma el teorema espectral en el contexto en que estamos
trabajando.

Si tomamos como hipdtesis que existe un conjunto completo ortonormal de eigenvectores,
entonces es posible escribir

f= Z [ij9i9;
ya que
f= Z CiTli
en donde
nj € oY
es decir
mi= Y dijg;9;
con

g € o)
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por tanto

djj gi9j
1

[
NE

N
Il
-

.

<
I

I
M=

@
i
L

.

L\
[

cidjj i g
1

cidjj 9igy

I
ﬁms
NIE

14i=1

S
<
I

|

fii 9i95
1

33

cambiando notacién

F=" fiigig;
Ahora apliquemos f al producto g;g; por medio de paréntesis de Poisson.
Notando que ahora la transformacion definida por f va de <I>§l2) en @512).
Recordando que g; y g; son eigenvectores de f

{f,9i95y = 9i(Njgs) + (Nigi)g;
= Ajgigj + A\igigj
= (N +Aj)gigj

Lo cual nos estd diciendo que si g; y g; son eigenvectores de f su producto también lo
es, y que va a tener como eigenvalor a la suma de los eigenvalores. Este resultado puede ser

extendido a cualquier espacio @%k) sobre el cual f actue.

) %1)

Asi los eigenvectores de los elementos de <I>,(12
en todos los demas espacios <I>£Lm).

Es conveniente trabajar con una base {g;} que sea cerrada bajo la conjugacién. Este es
un resultado que siempre se tiene si f es un operador normal.

De cualquier manera es posible formar una base, de eigenfunciones, canénicas. Esta base

que es cerrada bajo conjugacién puede ser numerada de la siguiente manera:

, que operan sobre ®,,7, dan eigenvectores

g—i = G; 1>0 (121,2 ...... TL)
Pero
(9i,95) = 04
o en forma equivalente
{gi, 95} = 045

y por la convencién de arriba
{9-i,95} = 04 i>0

Para llevar a cabo esta ortonormalizacion, se sigue el proceso de “Gram-Schmidt”. El
proceso que hemos descrito para formar una base canénica.
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3.3 Propiedades de los operadores normales y hermi-
tianos

Ahora demostraremos que para operadores normales y hermitianos sus eigenfunciones son
ortogonales.
Sean u y v eigenfunciones de T, es decir,

Ty(u) = Au
Ty(v) = po
Tomemos el producto interior de T¢(u) y v.
(Tf(u)v U) = (/\u7 U) = )‘(uv U)
Pero por otro lado
(Tt (u),v) = (u,T{ (v)) = (u, T§(v)) = (u, T (v)) = (u, w) = p*(u,v)

por lo tanto
AMu,v) — p*(u,v) =

Asi, si

A= u
(u,v) = 0

Es posible probar que los eigenvalores de un operador hermitiano son reales
(Ty(u),u) = (u, Tf (w)) = (u, TF(u)) = (u, Ty(w)) = (u, \*u) = X*(u,u)

asi
Au,u) — N (u,u) =0

por lo tanto

A=) (u,u) =0

Pero (u,u) >0, entonces
A=\

que nos dice que A es real entonces podemos decir que si f = f sus eigenvalores son reales y
los eigenvectores asociados con eigenvalores distintos son ortogonales.
Probaremos para un operador T arbitrario que

Ty =Af +iBy
donde Ay y By son hermitianos, tomemos

Tf—I—TJ?
==

A
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Ty —TF

B .
29
entonces
Ty - TF N Ty -T] Ty +Tf+Ty-T] 2Ty o
2 e T 2 o T
B hermitiano ya que
1 _
BT(u) = 5; (Tr(w) = T (w))

y A hermitiano ya que

AT = A(a)

BN RN~ N~

entonces
Ty = Af + 1By

Ahora probaremos que T’y es normal si y solo si sus partes real e imaginaria conmutan.
Si T es normal

T{Ty = T4 T}
pero

Ap=5(Ty+T7)

N =
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1
By = —(Ty —TF
1= 5Ty =T5)
1
2i
1
= E(TfﬂLT}F)(Tf—T}F)

1
AfBy = Q(Tf+T}F) (Ty = T7)

1

= (T =TT + Tf Ty = T{T7)
1

= G (TTy + T;T) = Tf Ty = T{TY)

1
= E(Tf_TfT)(Tf_TfT)
1 T 1 T
= Z(Tf_Tf)i(Tf"'Tf)
= BjAy

Ahora supongamos que AB = BA, entonces probemos que
T T
Ty Ty = T5T;

T/ =(A+iB)" = A" —iB" = A—iB
Ty = A+iB

TfT{ = (A+iB)(A—iB)

= AA-iAB+iAB+ BB
AA—iBA+iAB+ BB
AA+iAB —iBA+ BB
= (A—iB)(A+iB)
= T{Ty

Ahora probaremos que si un operador es normal, entonces las eigenfunciones que pertenecen
a eigenvalores distintos son ortogonales.
Consideremos.

T(u) = Xu
con \#
Ty(v) = po
Ty(u) = Af(u)+iBs(u)
Ty(v) = Ap(v) +iBy(v)
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Como A, B y T conmutan es posible encontrar una base en la cual tienen los mismos
eigenvectores, digamos

Af(u) = Mu
Ap(v) = o
Bf(u) = Xu
Bi(v) = pgv
entonces
A=A + 1A
po= 1+ ip2

Si suponemos lo contrario a lo que queremos probar, o sea que A y u distintos pero u y v
no son perpendiculares y llegamos a una contradiccién habremos probado nuestro teorema.

A1 #
AFEp = o
A2 F# 2
si
A1 #

entonces por ser eigenvalores distintos de Ay , operador hermitiano, tenemos que los eigen-
vectores asociados son ortogonales, es decir, (u,v) = 0. Y esta es la contradiccién que
buscabamos, la cual también se obtiene si el caso es que Ay # fig

Como un corolario tenemos que las eigenfunciones, g;, de un operador hermitiano forman
una base candnica, es decir,

(9, 95) = dij
o lo que es lo mismo

Tomemos la identidad de Jacobi:

{filg—i> 9}y +{9-is{9s, F}} + {96 {f9-i}} =0

como g; y g; son eigenfunciones

{9s, f} = —Nigi
{f,9-i} = Aig—i
y
{g,i,gi}:1

por lo tanto

{f{9-9:}} =0
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asi tenemos

—Ai{g-i,9i} + A_ilgi,9-i} = 0
—{9-i9i} (N + A-i)

Il
o

por lo tanto
()\i + )\71') =0

entonces
Ai ==\

y tenemos que los eigenvalores ocurrren en parejas negativas.

Los dos resultados més interesantes son que las eigenfunciones ocurren en parejas conju-
gadas candnicas y que los eigenvalores se presentan en parejas negativas.

Regresando a la funciéon f, sabemos que debe ocurrir

{f:f1=0
es decir
Zfij{fugigj} =0
i<j
Zfij()\i+)\j)gigj =0

i<j
como los g;g; forman una base, tenemos
fij(Ai+25) =0
cuando
Ai #F =N
Jij =0

Ahora podemos escribir esto como
n
[ = Z J—ii9-igi
i=1

Supongamos que los eigenvalores son todos distintos.

Calculemos

{fige} = Megr

Z f-i.i{9-i9i, 9x} Z f-iilg—i{gis gk} +{9-i, 9k }gi] = Mg
i=1

i=1

cuando ¢ # k, no hay conclusién con respecto a f_;; y en caso contrario vemos que
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T,k (gel9—r> g6} + 9-xlgr, gr}) = Mg
pero
{9k, 95} =0

entonces tenemos que

Ak

Jii = {9-k, gx}

Por tanto

n )\1
f= 9-i9i
; {9-igi}

y este es el resultado andlogo a la teoria de matrices

Ai
M = — i ><
Z <ili >| |
Aunque para llegar a este resultado hemos hecho la suposicién de que los eigenvalores son
distintos, esto fué hecho para ver el resultado con toda claridad y simplificar los calculos.
Ahora daremos la demostraciéon en el caso general, es decir, que ahora admitiremos que haya

degeneracion.
Supongamos que hay eigenvalores iguales

entonces {f, f} implica

F=fiigoigit Y f-mrg-mgr

i=1 m,k=1

Pero

[fa gv] = AvGu

por lo tanto

Ao = foi,i[gfigi‘ng]"' Z f-mklg—mk: o]
i=1

k,m=1

Mogo = > Fiilg-i{gi g0} + 9i{9-i-90}) +
=1

+ > Fomk(gom{gr 90} + 96{g-m, 90})
k,m=1

En el segundo sumando del término de la derecha debemos notar que k # m, porque los
términos que ocurren cuando k = m ya estan tomados en cuenta en el primer sumando.
Y asi obtenemos la misma relacién que antes.
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Capitulo 4
o2

n’ como un algebra de Lie

4.1 Algunas definiciones y propiedades

En este capitulo estudiaremos las transformaciones del tipo

{62,02} c o

en donde el paréntesis de Poisson define una operacién en dos variables, es decir, una forma
bilineal.

Debido a los axiomas que cumplen, se tiene que ¢$l2) es una algebra de Lie.

El ser una &lgebra de Lie implica muchas propiedades, no discutiremos todas, pero si
aquellas que necesitemos aplicar.

Un &lgebra de Lie cumple con:

i) Ser un espacio vectorial

ii) Hay definida sobre este espacio, una operacion bilineal, llamada conmutacién denotada
por [f, g] que cumple con los siguientes axiomas.

(@) [f,g]=—lg, f] antisimetria
(b) [f +ag+ Bh) = alf, g + Blf, h] linealidad
() [f,lg,hl] + g, R, f]] + [, [f,g]] =0 identidad de Jacobi

Como espacio vectorial,un dlgebra de Lie puede tener dimension finita o infinita, y en estos
casos se habla de algebras de Lie de dimension finita 6 infinita respectivamente.

Algunos tipos de estructuras algebraicas que son estudiados generalmente, se tienen dentro
de esta teoria, por ejemplo:

Si L es un algebra de Lie y si M es un subconjunto de L, M C L, diremos que M es una
subéalgebra de L si M mismo es un algebra de Lie.

Un criterio para verificar si un subconjunto M es un algebra, es que M sea subespacio
vectorial (es decir, cerrado respecto a combinaciones lineales de elementos de M) y que
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[M,M] C M

Ya que iia, iib y iic se cumplen para cualesquiera elementos de L, por tanto se cumpliran
para los de M.

Asi para M sélo hay que verificar la cerradura respecto a combinaciones lineales y respecto
a la conmutacion.

Existe otro tipo de subalgebra mas restringida, en la cual se exige que se cumpla.

[M,L] c M

Asi ademds de que M es cerrado respecto a las combinaciones lineales, se tiene que el
conmutador, de un elemento de M y cualquier elemento de L, estd en M. En este caso el
subespacio M se le llama un ideal. No existe ninguna diferencia entre ideal izquierdo y derecho
ya que [L, M| es [M, L] pues solo hay un cambio de signo y este no afecta el espacio vectorial.
Por lo tanto cualquier ideal izquierdo es ideal derecho. Debido a esto sélo se hablara de ideal.

De la definicién se ve que L es un ideal, lo mismo que {0}.

En el conjunto de ideales se puede definir una relaciéon de orden, por medio de la inclusién
de conjuntos.

Asi diremos que el ideal M7 es menor que el ideal My si M7 C Mo

Si M; no es menor que Ms ni My es menor que M, diremos que son incomparables.

En este sentido L es el ideal maximo y {0} es el ideal minimo.

La interseccion de dos ideales L1 N Lo, es también un ideal, ya que la intersecciéon de
espacios vectoriales es espacio vectorial y si x € L; N Lo entonces

x € ln Yy x € Lo

por lo tanto
[Z,I]ELl, vVielL

[Z,I]ELQ, Viel

por lo tanto
[l,CC] € LinN Ly, VielL

entonces
[L,Ll N LQ] C LinNLsy

Asi vemos que la interseccién es cerrada con respecto a la operacién de conmutacién. Pero
L1N Lo es el mayor conjunto contenido en Ly y en Lg a la vez, por tanto sera la mayor de las
cotas inferiores.

Tomemos dos subespacios L1 y Lo y definamos su suma, L; + Lo, como el conjunto de
todas las combinaciones lineales finitas que podamos formar con elementos de Ly y de Ls.

Que L1 + Ly es un subespacio vectorial se demuestra directamente de la definicién, lo que
demostraremos en mayor detalle es que también es ideal.

Seax € L1+ Ly=a=> o
donde z; € L1 U Ly
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Sea [ € L Tomemos

[l,z] = [I,Zaixi] = Z[l,aixi] = Zai[l,xi]

Pero [l, ;] pertenece a Ly o a Lo dependiendo en que x; sea un elemento de L; o un
elemento de Ly por lo tanto

Zai[l,xi]

es una combinacion lineal de elementos que estan en L; o en Lo
Por tanto

[Z,I] € L1+ Lo

[L,Ll + L2] CLi+ Lo

L1 + Lo es el menor subespacio que contiene a Ly y a Lo, a la vez, como subespacios, y
siendo un ideal, también es el menor ideal que cumple con esta propiedad.

Si recordamos la definicion de Red, vemos que los ideales de una algebra, bajo el orden
dado por la inclusién define una Red.

Veamos esto con un poco mas de cuidado.

Una red esta definida como un conjunto parcialmente ordenado en el cual, cada pareja de
elementos tiene tanto una minima cota superior como una méaxima cota inferior.

Aqui tenemos que la minima cota superior de L1 y Lo serd L + Lo y la maxima cota
inferior serd L1 N Lo.

Un diagrama acerca de estas ideas siempre es de utilidad

L L4 Lo
! N
Ly + Lo Ly ﬂ Lo
N\ !
Ly Lo {0}

Una propiedad muy interesante acerca de estas algebras es:
[Ll, LQ] cLinNLlsy

Esto es debido a que como L; y L9 son ideales entonces

[Ll, Lg] C L1
[Ll, Lg] C L2
Por lo tanto
[Ll, LQ] N [Ll, LQ] = [Ll, LQ] C L1 N LQ
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No podemos afirmar que [L1, La] sea un espacio vectorial, esto es debido a que la suma
de dos conmutadores no es siempre otro conmutador, pero sabemos del dlgebra lineal que
con cualquier subconjunto C' de un espacio vectorial podemos formar un espacio vectorial,
este espacio es llamado el espacio vectorial generado por C, la expansién lineal de C, L(C);
también es llamado la céscara de C'y es denotado por ((C)).

((C)) es el conjunto de todas la combinaciones lineales finitas formadas con elementos de

Ahora probaremos que (([L1, L2])) = Lo es un ideal.
Sea x € Ly entonces

r=Y oill},13] donde i€l y ly€ Ly

Probaremos que es una dlgebra y de una vez que es un ideal si

[L, Lo] C Ly

x]:{l,zm[lg } S e [L[1L5])

Pero por la identidad de Jacobi
[0, 001, 85]] + 14, (12, 0] + [15, 0, 04]) = O

[lv [lliv ZZQH = [lliv [lév ZH - [l; [lv ZZIH

Sea l e L

por lo tanto
Z az llu l27 ] [léu [lv li]])

Pero .
[15,1] € Lo
[la li] € Ll
llamandoles [3* y i* respectivamente
Lal = > ai (=[50 = [I5,177])
Sl I+ aully 1]

por lo tanto
[z] € (([L1, L2]))
Asi
[L7 LO] C LO

De esta manera hemos verificado que (([L1, L2])) es un ideal.
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Es facil probar que (([L1, L2])) es el minimo ideal que contiene a [L1, Lo].
Ya que si I es un ideal que contiene a [L1, Lo] entonces cualquier elemento = € (([L1, L2]))
serd de la forma z = > «;C; donde C; € [Ly, Lo] por lo tanto

Ciel;saicief:»xzzaioief

Asi I contiene a la cdscara de [Lq, Lo]

Ahora veremos que si R C L es una subélgebra, existe una subdlgebra N(R), tal que
R C N(R) y N(R) serd la mayor subélgebra en que R es un ideal. En el caso en que R es un
ideal, N(R) tendré que coincidir con L. A la subdlgebra N (R) le llamaremos el normalizador
de R.

Definimos N(R) como

N(R)={le L|l,r] € R,Vr € R}
Que es un subespacio vectorial lo vemos de que si z, y € N(R) entonces

laz + By,r] = |az,r] +[By, 1]
= [z,ar]|+[y,0r] € R

donde 7 es cualquier elemento de R por lo tanto
azx + By € N(R)

Ahora veremos que el normalizador es cerrado bajo la conmutacién.
Sean 1 y ' dos elementos arbitrarios de N(R), veremos que

(0,1 € N(R)

Llamemos z al conmutador de n y 7/, es decir,
z=[n,n]
para que z € N(R) debe cumplirse que

[2,7] €R VreR

Ahora
[27 T] = [[777 77/]7 T‘]
y por la identidad de Jacobi
[2,7) = =[[n', 7], n] = [[r, ], 7]
Pero
',r]=rm €R
y
[r,ml=ra €R
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por lo tanto

[2,7] = =[r,n] = [r2,] € R
ya que
[ﬁﬂ?] ER
y
[TQan/] €R

Ya solo nos falta ver que R es un ideal en N(R), es decir, que se cumple
[R,N(R)]CR

Pero esto es una consecuencia directa de la definiciéon de normalizador.

Que N(R) es la mayor subdlgebra en la que R es normal, se obtiene de ver que si R es
normal en M, entonces [m,r] € R lo cual implica que m € N(R) por lo tanto M C R.

En este punto vale la pena resumir los resultados que hemos obtenido:

Dados dos ideales Ly y Ls:

LiN Ly, Li+ Ly y (L1, Ls]

son también ideales.

Ademds dado un subespacio ! de L, existe un ideal ((R)) que contiene a R y es el més
pequeno con esta propiedad. Y si R es una subalgebra existe una subdlgebra méaxima en al
que R esta contenida como un ideal.

Esta subdlgebra es llamada el normalizador de R, N(R).

Ahora introduciremos dos conceptos algebraicos muy usados en teoria de grupos.

Dada una subalgebra R es posible formar una cadena de subdlgebras, tal que esta, sea
decreciente. tomemos

ROR = ((RR))

R>R' = ((R.R])

R'>R" = ((R".R")
R 5 R k([R<kfl>,R<k*1>]>>

Esta cadena es llamada la serie derivada, y si después de un ndmero finito de términos
obtenemos el idal (O), diremos que R es soluble.

Es posible demostrar que R~ es un ideal en R® para toda i.

Otra manera de definir una cadena decreciente de subalgebras es:

L>r* = (L L])
L*o>L% = (([L%L)
LkDLk+£ = '(([LkvL]))
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Si después de un nimero finito de términos obtenemos el ideal (O), diremos que R es una
subdlgebra nilpotente.

Debido a que (O) es un ideal soluble en cualquier dlgebra de Lie, tenemos que toda dlgebra
contiene ideales solubles.

Por tanto tiene sentido hablar del maximo ideal soluble y a esto se le llama el radical.

Si el radical resulta ser el (O) diremos que el dlgebra es semisimple.

Ahora daremos la definicién de dlgebra simple, ésta serd una cuyos tnicos ideales sean ella
misma y (O).

A continuacién mencionamos un teorema, cuya demostracion estd fuera de nuestro alcance,
(para una demostracién ver Jacobson [2]). La importancia del teorema radica en que nos
permite restringir nuestra atencion a las dlgebras simples, pues las semisimples se estudiaran
en funcién de aquellas. Ya que el teorema dice lo siguiente:

L es una algebra semisimple si y solo si es la suma directa de ideales que como algebras
de Lie son simples.

Ahora daremos un ejemplo de algebra de Lie el cual serd de gran utilidad més adelante.

Consideremos el conjunto de matrices cuadradas de orden n. Que las matrices forman un
algebra de Lie facilmente se prueba si definimos

[F,G] = FG — GF

ya que
1.- Antisimetria
[A,B] = AB-BA
= —BA+ AB
= —(BA-AB)
_[37 A]
2.- Linealidad
[A,aB + pC] = A(aB+ (C) — (aB+ pC)A

)
(

= (A, B) + B(AC) — a(BA) — B(CA)
= a(AB — BA) + B(AC — CA)
= a[A, B]+ 8[A,C]

3.- Identidad de Jacobi
[A,[B,Cll + [B, [C, A]] + [C, [A, B]] =
= A[B,C]—[B,C|A+ B[C,A] - [C,A]|B+ C[A, B] — [A, B]C
= ABC - ACB-BCA+CBA+ BCA—-BAC —CAB+ ACB+ CAB—-CBA - ABC + BAC

0

Los resultados algebraicos usuales tienen validez, es decir, la imagen y contraimagen de
un ideal es un ideal.
La contraimagen del (O) es el nucleo del homomorfismo y es un ideal.
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4.2 Representacion de Algebras de Lie

La teoria de las algebras de Lie desarrolla, ademas de los conceptos enunciados en la seccién
anterior, una clasificacién de las dlgebras simples y la herramienta principal para llevar a cabo
esta labor es la representacién regular o representacién adjunta.

Comenzamos por dar unas definiciones.

Por un homomorfismo entre dos dlgebras L; y Lo, entendemos una funcion

@, L1 — Lo

tal que se cumplen los dos siguientes axiomas:

1) o(x,y) = o(x) + o(y) para toda x y para todo y elementos de Ly
2) ez, ylh) = [p(x), o(y)]2

donde por t; y [, |; entendemos las suma y la conmutacién en L; , con i = 1,2

De ahora en adelante ya no usaremos los subindices para diferenciar las operaciones de las
distintas algebras.

Si nosotros pedimos que el espacio Lo sea un espacio de transformaciones lineales, entonces
diremos que ¢ es una representacién de Lj.

Regresemos a la representacién adjunta. Esta representacion se basa en el hecho de que
un algebra de Lie es un espacio vectorial, y que la funcién

Ty(f) = (Mg) [f9])

es un operador lineal para este espacio, y que por tanto puede ser representado por medio de
una matriz, con respecto a una base dada. Estos conceptos los utilizaremos nosotros solo en
el caso en que tengamos dimension finita.

Asi lo que tendremos sera la representacién del conmutador con un argumento fijo.

F

E_, Tr__,

La figura de arriba nos dice que a un elemento f del dlgebra, le podemos asociar un
operador T¢, y a este operador una matriz F', a final de cuentas hemos asociado con cada
elemento f una matriz F.

Describiremos mas detalladamente ahora lo que es la representaciéon adjunta.

Si el dlgebra de Lie tiene una base {1, Z2, ...., Zn }, es decir,

L= ((Il,IQ,.- ,In))

entonces para cada x € L

n
xr = E Ci,Ti
=1
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Si aplicamos T¢ a z;, tendremos
Te(xi) = Y Ciz (1<i<n)
j=1

La matriz asociada a T serd la matriz

Cll C(12 t Oln
C121 C(22 te O2n

T, — . . e . | =F
Cnl Cn2 T Cnn

La importancia de este representacion, yace en el hecho de que cualquier algebra de Lie
puede ser ahora reemplazada por una algebra, la cual es asociativa.

Hasta ahora hemos estado hablando de la representaciéon adjunta y sin embargo todavia
no hemos probado que en realidad tenemos un homomorfismo. Esto serd lo que haremos a
continuacién.

Por v representemos el mapeo tal que

[ =Ty
y por 6 el que hace que
T, 5 F

a la composicién ¢ la llamaremos ¢
Sean f y g dos elementos cualesquiera del algebra de Lie, probaremos que

o(f +9) = »(f) +»(g)

Pero esto es cierto ya que hemos probado que ¥ es un isomorfismo que preserva la suma, en
la §2.2 | y lo mismo se puede decir de 6 (y la demostracion se puede ver en Halmos, Gelfand).
Pero 6 ademads preserva la composicién de transformaciones.

Asi tenemos

o(f +9) = »(f) +»(g)

ya nada més nos falta probar que

olf, gl = [p(f), »(9)]

Tenemos que

olf, 9] = 0Ti4 g

Pero
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Y por la identidad de Jacobi

T[fm‘]] (h) = [fa [gv h]] - [gv [fa h]]
Ty(Ty(h)) — Tg(T(h))
(TyTy — Tng)(h)

por lo tanto

Tip.q) = TyTy = Ty Ty
entonces Tjs 5 es mapeado en FG — GF

Asi
0(Tiz,q) = 0(TyTy — TyTy) = 0(Ty)0(Ty) — 0(T4)0(Ty)
por tanto
o(f.g9]) = FG-GF
= [F7 G]
= [e(f), ¢(9)]

Asi vemos que ¢ preserva la conmutacién y que con el conmutador de f y g tenemos
asociado el conmutador de F' y G

Habiendo notado que las matrices cuadradas forman un espacio vectorial, uno se pregunta
si es posible hacerlo un espacio con producto interno.

En este espacio se tiene definida una forma bilineal ((-,-)) llamada la forma de Killing, la
cual esta definida de la siguiente manera:

((4,B)) = T.(A"B)
En donde T;.(A), denota la Traza de A

n
TT (A) = E (0771
i=1
En el caso en que nuestras matrices estan formadas por nimeros reales

((Aa B)) = TT(AB)

Los axiomas de producto interno

(z,y) (v, )"
(z,Ay) = A=,y)

(1 +22,y) = (21,9) + (22,9)
(x,z) > 0
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se pueden probar a partir de las dos siguientes propiedades de la traza de una matriz

T.(A+B)=T,A+T.B

T.(A*B) = T, (B*A)"
Asi que solo faltaria ver que
(z,2) =0 = z=0

y tendriamos que la forma de Killing nos define un producto interno. Pero lamentablemente
esto no sucede asi, ya que si tomamos

0 0 0 1
¥ — 0 O 0 0
0 0 0 0
X #0
pero
XX =0
por tanto
T.(XX)=0

Esto nos podria insinuar el abandonar la forma de Killing, pero resulta que su propiedad
mdés importante tiene que ver con conmutadores, y esta es que

(([A,B],C)) = ((4,[B*, C]))
es decir

T,([A, B"C) = T,(A*[B*,C])

Esta igualdad se basa en el hecho de que
T.(XYZ)=T.(ZXY)

ya que

T.([A, B]"C) = T,.(A*[B*,C])
si y solo si

7



T,((A*B* — B*A")C) = T.(A*(B*C — CB"))
T,(A*B*C — B*A*C) = T.(A*B*C — A*CB")
T,(A*B*C) — T,(B*A*C) = T.(A*B*C)—T,(A*CB")
T,(B*A*C) T,(A*CB")

en realidad se cumple que

T.(AB---QL)=T.(LAB---Q)

es decir, si hacemos una permutacién ciclica en los factores, la traza del producto no se altera.
La demostracion de este hecho se puede hacer facilmente de la siguiente manera. Para
n = 2 basta con ver como se define el producto de matrices y la definicion de traza, y después
si tenemos AB - -- QL asociar (AB...Q)L aplicar lo probado para n = 2 y vemos que su traza
es la de L(AB...Q).
El problema que tenemos ahora es hacer positiva esta forma cuadratica, pero esto se logra

si definimos
(AaB) = ((ATvB)) = TT(A*TB) = TT‘(A+B)

Se puede probar que ahora si (A, B) es un producto interno.

De nuevo la relacién entre la semimétrica definida por la forma de Killing y la métrica
definida por este producto interno, nos lleva a la definicién de conjugacién, y al teorema de
parejas en los eigenvalores que poseen estas matrices como operadores sobre el dlgebra de Lie
(Considerada como espacio vectorial).

Un eigenvector f de T}, satisface, dentro del dlgebra de Lie, L, la siguiente ecuacion:

Tu(f) = Af

es decir,
[h, fl = Af

Si en la representacion de L el asociado de h es H y el de f es la matriz F', tendremos que
bajo el homomorfismo que nos da la representacion

[H,F] = AF

o lo que es lo mismo
HF — FH = \F (12)

Aqui podemos pedir la normalidad de H para asegurarnos la existencia de un conjunto
completo ortonormal de eigenvectores, pues las matrices normales son las inicas que cumplen
con este requisito.

Consideremos un eigenvector de H, al cual llamaremos 1, para este se cumple que

Hy = wyp

multiplicando esta igualdad por F'
FH§ = pFy
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Pero de (12)

HF — \F FH

Por tanto tendremos que

(HF — AF)Y = uFy
HEY) — \FYp = pFi

y asi
HFY = (u + \Fy

De aqui vemos que si 9 es un eigenvector de H con eigenvalor p y si F' es un eigenvector
de H en L, entonces o Fip = 0 & Fu es otro eigenvector de H y cuyo eigenvalor es p1 + .
Ahora consideremos

H(F$) = (u+NFy
multiplicando por F'
FHFEY = (u+\)F?%) (13)

Si multiplicamos la ecuacién (12), a la derecha, por F' tendremos

HF? — FHF = )F?
HF? —)\F? = FHF
sustituyendo en (13)
HE?)p — MF%) = (n + NF*
H(F*) = (n + NF? + AF%y
H(F*) = (n + 20)F%

y con esto observamos que en este caso F2i) también es eigenvector de H y que su eigenvalor

es i + 2.
Si seguimos de esta manera, encontraremos una cadena de eigenvalores y eigenvectores.

(0 1%

Fy w+ A

F2y) wo+ 22

FFkq w o+ kA
0 = Fly

hasta que finalmente encontraremos un entero ! tal que F'¢) sea linealmente dependiente de
los vectores que forman el conjunto
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B={Fry | k<l}

ya que la matriz H solo tendra un conjunto finito de eigenvectores linealmente independientes,
y el conjunto B es linealmente independiente puesto que todos los eigenvalores seran diferentes
(con A # 0).

Como el eigenvalor de F'1) es diferente de todos los demds entonces F'i) debe ser cero
puesto que de otra manera la matriz H tendria otro eigenvector linealmente independiente

De esta manera vemos que si A # 0 la Unica manera de que termine la cadena es que
Fl = 0. Hay que hacer notar que lo tinico que sabemos es que existe una cadena, pero
no podemos asegurar que no existan otras, ya que el argumento utilizado se puede volver a
aplicar en el caso en que H tenga otro eigenvector 1)’ que sea independiente de los mencionados
anteriormente.

Todas estas consideraciones pueden ser aplicadas a L misma.

Supongamos que h tiene dos eigenvectores

[h,g] = ng

entonces, aplicando la identidad de Jacobi

(b, [f,9l) = [f:[hgl] + [[h £, g]
[f, ng] + [Af, g]

= plf, gl + Alf, gl

(1 + NS, 4]

Aqui la conclusién es que si tenemos dos eigenvectores con eigenvalores A y pu, entonces
el conmutador es otro eigenvector cuyo eigenvalor es la sumade A y p y si A4+ p no es
un eigenvalor, entonces [f,g] = 0.

Hasta aqui hemos considerado dos cosas

la) X #0, yaque A =0 implica eigenvalores repetidos.
2a) H es un operador normal.

Dado que los eigenvectores de un operador normal forman un conjunto completo ortonor-
mal, se nos presenta la posibilidad de utilizarlos para representar a todos los demas.

Asi, si todos los eigenvalores del operador A son diferentes, todos sus eigenvectores pueden
ser diferenciados por medio de sus eigenvalores; es decir, el eigenvector i con eigenvalor A
serd llamado | A >.

Pero si hay multiplicidad de eigenvalores, es decir, si tenemos al menos dos eigenvectores
linealmente independientes, ¥ , ¥’ con el mismo eigenvalor A, entonces el simbolo | A > no
es suficiente para caracterizar el vector. Un nuevo simbolo de distincién debe ser introducido
por ejemplo podriamos escribir | A1 >, | A2 >. Basddos en el hecho de que dos operadores
normales conmutativos tienen un conjunto comun de eigenvectores, podemos utilizar otra
notacién. Si encontramos un segundo operador B que conmute con A tal que

By = wp
gy = 'y, w#
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entonces los eigenvalores de B pueden servir para distinguir los eigenvectores y podriamos
escribir
[AL> =] Ap>

[ A2 >= |\ >

En caso dado en que este segundo operador no baste para identificar todos los eigen-
vectores, entonces se introduce otro, etc.. Asi la idea de buscar una “especie de conjunto
maximal” de operadores que conmuten entre si.

4.3 Subalgebras de Cartan

En el parrafo anterior hemos escrito la frase especie de conjunto maximal, entre comillas
porque realmente se presentan algunas dificultades las cuales son resueltas por hacer mucho
mdés precisa, pero un poco mas complicada, la definicién del conjunto de operadores que
queremos.

Debido a lo anterior introducimos el concepto de subéalgebra de Cartan A

1. A serd una subdlgebra nilpotente.
2. A debe ser su propio normalizador.
3. Todos los elementos de A conmutan entre si.

4. Todos los elementos de A son normales.

Aqui podemos menciénar que en nuestra definicién el inciso 3 es redundante ya que si
vemos el libro de Jacobson [2] veremos que el tercero es una implicacién del primero ya que
la nilpotencia implica que i(A) = 2. Donde i(.A) significa, indice de A, el cual es el menor
natural m tal que

A™ = (0)

es decir, m es el primer natural que nos asegura que A es nilpotente.

El que i(A) = 2 a su vez implica [z,y] = 0 para toda z, y que pertenecen A. Lo cual no
es mas que el tercer inciso.

El primer inciso es también una consecuencia de los dos primeros. Que el conjunto maximal
de operadores conmuten entre si no es lo mismo que la subalgebra de Cartan nos lo prueba
el ejemplo dado en el apéndice B.

El que A = N(A) nos asegura que tenemos el conjunto apropiado, ya que si dos operadores
conmutan

[a,b] =0

podemos pensar de uno de ellos que es eigenfuncién del otro con eigenvalor cero. Por tanto si
¢ ¢ A, no puede ser eigenfuncién de todos los elementos de a con eigenvalor cero, porque si
asi fuera ¢ perteneceria a A, en este sentido serd “maximal”.
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Demos un ejemplo, los operadores de momentum angular.

L= ((lwv lyv ZZ))

los cuales tienen la siguiente tabla de conmutacion:

] ke | 1 | L
L] 0| L |-
l, | =] 0 | L
L | 1, |[—ly| 0

dim(L) =3

Notamos que si fijamos [, ningtin otro elemento conmutara con este. De aqui que nos
preguntemos si ((I)) es la subdlgebra de Cartan de L.

Primero tenemos que ver si ((I;)) es nilpotente. Llamemos L’ a ((I,)), tomando dos
elementos arbitarios, al, y SL, en L’

[alzvﬁlz] = Olﬁ[lz,lz] =0

De aqui que
L. L] =0

por tanto ((I.)) es nilpotente.
Ahora probaremos que N(L') = L'

NULY={leL|[l,rJel’ Vrel'}

un l € L es de la forma

l=aly+bl, +cl;

Asi que, si L' no fuera su propio normalizador existiria un [ con a y b # 0 tal que

[al.,l] € L, Y o

con o = 1 debe cumplirse
[l.,1]e L’
por lo tanto
[l =nl, para algin p

[lzyaly +bly +cly] = ally, 1] +b[ls, 1] + clz, 1] = aly — bl = pl,

por lo tanto
aly —bly —pl, =0 = a=b=p=0

lo cual es una contradiccién. Por tanto N(L') = L’
De aqui que ((I)) sea la subdlgebra de Cartan.
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En el dlgebra de Lie, de los operadores de momentum angular, jcuales son los eigenvalores
de i, 7.

Definamos
lp =1 +ily
I_=ly—ily

y estos junto con [, son los eigenvectores y los eigenvalores son —i, +¢ y 0 respectivamente.
La subdlgebra de Cartan, como espacio vectorial, tiene una dimensién

dimA =k <n = dim(L)

Asi existe una base tal que

A= ((h1,ha,..., ht))
y tal que

[hi, hj] =0, Vi,J

Como los h; son normales, existe una base comun de eigenvectores para los h; los cuales
denotaremos por

M1y 2y - ey Uk
y por
M1 k425 - -5 Hn

el resto de la base de L.
Apliquemos los h; auj con 1 < j <k

hi, i) = AP uy
o] = AP p;
heons) = M uy
Formemos ahora el vector

A@

1,

)\é])

)\I(Cj)

de esta menera podemos construir k vectores de dimensién k.
Estos vectores son llamados vectores raiz.

En el caso de los operadores de momentum angular sélo tendremos un vector raiz, a saber

(%)
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Utilizando la representaciéon adjunta, debido a que los H’s seran normales, sucede que

HyYy = My
Hyp = Moy
Hyyp = Moy
Formamos el vector

A1

A2

A3

Ak

y lo llamaremos un vector de peso.

Nuestros resultados enunciados utilizando estos tultimos conceptos son que las eigenfun-
ciones de la subalgebra de Cartan ocurren en parejas conjugadas, los miembros de la pareja
pertenecen a pesos negativos, los elementos de la subédlgebra de Cartan son autoconjugados;
y si la suma de dos pesos no es un peso, el conmutador de las correspondientes eigenfunciones
es cero, y en caso contrario es una eigenfuncién con la suma como un peso.

Una definicién més que daremos es la del rango de Lie L, el cual sera la dimensién de una
subdlgebra de Cartan.

Es conveniente notar que esta definicién puede no tener sentido, ya que subalgebras de
Cartan no siempre hay una sola, sino que puede haber varias en un algebra de Lie, por tanto
el rango dependerd de la subéalgebra de la que se este hablando. Afortunadamente existe un
teorema que nos asegura que dada un &dlgebra de Lie, todas sus subalgebras de Cartan son
isomorfas y que tienen la misma dimension.

4.4 Diagramas de peso y algunos ejemplos

La teoria de las algebras de Lie clasifica las mismas, en terminos de los posibles diagramas
de raices que puedan existir, y también demuestra que los vectores raiz pueden tomar sélo
ciertos valores racionales y que para los dngulos entre los vectores, también sélo son permitidos
algunos valores. Sin embargo, a nosotros sélo nos interesan las posibles aplicaciones de esta
teoria a la mecénica hamiltoniana, y nuestro interés se debe en parte a que esta teoria nos
permite, algunas veces, construir sistemas de coordenadas candnicas.

En este trabajo nos es imposible, debido a la brevedad del espacio con el que contamos,
desarrollar formalmente los hechos necesarios para demostrar nuestras afirmaciones, asi que
s6lo mencionaremos las referencias, las cuales son: Jacobson [2] y el libro de Rowlatt [21]

Si uno acepta la teoria, es posible entender algunos ejemplos que daremos a continuacién.

Tomemos a <I>é2) operando sobre @él)

1
o = ((q1,2,p1,p2))
2
o5 ((a}, 9192, @191, q1P2, G2P1, 42P2, @3, DY, P1D2, P3))
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La tabla de conmutacion es:

0 ¢ @ | p1| p2
q% 0 0 21 | O
q192 0 0 @2 | ¢
@p1 | —q 0 p1 | O
q1D2 0 0 p2 | O
@p1 | —q 0 0 | m
q2D2 0 —q | 0 | p2
% 0 0 0 | 2q2
P [—2;m| 0 [ 0]0
pip2 | —p2 | —p1 | O 0
P | 0 [-2p[ 0[O0

Una subdlgebra de Cartan es la generada por los elementos “diagonales”.

A = ((P115,p292))

Veamos sus eigenvectores comunes

Operador | Operando | Resultado | Eigenvalor

p1q1 —q1 -1
q1

P2g2 Oy 0

i 0g1 0
qz

P2q2 —q2 -1

P11 D1 1
b1

P2g2 Op1 0

i Op2 0
b2

D2g2 D2 1

los vectores raiz son por tanto
-1 0] 1 0
L] Lol [

su diagrama de raices es.
Ahora tomemos a (I>é2) operando sobre @éz)

2
o5 = ((¢2, 4142, 1p1, 1p2, 63, @211, 122, D2, 1p2p3))

A= ((p1Q17P2qQ))

ahora se encuentra los eigenvectores comunes de p1q; y p2gz y vemos de la tabla de con-
mutacion

85



a4 q192 q1pP1 q1p2 D) g2P1 g2pP2 Dy pP1p2 Dy
4 0 0 —245 0 0 24192 0 Ap1qa 2q1p2 0
q1q2 0 0 q1g2 7 0 a5 @12 | 2p1q2 | prar + p2a2 | 2p2an
qap1 —2q; —q1q2 0 —p2q1 0 q2p1 0 2p7 p1p2 0
q1p2 0 —q; q1p2 0 —2q1q2 | —p1q1 +Pp2g2 | —q1p2 | 2pip2 3 0
7 0 0 0 2g2q1 0 0 2q3 0 2p1g2 4p2q2
q2p1 | —2q1q2 -4 —q2p1 | P1g91 — P2g2 0 0 q2p1 0 pT 2p1p2
q2p2 0 —q1q2 0 q1p2 —2q3 —q2p1 0 0 P1p2 2p3
pi | —4pia —2pi1qo —2p3 —2p1p2 0 0 0 0 0 0
pip2 | —2q1p2 | —p1q1 — p2q2 | —p2p1 —p3 —2p1g2 —p7 —p1p2 0 0 0
p3 0 —2q1p2 0 0 —4paqz —2pap1 —2p3 0 0 0
los eigenvalores y eigenvectores son:
Operando | Eigenvector | Eigenvalor
P1q1 —2
it
P2G2 0
P1q1 -1
q1q2
D22 -1
P1q1 0
P1q1
DP2qG2 0
P1q1 -1
qip2
P2qG2 1
P1q1 0
%
DP2q2 —2
P1q1 1
ga2p1
DP2q2 -1
P1q1 0
q2p2
P2G2 0
P1q1 2
pi
DP2q2 0
P1q1 1
pPip2
DP2q2 1
P1q1 0
p5
P2G2 2
Los vectores son por tanto
IR EIR R R
01"’ -1 10| 1 ’ —




RHRIREIRH

los cuales pueden ser representados en un diagrama

w2

Con un poco de reflexion, o bien usando la teoria completamente elaborada, uno encuentra
ciertos vectores (wi,ws en estos casos), en términos de los cuales los vectores de peso se
escriben simplemente como sumas y diferencias, las cuales podemos usar como etiquetas para
los vectores del espacio de los diagramas.

Si definimos un mapeo de <I>§2) en el espacio de vectores de peso de la siguiente manera:

wp — w2 — Pi1g2
w2 — w1 — P2q1
—Wwp —w2 — pip2
w1 w2 — Q192
2 L2
—w — =
1 2]91
1
2wy —  -p3
2 21’2
1
2wy, — =¢?
1 2‘]1
1
Qwy — =¢2
2 2‘12

y denotamos este mapeo, por e, con argumento = tendremos

Cw;—w; = Piqj { 7£ .]
€ wi—w; =PpiDj <]

Cwitw; = qiq; 1 <]
_ 1.2

€ _2wj = 3P;
12

€—2wj = 39;

Ahora definimos
[ez, ey] = €x+y

siz+y#0yx+y esun punto en el diagrama

[ez,ey] =0
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si £ + ¢ no es un punto del diagrama y si

z+y=20

ez, ey] = Z a;h;

donde las «; son constantes que quedan por calcular

)

En general para <I>,(12 , los generadores del dlgebra de Lie quedan escritos de la siguiente

manera:
hi = pig
Cwj—wi = Piqj v 7é j
Cwi+w; =  qi4j 1< .]
1
€_2wj = 529?
1
€2wi = 5%2

Los elementos h; son los generadores de la subdlgebra de Cartan.
Estas definiciones establecen que @512) es una algebra de Lie simple C de matrices simpléc-
ticas:
(1)

Para el caso de ®;,’ se obtienen los siguientes diagramas de peso

T

1 1 1
SR

En un diagrama de raices hay ciertas raices de interés particular. Por ejemplo, dado que la
suma de dos raices corresponde a otra raiz la cual tiene por eigenfuncién al conmutador de
las eigenfunciones que pertenecen a los sumandos, podemos entonces distinguir a las llamadas
raices primitivas.

Estas son las raices, que no pueden ser escritas como la suma de otras raices. Sus eigen-
funciénes asociadas son entonces, un conjunto degenerado para el dgebra de Lie. En este
sentido de todos los demads elementos pueden ser reducidos a partir de las raices primitivas
por medio de conmutadores y combinaciones lineales.

Otros hechos de interés para la mecanica hamiltoniana son las raices de mdzimo peso,
estas seran las raices que yacen sobre las caras exteriores del octaedro, que define el diagrama
de raices. La suma de estas raices, no son raices a su vez y por tanto sus eigenfunciones
asociadas conmutan. Un ejemplo de esto ultimo, es el conjunto formado por

(piai: 532))
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Las reglas de conmutaciéon son:

[pigi,pjql = 0
[Pigi, %%2] = 0y qlz
67, 5] = 0

Las cuales no son canénicas, pero hay varias maneras de derivar unas reglas de conmutacion,
canodnicas para ellas; por ejemplo:
si

[fi9l = Ag
[, e = 1

Un esquema similar fué usado por McIntosh y Dulock [5] para construir coordenadas
canodnicas relacionadas con la degeneracion accidental de oscilador arménico. A este respecto
podemos decir que el conjunto <I>§l2) no solamente forma un algebra de Lie, sino ademés contiene
varias subalgebras de interés. Por ejemplo, tomando en cuenta la identidad de Jacobi, todos
los elementos que conmutan con un elemento fijo forman una subalgebra. Una subdlgebra de
este tipo tiene interés en coneccién con el oscilador arménico, por que el hamiltoniano de este
es un elemento de <I>§2) y consecuentemente los elementos que conmutan con él son constantes
de movimiento para el oscilador arménico, y ellos forman un algebra de Lie isomorfa a SU(n).
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Capitulo 5

Algunos resultados y
consideraciones

Trataremos de ver que forma necesitan tener los elementos g para que conmuten con un
elemento fijo f, el cual es normal.
. . . (i)
Como f es normal, tiene un sistema de eigenvectores g; = U;,’, para los cuales

[f,9i] = Nigi
g puede ser expandido en términos de los g;
oy ')
9= aijngiigs’ o gargtigTh gt
...

Por tanto

’

. oy
gl 90957 g9ty gt

I
&
<

[f, g]

’
’

(@i — a) A+ (0 — o) Ao+ + (o — ) Am)gt, ., %7,

|

5]
5
3

Si queremos que [f, g] = 0 entonces
aijon((0s — o)A + (g — @) Ao+ -+ + (A — @) Am) =0

Para que este producto sea cero, o los coeficientes a; ;.., son cero, o lo son los otros

factores.
En el caso en que (o; — o)A + -+ + (an, — o, ) A, # 0 el coeficiente correspondiente,

Qij.n = 0

Por tanto

’
(e8] [e3

9= aij. gt 95" 959"y g,
a-A=0
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donde

’ ’

a = (0,0, Oy Qe 0)
y
A= (A A2, A=A, =)
Si A1, A9, -+, Ay son mutuamente inconmensurables
a-A=0
s6lo puede ser satisfecho si )
o =0,

de donde g serd un polinomio en los monomios de segundo grado ¢g_;g;

Qn

9= aij.n(9-191)"(9-292)" -, (9-mGm)

. ’ . . .
Por otro lado si los A, son conmensurables, otro tipo de polinomios conmutan con f, y no
hay mucho que decir.
Hemos visto en el primer capitulo que una transformacién canénica, T', cumple con

(T(x:), T (25)] = [s, 2]

En el caso en que
[T(z:), T(x5)] = =i, ;]

diremos que T es anticanodnica.

Hay tres transformaciones, las cuales tienen una gran importancia en la mecanica, y caen
en alguna de las categorias acabadas de mencionar. Estas transformaciones se definen relativas
a una base fija.

i) El mapeo dual, M

M(fi) = [f-i
i >0
M(f-) = —fi
ii) El intercambio de coordenadas y momenta, X
X(fi) = f~i
iii) El mapeo, inversién del tiempo, R
R(fi) = fi
i >0
R(f-i) = —f=i



La primera de estas tranformaciones satisface la ecuacién

{M(fi), M(f;)} = {fi f5}

y de aqui que sea una transformacién candnica.
Las otras dos transformaciones cumplen con:

{X (i), X(f5)} —{fi: fi}
{B(fi), R(f3)y = —{fufi}

y por tanto son mapeos anticandnicos.
Para definir estos mapeos para cualquier elemento sélo hay que extrapolarlos linelamente.
Algo que podemos hacer con estas transformaciones es representarlas por operadores de
la forma T (u) = (A(u) {f,u}) y expanderlos en términos de sus eigenfunciones.
Se puede verificar que las expresiones cuadraticas correspondientes son:

B Fofi 4 fif i
"o Z 2{f i fi}

O hifi— fif
T Z 2{f i i}
B Foifi
"o Z{f i)
Asi que

(Aw) {m, u})
X(w) = (Mu){z,u})
R(u) = (Mu){r,u})

Los paréntesis de Poisson que ocurren en los denominadores son para normalizacién.
Podemos calcular la composicién de estos operadores, por ejemplo:

xwn={ 5170

f-k k<O
= M(fr)
Las combinaciones posibles estan en la siguiente tabla.
M X R
M|-I -R X
X|R I M
R|-X -M I

donde I es el mapeo identidad.
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El mapeo identidad I, no puede ser escrito como un operador por medio de los paréntesis
de Poisson. Sin embargo los otros tres operadores tienen la siguiente tabla de paréntesis de
Poisson.

{X,R} =2M
{M,R} =2X
{X,M}=2R

Asi vemos que estos operadores se comportan como si fueran un conjunto de cuaterniones.
Si tomamos un operador normal arbitrario h € ¢®) el cual, tiene una expansién, en
términos de sus eigenfunciones,

b=
{f—17 fz
y se aplican los tres operadores X, M, R, definidos con respecto a la base de sus eigenfunciones,
tenemos

Tn(Tr(u)) = Tr(Th(u))

mientras que
Th(Te(u)) = —To(Th(u))
Th(Tm (u)) = —Tn(Th(u))

de tal manera que en el sentido matricial h y r conmutan, mientras que h y x al igual que h y
m anticonmutan. La existencia de estos dos tltimos operadores deberia haber sido suficiente
para asegurar que los eigenvalores ocurren en parejas negativas.

Es bueno hacer notar que los mapeos lineales definidos en ¢ pueden ser extendidos a
) en la misma manera que se definié canénico conjugado. Por ejemplo el mapeo M puede
ser definido sobre ¢(?) de la siguiente manera:

M(fif;) = M(f:)M(f;)

y cumple con

{M(fify), M(fxfo)}y = —{fifis fefi}

Mientras que X satisface

{X(fif), X(fuf)} = {fifi, fufi}

Uno de los posibles temas relacionados, con estos resultados, es la extensién de la definicién
de mapeo canénico a espacios (b%k). Cosa que parece ser llevada a cabo con algin sentido si
se sigue la idea de (;5511) y el concepto de producto interno en ¢*).

Andlogamente, el concepto de automorfismo es un concepto con interés, y debido a que
ciertos tipos de transformaciones en las dlgebras de Lie simples sélo son cambios de base, seria
interesante averiguar si nuestro ¢(®)es simple.

Un hecho muy importante, al que no hemos dedicado tiempo es el concepto de dlgebra
conmutativa con un elemento fijo.
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Su importancia radica en el hecho de que esta puede ser representada por el grupo de
simetrias SU(n), [17,18,19].

Otro resultado que hemos pasado por alto es la representacién del grupo simpléctico, S,
por ¢
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Capitulo 6

Resumen

Hemos investigado, considerablemente, en mayor detalle que el justificado en un libro de texto
de mecénica clasica alguna de las propiedades geométricas y algebraicas del espacio fase. El
interés es ocasionado por aspectos interesantes y no muy discutidos debidos al hecho de que el
espacio fase es un espacio simpléctico en vez de un espacio ortogonal. Las propiedades de un
espacio simpléctico son ocasionadas por una forma bilineal antisimétrica, de la misma manera
que las propiedades del més familiar, espacio ortogonal son ocasionadas por una métrica
debida a una forma simétrica.

La forma antisimétrica de la que se ha hablado debe su existencia a las ecuaciones de
Hamilton de movimiento, y refleja de esta manera el hecho de que las ecuaciones de Newton
son ecuaciones diferenciales de segundo orden.

La ventaja de una exposicion sistemdtica de ciertas partes de la mecénica clasica en estos
términos es que permite ver con mayor profundidad algunas definiciones y resultados que ha
primera vista pueden simplemente parecer técnicas incidentales en el proceso de una derivacion
matematica. Por ejemplo, en lugar de hablar de una manera muy vaga de la “forma” hamil-
toniana de un conjunto de ecuaciones de movimiento, el concepto puede darse de una manera
muy precisa. Primero que todo, tenemos un vector velocidad el cual determina el movimiento
del sistema mecéanico. Propiamente dicho se tiene un campo de tales vectores, ya que uno
podria determinar la velocidad del sistema en cualquier parte que estuviese del espacio fase.
De acuerdo a la mecanica hamiltoniana, la determinacién del campo de velocidades es hecha
con la ayuda de una funcién auxiliar, la funcion hamiltoniana del sistema. Especificamente
hay una relacién lineal entre el campo gradiente de el hamitoniano y el campo de velocidad.
La “forma” hamiltoniana de las ecuaciones del movimiento consiste en el hecho de que la
matriz de coeficientes es una matriz especifica, la matriz antisimétrica unitaria. Es entonces
natural clasificar las transformaciones de coordenadas en el espacio fase de acuerdo a que
preserven la relacién lineal entre velocidad y gradiente, a que preserven la matriz particular
de coeficientes o a que preserven el hamiltoniano mismo. Al variar los grados de generalidad
se obtienen entonces transformaciones arbitrarias de coordenadas, transformaciones canénicas
o simétricas.

El que las ecuaciones de movimiento originalmente involucran una matriz antisimétrica
debe ser aceptado como una consecuencia de la validez experimental de las ecuaciones de
Newton y el hecho de que la forma hamiltoniana es la mas conveniente para estudiar sis-
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temédticamente transformaciones de coordenadas. Una vez que uno llega a este punto, hechos
tales como la existencia de dos grupos de coordenadas (las coordenadas del espacio de confi-
guracién y su momenta conjugada) son una consecuencia natural de la geometria simpléctica,
y se puede ver que persisten cuando se ha llevado a cabo una transformacién candnica de
coordenadas.

No solamente el espacio fase exhibe las caracteristicas de la geometria simpléctica, las
funciones definidas sobre el espacio fase también lo hacen. La forma bilineal que nos brinda
esta estructura, es el paréntesis de Poisson. Ya que una funcién bilineal nos define una
funcion lineal, al fijar uno de sus argumentos, el paréntesis de Poisson nos permite definir
transformaciones lineales sobre las funciones del espacio fase. Algunas de estas funciones han
atraido nuestro interés.

En el espacio de los polinomios homogéneos, el mencionado paréntesis define una métrica
la cual da como resultado una geometria simpléctica y la definicién de conjugado candnico.

Los polinomios homogéneos de segundo grado son utilizados para definir automorfismos
lineales sobre los espacios de polinomios homogéneos. Tales transformaciones tienen eigenva-
lores y eigenvectores y con estos se obtienen resultados muy interesantes como por ejemplo
que sus eigenvalores siempre se presentan en parejas negativas y que sus correspondientes
eigenvectores son parejas conjugadas, ademas de que se obtiene una forma candnica para tales
transformaciones, otro resultado es que cada operador normal tiene un conjunto asociado de
cuaterniones cuya existencia estd muy relacionada con la existencia de las parejas negativas
de eigenvalores.

Todos los resultados anteriores tienen algunas aplicaciones a hamiltonianos bilineales, tales
como los que se presentan en el oscilador armonico, el movimiento de una particula cerrada en
un campo magnético uniforme y algunos otros problemas similares. En estos casos el hamilto-
niano puede ser tratado como un operador lineal sobre el espacio fase y se encuentra que posee
eigenfunciones, y otra vez, que pertenecen a parejas negativas de eigenvalores. Los productos
de las eigenfunciones son polinomios homogenéos de grado superior, y nuevamente son eigen-
funciones, pero ahora sus eigenvalores seran la suma de los correspondientes eigenvalores de
las eigenfunciones factores. Por lo tanto, si consideramos una pareja negativa de eigenvalores,
la correspondiente pareja de eigenfunciones al ser multiplicada tendré eigenvalor cero, lo cual
es otra manera de decir que el paréntesis de Poisson del producto con el hamiltoniano es cero.

Lo anterior nos indica una manera de construir constantes cuadraticas de movimiento,
las cuales tendrén la propiedad de formar un conjunto cerrado con respecto al paréntesis de
Poisson. En otras palabras tenemos una nueva manera de generar constantes de movimiento
para hamiltonianos cuadraticos y de esta manera podemos generar grupos de simetria para
esta clase de hamiltonianos. Este método fué utilizado por Torres [22] para encontrar el grupo
de simetria del problema de un monopolo electromagnético.
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Apéndice A

Geometrias Simpléctica y
Ortogonal

El objetivo de este apéndice es listar los principales resultados de la geometria simpléctica, y
hacer algunas comparaciones con los analogos de la geometria ortogonal. En ningun momento
se ha tratado de demostrar algunas de las afirmaciones, ya que este material se encuentra
claramente expuesto, en su totalidad, en el libro de Artin [1].
Sea V un espacio vectorial, tanto por la izquierda como por la derecha, de dimensién n
sobre un campo K, tal que
ax=xa; a€ K, xeV

Supongamos que se tiene definida una funcién de V x V' en K, denotada por XY tal que
cumpla con las siguientes reglas:

(X1 +X2)Y = XY +XoY
XY1+Ys) = XYi+XY,
(aX)Y = a(XY) (A1)
X(@Y) = a(XY)

Pensaremos intuitivamente, que X2 = X X es algo que asi como “la longitud” del vector
X,y de XY pensaremos que es el “el &ngulo” entre X y Y.

Diremos que un producto de este estilo define una “estructura métrica” sobre V e in-
vestigaremos primero, como una estructura de este tipo puede ser descrita por una base
A[,Ag,"',An de V.

Sean
(A2) AiAj = Gij € K, 1<4,5<n
(A.3) X= Y XA, Y=Y"_ YA,
(A4) XY= Y0 XY,

De aqui vemos que si conocemos las constantes g;;, entonces conoceremos X Y.

Si, reciprocamente, ahora seleccionamos un conjunto de constantes arbitrarias g;; en K,
y definimos un producto X Y, ( de los factores dados por (A.3)), por medio de (A.4), este
producto satisface las reglas dadas en (A.1).
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Sien (A.4) tomamos A; por X y A; por Y, obtendremos nuevamente (A.2).

De todo lo anterior vemos que el estudio de las funciones biliniales es equivalente al estudio
de las estructuras métricas de V.

Dado que las constantes g;; s6lo dependen de la seleccién de la base, ahora veremos como
un cambio de ésta, las puede afectar.

Sea By, Bs, ..., B, una nueva base de V, entonces

n
Bj=3_1avjAy, aijj €K

Los Bj formardn una base si y solamente si det(a;;) # 0.
Con la nueva base construimos las nuevas constantes g;

9lij = BlB] = Z’u,u Ui Ay Qi Ay

= Zv,u Qyi Jou Qg

Lo cual en forma matricial quiere decir:

(9i;) = (a;:)(gij)(ais)
(A.5) (9) = (ai))" (9:7)(aij)

Diremos que A es ortogonal a B si AB = 0.

LEn que estructuras métricas AB = 0 implica BA=07
La respuesta es que hay dos tipos de estructuras métricas con esta propiedad:

)

La geometria simpléctica

S
N~—
b
[\v]
I
jan]

VeeV

(ii) no es equivalente a (i)
como lo muestra el caso especial Y = X con caracteristica de K igual a 2.

Para las constantes g;; obtenemos:

9= —Gji , Gi=20
(A.6) X%2= 0 siy solosi 9ij = —9Yji

(A.6) es la condicién necesaria y suficiente para una geometria simpléctica y de aqui
que una geometria de este tipo es equivalente al estudio de las formas bilineales anti-
simétricas.

La geometria ortogonal.
XY =YX

El kernel izquierdo de una funcion XY se define como

Vi={XeV|XY=0, VWeV}

100



El kernel derecho es
Vb={Y eV |XY=0, VX eV}

Con una geometria simpléctica o una ortogonal

Vp=V;

De aqui que definamos kernel de V' como el radical de V, para estas geometrias.

Definicion.- Un espacio es llamado isotrépico si todos los productos entre vectores del
espacio son cero. Los subespacios 0 y el radical son ejemplos de espacios isotrépicos. Un
vector A es isotrépico si A2 = 0. De aqui que en una geometria simpléctica cada vector es
isotrépico.

Definicion.- Llamaremos a un espacio vectorial V', con una estructura métrica, no singular
si los kernels de su producto son 0.

El determinante (g;;) = G sera llamado el discriminante de V. La condicién necesaria y
suficiente para que V' sea no-singular es que G # 0.

Definicion.- Un plano no-singular que contenga un vector isotrépico sera llamado un plano
hiperbdlico y este siempre puede ser expandido por una pareja N, M de vectores los cuales
satisfacen

N2=M?=0 , NM=1

Para la geometria cotidiana tenemos el siguiente.

Teorema.- Un espacio con geometria ortogonal es una suma ortogonal de lineas
V<A1 >+<A >+ +<A, >

Los A; son llamados una base ortogonal de V. V es no-singular si y sélo si ninguno de los
A; es isotrépico.
Y el andlogo en la geometria simpléctica es el siguiente.

Teorema.- Un espacio simpléctico no-singular es una suma ortogonal de planos hiperbdlicos,
en otras palabras es un espacio hiperbdlico, su dimensién siempre es par.

Definicion.- Un subespacio isotrépico U es llamado isotrépico maximal si U no es un
subespacio propio de algun subespacio isotrépico de V.

Teorema.- Todos los subespacios isotrépicos maximales de un espacio no-singular V' tienen
la misma dimensién 7.

El invariante » de V es llamado el indice de V.

Teorema.- La dimensién de un subespacio hiperbdlico maximal es 2r donde 7 es el indice
1

de V,dim V =n > 2ry el mdximo valor para r, 5n, se alcanza si y sélo si, V' mismo es
hiperbdlico (Por ejemplo en el caso simpléctico).
Cada espacio simpléctico no-singular es hiperbdlico

V= Hy = P 1P1l..... 1P,
= <N17M17N27M27"'7NT7MT>
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donde P; =< N;, M; > es un plano hiperbdlico.
Los N;, N; satisfacen: NiMj=M;M; =0 , N;M; =0

Definicion.- Una base {N;, M;} del tipo anterior es llamada una base simpléctica de V.
El discriminante G de una base simpléctica es 1.

Definicion.- El grupo de isometrias de un espacio simpléctico no-singular V- = Hy, de
dim V = 2r = n es llamado el grupo simpléctico y denotado S,, (k).

Teorema.- Si V' es no-singular y ¢ una isometria de V sobre V, entonces det ¢ = +1

Definicion.- Si det 0 = +1 entonces o es llamada una rotacién; si det o = —1, es llamada
una reflexion.

Teorema.- Cada elemento de S,, (k) es una rotacién.
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Apéndice B

Tomemos el dlgebra de Lie formada por ¢§2).

Consideremos el subespacio

H = ((Q%7qlq27q§))
dim H = 3
4%, q1q2) = 0

l¢f, 3] = 0O
[q142, 43 0

pero una subalgebra de Cartan es

a= ((prq1,p2q2))
y dima= 2

de aqui vemos que el concepto de conjunto maximal de operadores que conmutan entre si no
coincide con el de subalgebra de Cartan.

Es bueno hacer ver que H no es una subalgebra de Cartan. Para esto, supongamos que si
lo fuera, entonces el conmutador del elemento del dlgebra de Lie

Q1p1 + q2p1 + p% + p1p2

con el elemento de H, g7 nos debe dar nuevamente un elemento de H, es decir, una combinacién
: 2 2
lineal de ¢7 , q1g2 ¥ 5.

[@1p1 + @2p1 + P3 +pip2. @3] = 245 — 2q1q2 — p1qa — 2q1p2

y este elemento claramente no pertenece a H.
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