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Resumen

El transito de automoviles en ciudades y carreteras es un problema que cada dia tiene
mayor importancia y requiere de estudios profundos que puedan ser puestos dentro del con-
texto de sistemas complejos. Para el andlisis del flujo de transito de autos, se han creado
diversos modelos basados en teorias relacionadas con matematicas y fisica (Car-Following,
Autématas Celulares, Dindmica de Fluidos, Teorfa de Colas, Teorfa Cinética de Gases). Es-
tos modelos han sido simulados en computadora para poder predecir comportamientos bajo
diferentes escenarios. En la actualidad las simulaciones se realizan tomando como dichos

escenarios diversas ciudades del mundo.

El objetivo de esta tesis es presentar un analisis del problema del flujo de transito de
autos utilizando herramientas de teoria de graficas en automatas celulares. Las herramien-
tas de teorfa de graficas utilizadas en esta tesis son los diagramas de Bruijn, de subconjuntos
y de ciclos. Para incorporar dichas herramientas al analisis se establecié como punto de
partida la regla de AC(2,1) 184 por ser el modelo que simula flujo de transito de autos con la
dindmica més sencilla. Posteriormente, se tomé como base el modelo creado por Kai Nagel,
el cual es representado por un autémata celular que reproduce el flujo de transito de autos en
una dimensiéon y en una direccién. Se propone un método para poder utilizar los diagramas
de Bruijn, de subconjuntos y de ciclos debido a que el modelo original de Nagel no permite de
manera directa la utilizaciéon de dichos diagramas. El método consiste en la indentificacién
de reglas o automatas celulares basados en la notaciéon de Wolfram. Estas reglas deben tener
un comportamiento equivalente al modelo de Nagel. La primer regla que se presenta es la 43,
la cual es representada por un autémata celular de orden (2,1). Se encontrd que esta regla
no incluye todas las configuraciones de autos que se pueden presentar en la carretera en el
caso de que la velocidad maxima que pueden alcanzar éstos sea > 1. Posteriormente, se pre-
senta una regla representada por un autémata celular de orden (4,2), la cual si incluye todas
las configuraciones posibles cuando el modelo contempla dos velocidades. A este autémata

celular se le denominé LCATRAFFICFLOWVMAX2.
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LCATRAFFICFLOWVMAX2 tiene un comportamiento equivalente al modelo de Nagel
cuando la velocidad maxima que pueden alcanzar los autos es igual a 2, con la diferencia
que nuestro modelo es completamente deterministico. La ventaja que tiene LCATRAF-
FICFLOWVMAX2 es que se puede predecir o analizar su comportamiento atin antes de
llevar a cabo una simulaciéon en computadora. Esto es posible utilizando las herramientas

de teoria de gréaficas antes citadas.

El utilizar herramientas graficas nos permite realizar un estudio amplio de LCATRAF-
FICFLOWVMAX2 de manera confiable y funcional sin tener por necesidad que contar con

un gran equipo de potentes computadoras para llevar a cabo simulaciones.

De tal forma, en este documento se describen algunos modelos y se explican los conceptos
basicos de la teoria de flujo de transito de autos. También se hace una descripcion general
de los conceptos referentes a la teoria de autémata celular. Se presenta el estudio realizado
de las reglas de AC(2,1) 184, 43, y de la regla de AC(4,2) LCATRAFFICFLOWVMAX2.
Por ltimo, se muestra un programa realizado en el manejador de base de datos PROGRESS

que ilustra el comportamiento de nuestro modelo LCATRAFFICFLOWVMAX2.
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Capitulo 1

Introduccion

Esta tesis tiene como objetivo utilizar herramientas de teoria de gréficas en autématas
celulares para analizar flujo de transito de automoviles en una dimensién y en una direccién.
Este tipo de estudio no se ha realizado previamente, asi que la finalidad de este trabajo
es aportar elementos para establecer una mecanica de andlisis utilizando teorfa de gréficas.
Dicha mecéanica debe ser tanto complementaria para el estudio de los modelos ya existentes
como fundamental para el surgimiento de nuevos modelos que reproduzcan el fenémeno del

transito de autos en carreteras.

En este capitulo se exponen algunos antecedentes histoéricos del sistema TRANSIMS.
Se presenta un planteamiento acerca de cial es y como se aborda la problemética referente

a esta tesis. Por ultimo, se hace una descripcion general de la estructura de este documento.

1.1 Antecedentes

Desde que el industrial norteamericano Henry Ford puso en marcha la primer fabrica que
construyo automoviles en serie, la popularidad de éstos fue creciendo de tal forma que ha

generado problemas escenciales como: contaminacién ambiental y transito. La cantidad del
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parque vehicular producido actualmente, junto con el incremento de los habitantes y la in-
fraestructura en pavimentacion ha dado como consecuencia que el flujo de transito de autos

se convierta en un problema bastante complejo.

El interés en el tema del flujo de tréansito de autos se ha incrementado con el paso de
los anos. En diciembre de 1959, se realiz6 el Primer Simposium sobre la Teoria de Flujo de
Transito en los laboratorios de investigacién de la corporacion General Motors, en Warren,
Michigan [36]. En este simposium se presentaron los resultados de diversos estudios rela-
cionados con la problematica del transito de autos. Aqui hay que senalar que los analisis
realizados se llevaron a cabo en base a observaciones y experiencias en su mayoria desde un

punto de vista empirico.

La teorfa de flujo de transito busca describir de manera matematica las interacciones
entre automoviles que viajan a través de una carretera. Para hacerlo, es necesario tomar en
consideracién una serie de variables y pardmetros que determinan la reaccion del conductor

y de su automovil ante una determinada situacion.

Las principales variables a considerar son la concentracion o densidad, que tiene que
ver con el nimero de autos en un espacio determinado de la carretera en un tiempo dado, el
flujo, que tiene que ver con la forma en que se desplazan los autos a través de la carretera
en un cierto numero de pasos de tiempo, y por ultimo, la velocidad, que tiene que ver con la

rapidez con la que se desplazan los autos en la carretera.

Los valores que asumen estas variables son determinados por ciertos pardmetros. Por
ejemplo, el pardmetro llamado por los psic6logos PIEV (Percepcién, Intelecto, Evaluacién
y Voluntad) determina la reaccién del conductor ante una situacién dada. Otros pardmetros
importantes son el valor méximo de aceleracién que puede tener el automovil y el ancho de

la carretera, por citar algunos.

Demos C. Gazis [27] considera cuatro rangos cualitativos de intensidad de flujo de transito:
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trdnsito ligero, transito moderado, trdnsito pesado y trdnsito atascado'. Cuando el transito
es ligero los autos viajan a las velocidades deseadas; cuando el transito es moderado los
autos forman bloques o pelotones. Esto ocurre cuando autos réapidos son forzados a bajar
la velocidad temporalmente cuando estan atras de autos lentos; cuando hay transito pesado
los pelotones llegan a ser muy largos y tienden a marchar juntos, formando largas filas en
ciertas regiones a lo largo de la carretera; por tultimo, cuando hay transito atascado los autos

no pueden avanzar y tienen que esperar un cierto tiempo para poder hacerlo.

Con el fin de explicar el comportamiento del flujo del transito automovilistico se han
tomado en cuenta areas del conocimiento como matematicas, fisica y computacion; en las
cuales se establecen diversas teorias: teoria cinética de gases, teoria de colas, teoria de
dinamica de fluidos, etcétera. El objetivo es utilizar los principios generales de las teorfas
antes mencionadas con el fin de establecer modelos los cuales permitan describir el com-
portamiento del transito tomando en consideracién diferentes escenarios. La creacién de
diferentes modelos tiene como finalidad encontrar mecanismos que permitan controlar en
la mayor medida posible el flujo de transito de autos. Estos modelos conjugan elementos
estocasticos y deterministicos y pueden dirigirse al comportamiento microscépico de un auto
en particular siguiendo a otro o al comportamiento macroscopico de grupos considerables de
autos sin especificar uno en particular. Un importante paso se dio cuando fue encontrada
una consistencia entre el comportamiento microscépico y macroscépico, es decir, mediante
experimentos microscopicos ha sido posible encontrar la forma de predecir el comportamiento

macroscopico.

La conceptualizacion de modelos matematicos-computacionales que permitan en la mayor
medida posible predecir el comportamiento del transito de autos tiene como principal fina-
lidad ayudar a una mejor planificacion del transporte a través de un desarrollo adecuado
de la infraestructura vial. La importancia de esto la podemos medir si tomamos en cuenta,

por ejemplo, lo que dice Kai Nagel en su tesis doctoral [57], en ésta menciona que tan solo

1 Jammed traffic.
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en la parte oeste de Alemania la gente viaja 748.3 billones de kilometros por afio, esto es,
mas de 2 billones de kilémetros por dia. Mds aun, el 13.7% del Producto Nacional Bruto de
Alemania es generado por el comercio, la transportacion y las telecomunicaciones, mientras
que en Estados Unidos el 14.8% es generado por transportacion. En Alemania cerca del
10% del presupuesto federal es utilizado por el departamento de transportacién. Asi pues, la
transportacién es una parte fundamental de la economia de los paises industrializados. En
este contexto la ingenieria de transito es una area la cual trata este tipo de problemas, pero

solo se pone en practica en proyectos de los paises desarrollados.

En este sentido, se han creado proyectos como TRANSIMS (TRansportation ANalysis
and SIMulation System) en Los Alamos National Laboratory [63], y su similar europeo
EUROTOPP [77], los cuales utilizan ideas semejantes, es decir, se crean modelos que pos-
teriormente se prueban mediante programas computacionales que recrean escenarios reales
y posteriormente se analizan los resultados que se obtienen al finalizar las simulaciones. En
el proyecto TRANSIMS han participado desde mediados de la década de los 1990’s gru-
pos interdisciplinarios de personas con la finalidad de integrar los diferentes aspectos que

conciernen a un problema complejo como lo es el del flujo de tréansito de autos.

Datos (demograficos, de transporte, infraestructura,...) ‘

Planificacion
dela

economico)

Figura 1.1: Mdédulos de una simulacion basada en agentes que realiza TRANSIMS.

La idea fundamental bajo la cual se cre6 TRANSIMS es lograr que se reduzca el tiempo
de viaje que utlizan las personas para realizar sus actividades cotidianas. Para hacer esto,
TRANSIMS utiliza un tipo de simulacién modular (ver Figura 1.1) basada en agentes, donde
cada viajero es un agente, los agentes hacen planes acerca de lo que hardn durante el dia,
estos pueden caminar, utilizar bicicletas, conducir autos o utilizar autobuses, por lo que

TRANSIMS simula todos los aspectos relacionados con la toma de decisiones de los agentes
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individuales representados en una region metropolitana que tengan que ver con su trans-

portacién.

Como se puede observar en los médulos de la Figura 1.1, la simulaciéon primero toma
una serie de datos demograficos, de infraestructura, etc. y genera una poblacion ficticia,
posteriomente realiza una planeacién de actividades y de rutas (ver Figura 1.2) que pueden
seguir los agentes durante la simulacion. Este médulo establece un ciclo con los médulos tres

y cuatro y funciona en base a la informacién derivada de las actividades de los agentes.

workplace A

workplace B

Figura 1.2: Ejemplo de la planeacion de actividades y rutas que realiza TRANSIMS.

Para realizar simulaciones con TRANSIMS se han tomado como escenarios varias regiones
pertenecientes a ciudades del mundo con una actividad importante como Los Angeles, Nueva

York, Dallas, Portland, etc. (ver figura 1.3 (a) y 1.3 (b)).

Actualmente Nagel adapta TRANSIMS para realizar simulaciones y poder caracterizar el
comportamiento del transito de la ciudad de Zurich, en Suiza, este proyecto lo esta llevando

a cabo en el Instituto Federal de Tecnologia Suizo en Zurich, Suiza [74].

Es importante mencionar que TRANSIMS trabaja bajo un entorno de computadoras
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Figura 1.3: (a) Simulacién TRANSIMS tomando como escenario el drea Forth-Worth de
Dallas, E.U. (b) Simulacién TRANSIMS tomando como escenario la ciudad de Portland,
E.U. (c¢) Pantalla tipica de una simulaciéon en TRANSIMS.

funcionando paralelamente, es decir, el tamano de las simulaciones depende de la capacidad
de las computadoras en las cuales se realizan los célculos y de los algoritmos empleados para

explotar al maximo el paralelismo.

La propuesta de TRANSIMS es bastante buena, sin embargo, habria que considerar varios
factores que pueden influir en el rendimiento de un sistema que pretende ser completamente
practico y sumamente realista, como por ejemplo, el tamano del problema, es decir, las re-
giones metropolitanas tipicamente constan de millones de viajantes; ejecutar una simulacién
segundo a segundo de un problema de este tipo en un tiempo de computaciéon razonable
solamente es posible con el uso de técnicas computacionales y estadisticas avanzadas. Otro

problema es el comportamiento humano, ya que hasta hoy se esta lejos de comprender y mas
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aun de predecir el comportamiento de las personas.

1.2 Planteamiento del problema

Como se mencioné en la secciéon anterior, los proyectos como TRANSIMS, los cuales de-
sarrollan la investigacion cientifica en el campo de la ingenieria de transito con el fin de
planificar adecuadamente el transporte y, consecuentemente, mejorar la calidad de vida de

las personas, principalmente se han llevado a cabo en paises desarrollados.

En caso contrario, en México se tiene poca referencia acerca de investigaciones que se
hayan realizado para analizar el problema del flujo de transito de autos. Esto es preocu-
pante si tomamos en cuenta, por ejemplo, que en el Distrito Fedetal se plantea la posibilidad
de construir segundos pisos a dos de las carreteras mas importantes de la ciudad, el jefe de
gobierno menciona que la ingenieria civil esta preparada para este tipo de construcciones, y
para decidir si se construye o no, se propone la realizaciéon de un concenso entre los ciudadanos
capitalinos. Es obvio que el objetivo de construir estos segundos pisos es el de reducir los
atascamientos, reducir el tiempo de viaje de los automovilistas, disminuir la contaminacién,
etc., la interrogante seria si hay una investigacion sobre el transito en estas carreteras que
avale la decisicion de construirles segundos pisos y no solamente depender del buen criterio

de los ciudadanos para realizar una inversion tan fuerte.

Para este tipo de situaciones es importante contar con un sistema que, mediante la si-
mulacion apoye en la toma de decisiones, en este caso, para la correcta planificacién del
transporte. Si en México se contemplara la posibilidad de emprender un proyecto para estos
fines se podrian tomar como base los sistemas ya existentes, en este caso TRANSIMS y EU-
ROTOPP. El tomar como base los sistemas antes mencionados tiene ventajas importantes,
como es el hecho de que ya existe todo un esquema definido acerca de la forma en la que
se deben llevar a cabo las simulaciones experimentando con diferentes escenarios, los cuales

podrian ser diversas ciudades de la Republica Mexicana. Sin embargo, también hay ciertas
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implicaciones que en un determinado momento se convierten en limitantes si tomamos en
cuenta la situacion econémica de México. La primera de estas implicaciones es que hay que
construir nuestro propio sistema, esto es, podemos tomar la metodologia que se emple6 para
construir TRANSIMS, pero tenemos que adaptar el sistema a nuestro propio contexto, y para
realizar esto, se tiene que llevar a cabo un analisis profundo de las caracteristicas del sistema
de transporte automovilistico en México, para saber a ciencia cierta cuales son sus problemas
de fondo y, en esta medida, determinar los requerimientos de nuestro propio TRANSIMS.
La anterior es una tarea complicada ya que para realizarla exitésamente es necesario confor-
mar todo un grupo interdisciplinario de personas, tal y como se hizo cuando se construyé
TRANSIMS, esto nos da una idea de la magnitud que tiene un proyecto de este tipo, y
por ende, de lo costoso que puede resultar, por esta razéon decimos que esta implicacion se
puede convertir en una limitante. Otra implicacién, que quizas sea la mas importante, es la
que tiene que ver con la infraestructura, si como hemos mencionado anteriomente, tomamos
como base TRANSIMS para desarrollar nuestro propio sistema, también tenemos que tener
en cuenta que este sistema funciona en un entorno de computadoras sumamente sofisticadas,

y también, sumamente costosas.

1.3 Propuesta de la tesis

En esta tesis no se proponen modelos completamente originales, ni se plantea la con-
struccion de un sistema para analisis y simulacion del sistema de transportacion del tipo
de TRANSIMS. Si como hemos visto en secciones anteriores, existe poca investigacion en
México referente a analizar la teoria y los modelos para flujo de transito, entonces lo que
debemos hacer es comenzar a investigar en esta area del conocimiento con nuestra propia
perspectiva, y quizas el mejor camino para llevar a cabo esta tarea sea irse a los principios
bésicos y a los modelos mas sencillos para comprender lo mejor posible el problema que
estamos abordando, y en esa medida, darle un tratamiento adecuado. En esta tesis lo que se
hizo es precisamente irse a los principios, a las bases de la teoria de flujo de transito y a los

modelos mas sencillos, y a partir de ahi proponemos resultados que pueden servir de apoyo
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para futuros proyectos de investigacion en México sobre flujo de transito de autos, para en

un futuro, tener nuestro propio TRANSIMS.

La propuesta de esta tesis es utilizar herramientas de teorfa de graficas con el fin de
analizar modelos para flujo de trédnsito de autos basados en autématas celulares que funcio-
nan en una dimensién y en una direcciéon. El motivo por el cual se propone la utilizacion de
diagramas de Bruijn, de subconjuntos y de ciclos, es el de poder llevar a cabo estudios exten-
sos acerca del comportamiento del tipo de modelos para flujo de transito antes mencionados
sin tener la limitante de que primero tengamos que simular el modelo en una computadora
para después poder hacer el anédlisis del comportamiento de los mismos. Otra razén por la
que se propone el utilizar ciertas herramientas de teoria de graficas para estudiar modelos
para flujo de transito, es que por medio de ésta teoria es posible describir la evolucion de
un autémata celular y relacionar sus propiedades locales con sus propiedades globales, esto
coincide con que se menciona en la seccién 1.1, en el sentido de que se dio un paso impor-
tante en el estudio de los modelos para flujo de transito de autos cuando fue encontrada una

consistencia entre el comportamiento microscépico y el macroscopico.

Béasicamente, en esta tesis se realizé un estudio de la teoria y de los modelos para flujo de
transito en general. También se llev) a cabo un estudio de la regla de AC(2,1) 184 y sus “vari-
antes”. Y por ultimo, se analizo el modelo de Kai Nagel y se encontré una regla o autémata
celular de orden (4,2) con un comportamiento equivalente al de este modelo cuando se mane-
jan dos velocidades. Al autémata celular se le denominé LCATRAFFICFLOWVMAX2. El
objetivo de obtener reglas que tengan un comportamiento equivalente al del modelo original
de Kai Nagel para flujo de trédnsito de autos, es porque en las reglas equivalentes utilizamos
la notacion Wolfram, la cual si nos permite utilizar las herramientas de teoria de graficas ya

mencionadas, caso contrario a lo que ocurre con el modelo original.

El analizar automatas celulares que reproducen el comportamiento del flujo de transito de
autos utilizando herramientes de teoria de graficas tiene sus ventajas. Tal vez la mas impor-

tante es que, como mencionamos anteriormente, podemos determinar el comportamiento del
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modelo atn antes de correr una simulacién, es decir, podemos determinar el desplazamiento
de los autos, su velocidad y flujo promedios, podemos saber cuales fueron las configuraciones
que generaron un atascamiento, entre otras cosas. Esto es muy importante ya que en la
metodologia que actualmente se utiliza para caracterizar el comportamiento de los modelos
para flujo de transito primero se define una carretera muy extensa mediante un arreglo de
celdas, posteriormente se pone a funcionar la simulacion del modelo, y una vez terminada
la simulacién entonces se detectan, se analizan y se caracterizan los fenomenos en base a los
resultados que arroja dicha simulacién. Para finalizar, es importante mencionar que no se
pretende que la mecanica de analisis propuesta en esta tesis sustituya a las ya existentes,
en todo caso, la idea es que la mecdnica de analisis que proponemos pueda servir como

complemento a las otraz formas de analizar el problema del flujo de transito de autos.

1.4 Descripcion del documento

Este documento estd dividido en seis capitulos. A continuacién se describe brevemente

de qué trata cada uno de ellos.

e Capitulo 1. Introduccién. En este capitulo se exponen algunos antecedentes historicos
del sistema TRANSIMS y se presenta un planteamiento acerca de ctal es y como se

aborda la problematica referente a esta tesis.

e Capitulo 2. Modelos para flujo de transito. En este capitulo se describen varios modelos
con diferentes caracteristicas de acuerdo al enfoque que manejan. Estos modelos estan
basados en diferentes teorias como son: teoria de colas, de dindmica de fluidos, cinética

de gases, car-following y de autémata celular.

e Capitulo 3. Teoria de automata celular. Se presenta un panorama general de la teoria
de autémata celular, desde su historia y la estructura, hasta la forma en que se analizan

los autématas celulares en una dimensién.
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e Capitulo 4. Analizando la regla de AC(2,1) 184. Se presentan modelos para flujo de
transito en una dimensién que aparentemente son variantes de la regla de AC(2,1) 184.

Se analiza la regla de AC(2,1) 184. Se presentan los resultados y una discusion final.

e Capitulo 5. Analizando el AC de Kai Nagel en una dimension. Se describe el modelo
de Kai Nagel para flujo de transito el cual es representado por un autémata celular
uni-dimensional. Se plantea una regla que reproduce el comportamiento del modelo
de Kai Nagel para flujo de trénsito incluyendo dos velocidades a la cual denominamos

LCATRAFFICFLOWVMAX2. Se presentan los resultados y una discusion final.

e Capitulo 6. Conclusiones. Se presentan las conclusiones finales, los resultados obtenidos

y los trabajos futuros.



12

CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2

Modelos para flujo de transito

Definimos un modelo como el cuerpo de informacién relativa a un sistema recabado para
fines de estudiarlo [28]. Ya que el propésito del estudio determina la naturaleza de la infor-

macion que se retine, no hay un modelo Unico para un sistema.

En este captitulo describimos diversos modelos los cuales se basan en teorias con enfoque
macroscopico (teoria cinética de gases y dind-mica de fluidos), y/o enfoque microscépico
(teorfa de colas, car-followingy de autémata celular). Estos modelos se utilizan para analizar

diferentes aspectos del problema del flujo de transito.

2.1 Basados en la teoria cinética de gases

En la teoria cinética, el transito se estudia como un gas donde las particulas que lo
componen interactiian unas con otras y cada particula representa un automoévil. Existen
diferentes modelos como el de Prigogine y el de Paveri-Fontana para flujo de trénsito que
han sido desarrollados tomando como base la teoria cinética de gases. En esta teoria el
flujo de transito puede ser entendido al estudiar la funcién de distribucién f(x,v,t) que

describe el nimero de autos en el intervalo de la carretera (x,z 4+ dx) con una velocidad

13
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(v,v + dv) para un tiempo dado t. Esta funcién también se puede expresar en términos de
dos variables fundamentales: concentracion y flujo. Un buen entendimiento de la relacién
de concentracién y flujo es la base para describir el transito. La curva flujo-concentracion se
denomina el diagrama fundamental de transito en una carretera o la ecuacion de estado de
la teoria de transito (ver figura 2.1). En bajas densidades, el flujo se incrementa linealmente
junto con la concentracién. Los autos se mueven de manera independiente en el transito
diluido con pequenas fluctuaciones alrededor de una velocidad media. Con el incremento en
la concentracion los autos se van estorbando unos a otros cada vez mas, lo cual lleva a la re-
duccion del promedio de velocidad. Los efectos de que los autos se estén estorbando se hacen
dominantes en altas concentraciones. En una densidad critica, el flujo exhibe un méximo,
de tal manera que un incremento en la densidad resulta en un decremento del avance total,
y finalmente en una completa fase de congestion donde no hay auto que pueda moverse y el

flujo es cero.

Por otro lado, la varianza en las velocidades de los autos también propicia la formacion
de congestionamientos o atascamientos de transito. Los atascamientos de transito son fases
localmente congestionadas en las cuales los autos viajan a baja velocidad o estan detenidos.
Entre los atascamientos uno encuentra autos en bajas concentraciones viajando a altas ve-
locidades. Esas fases congestionadas son configuraciones bastante estables con su propia
dinamica. Los autos conduciendo dentro de atascamientos se estabilizan y los autos saliendo
desde el frente reducen la longitud del atascamiento. Desde este punto de vista, los atas-
camientos se mueven lentamente en la direccion opuesta a la de los autos. Su velocidad se
puede estimar con un modelo muy simple donde uno asume que hay una velocidad pequena
constante v; y una densidad p;! en el atascamiento, y una velocidad alta v, y baja densidad
po fuera de él. Si los autos aceleran y disminuyen su velocidad en el acto, el atascamiento se

mueve con una velocidad vjq, = —(va — v1)p1/p2 + vy.

Puesto que el radio de densidad es pequeno, los atascamientos se mueven lentamente.

'En la literatura sobre flujo de transito en ocasiones se utiliza k en vez de p.
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Figura 2.1: Diagrama fundamental de flujo de transito.

2.2 Basados en la teoria de dinamica de fluidos

Uno de los campos de la fisica mas complicados de estudiar son los fluidos, el compor-
tamiento de gases y liquidos en movimiento. Comprender, por ejemplo, los flujos de aire
turbulento o los remolinos que se forman cuando el agua discurre por una tuberia o la san-

gre por una arteria son de suma importancia, tanto para la ingenieria como para la medicina.

Las ecuaciones que rigen la dinamica de fluidos son las conocidas como ecuaciones de
Navier-Stokes, producto del francés constructor de puentes Claude-Louis Navier y del matemé-
tico irlandés George Stokes. El primero en obtener estas ecuaciones fue el francés en una
época (1822) en que no se comprendia muy bien cuél era la fisica de la situacién que estaba
matematizando. De hecho, lo tnico que hizo fue modificar unas ecuaciones ya existentes y
obtenidas por el famoso mateméatico Euler, de modo que incluyesen las fuerzas existentes
entre las moléculas del fluido. Aproximadamente 20 anos después, Stokes justific las ecua-
ciones del ingeniero francés deduciéndolas adecuadamente. A pesar de que las ecuaciones de
Navier-Stokes son sélo una aproximacion del comportamiento real de los fluidos, se utilizan
para estudiar cualquier aspecto que tenga que ver con éstos; el problema es que si uno estudia

el movimiento de un fluido con estas ecuaciones, es incapaz de prever si ese movimiento se
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va a mantener siempre o se va a complicar.

Los modelos basados en la teorfa de dinamica de fluidos han sido desarrollados desde
los 1950’s y se han utilizado en la ciencia de transito con un éxito considerable. Cuando es
visto desde una gran distancia, por ejemplo, desde un avién, el transito pesado aparece como
el torrente de un fluido. Por lo tanto, un estudio con enfoque macroscopico sobre el flujo
de transito de autos se puede desarrollar en analogia con la teoria hidrodindmica de fluidos

tratando al transito como un fluido uni-dimensional de izquierda a derecha.

Sean p(z,t) y J(x,t) la densidad y el flujo en una posicién arbitraria = en un instante
arbitrario de tiempo t. La ecuacion de continuidad que relaciona a la densidad y el flujo del
transito vehicular como un fluido en una carretera donde no hay ningun tipo de interseccién

es:

Ip(z,t) N 0J(x,t)
ot Ox

= 0. (2.1)

Sin embargo, la ecuacion 2.1 no se puede resolver debido a que existen dos funciones des-
conocidas: p(z,t) y J(x,t). En uno de los primeros modelos para flujo de trénsito, Lighthill
y Whitham asumen que la funcién J(z,t) es determinada por la funcién p(z,t), es decir,
J(x,t) = J(e(x,t)). Insertando esto en la ecuacion de continuidad 2.1 se obtiene la ecuacién

denominada Lighthill-Whitham

dp(x,t) dp(x,t)
o " on

=0, (2.2)

dJ(c)
de

donde vg(p) =

En los modelos basados en la teoria de dinamica de fluidos también se contempla la
posibilidad de que surgan atascamientos mediante la incorporacién de variables que repre-

sentan elementos tales como presion del gas vehicular y viscosidad. También se incorpora
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la varianza de las velocidades como una variable adicional dependiente del espacio y del
tiempo, haciendo una analogia con las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos. Con esto se

observa un comportamiento mas realista de los atascamientos que se desarrollan.

Al igual que en la teoria cinética, existe un diagrama fundamental que indica de que

manera se comporta el flujo bajo diferentes concentraciones o densidades.

2.3 Basados en la teoria car-following

La teoria car-following asume una relacién lineal entre la (re)accién y el estimulo:
accion = sensibilidad - estimulo.

El estimulo podria, por ejemplo, ser la distancia hacia el auto de adelante, o la diferencia

de las velocidades. Una de las primeras propuestas fue
vi(t + T)aAw;(t), (2.3)

donde v; es la velocidad del i-ésimo auto en una cadena, 7 es el tiempo necesario para la
adaptacion (este tiempo es més grande que el tiempo de reaccién), y Az es la distancia hacia
el siguiente auto adelante. La mayoria de las teorias tratan a los vehiculos como puntos.

Especialmente en épocas recientes, esta aproximacion a brindado nuevos resultados.

Derivando la ecuacion 2.3 con respecto al tiempo nos da
a;(t + 7)aAv;(t)

donde a es la aceleracién de 7 y Av es la diferencia de velocidad con respecto al siguiente

auto de adelante. Una generalizacién tomando en cuenta que la sensibilidad depende de la
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distancia y de la velocidad es

a;(t+71)=1¢c - % - Av(t), (2.4)

donde [ y m son numeros enteros. Esta ecuacion ha sido analizada en gran detalle en los
1960’s, por ejemplo con respecto a su estabilidad para un car-following sencillo o para una
cadena infinitamente larga de autos. Uno puede derivar las relaciones velocidad-densidad y

por consiguiente flujo-densidad desde la ecuacion 2.4.

En cualquier caso, la ecuacion 2.4 es problematica para la estimacion numérica. Cuando
Aw es cero, la ecuacién permite una distancia arbitrariamente pequena hacia el auto de ade-
lante a la vez que permite una velocidad muy alta. En la teoria, esto nunca pasa en tanto
que uno empiece desde condiciones iniciales realistas, pero debido a la imprecision nimerica

de las simulaciones tales situaciones pueden ocurrir.

Un modelo basado en la teoria car-following es el modelo de velocidad 6ptima (OVM).

La ecuacion de aceleracion del modelo de velocidad 6ptima es:
v=oa-(V(Azx) —v), (2.5)

donde V(Ax) es una funcién cuyas caracteristicas son V(Az) — VUper 81 Az — 00y
V(Ax) = 0 a cierta distancia de Az. Este modelo ha sido analizado en gran detalle en
[2]. Para pequenas densidades solamente existe una solucién homogénea, donde todos los
autos se conducen con la misma velocidad. En una cierta densidad p;;, esta solucién ho-
mogénea se hace linealmente inestable y es cambiada por una soluciéon donde el sistema
tiene varios atascamientos que son separados por regiones de libre flujo. La densidad p,,; de
tales atascamientos es mas pequena que p;;, y por esta razén una alteracion bastante grande
puede mover la intensidad del transito desde un régimen de transito ligero a un régimen de

transito pesado para densidades abajo de p;; (pero més grandes que pyyt).

Este modelo es estructuralmente estable, en el sentido de que pequenos cambios en la
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ecuacion del modelo no cambian su comportamiento general. Por ejemplo, la introducciéon

explicita de tiempo de retardo en la ecuacién 2.5 da
0(t) = a[V(Ax(t — 7)) — v(t)]. (2.6)

Aunque el retardo cambia el esquema microscopico en el sentido de que cambia el punto fijo
estable en v = V(Ax) para un cierto rango de velocidades, el comportamiento macroscdpico
del modelo no cambia mucho, como se ha indicado por simulaciones numéricas. En general,
este modelo tiene la desventaja de que no es completamente libre de choques, un problema

que se agrava cuando se utiliza tiempo de retardo y este despliega aceleraciones muy grandes.

Otro enfoque car-following se basa en observaciones psicoldgicas y fisiologicas. Wiede-
mann [47] repasa este tipo de observaciones antes de describir una simulacién microscépica

del modelo car-following.

Wiedemann considera varios aspectos, uno de ellos es que la resoluciéon angular del ojo
humano es limitada. Atun cuando un humano puede detectar a un auto que esta acercandose,
este puede estimar su velocidad solamente cuando el auto se hace notablemente grande en su
campo de vision, por ejemplo, cuando el dngulo entre las partes izquierda y derecha del auto
se incrementan. Utilizando argumentos geométricos, uno puede darse cuenta que este umbral
de observabilidad es proporcional a la diferencia de velocidad, e inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia

A
umbral ozA—;Z. (2.7)

Note que esto es similar a la ecuaciéon 2.4 del modelo matematico car-following con [ = 2

y m=0.

De esta manera, después de cruzar el umbral, la disminucion de la velocidad o el fre-
nado se ajusta con la meta de alcanzar la velocidad del auto de enfrente junto con un cierto
espacio deseado. Medidas consistentes con el argumento fisiolégico indican que el umbral de

reaccion es independiente de ciertas velocidades. De esta manera, en algunas ocasiones el



20 CAPITULO 2. MODELOS PARA FLUJO DE TRANSITO

frenar de emergencia puede ser necesario.

Ademas, la reaccion humana para frenar usualmente no es muy precisa, lo que intro-

duce un elemento altamente estocastico en el modelo car following.

Resultados maés precisos podrian obtenerse utilizando la psicologia ecolégica. La psi-
cologia ecoldgica trata de encontrar principios generales de cémo los organismos, incluyendo
humanos, interactian con su ambiente. Las percepciones visuales ligan al perceptor con su
ambiente via un campo de flujo 6ptico, el cual provee la informacion visual relevante de una

determinada accion.

En el contexto car-following, el concepto “tiempo de contacto” es relevante. El tiempo
de contacto ha probado ser un descriptor que informa al perceptor acerca del movimiento
necesario dada una meta. Esta meta podria ser, por ejemplo, arribar tranquilamente a una

posicion car- following deseada.

2.4 Basados en la teoria de colas

La teoria de colas en su forma mas simple asume que un servicio es proporcionado con
una cierta velocidad, y que las solicitudes a ese servicio llegan usualmente a diferentes ve-
locidades. El tiempo entre el arribo del elemento n y el elemento n — 1 de una cola se llama
el tiempo de interarribo del elemento n, y la longitud de tiempo en la cual el elemento n de

la cola permanecera en servicio, su tiempo de servicio.

Supongamos que el indice (velocidad) de arribos es A y el indice de salidas desde una
cola no vacia es y; entonces el promedio de la distribucién de interarribos es 1/ y el prome-
dio de la distribucién de tiempo de servicio es 1/u. El indice de esas cantidades A/p = p es

llamado la intensidad de transito de la cola.
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Cuando la velocidad a la que llegan las solicitudes es mas alta que la velocidad de servicio,
se formara una cola de solicitudes. La velocidad de servicio aqui es generada para un transito
ligero y la formacién de una cola se da cuando el transito que puede potencialmente llegar

hacia el transito ligero es mas grande que el transito que puede ir a través del transito ligero.

Las ligas compuestas de colas pueden ser conectadas para reflejar redes de transportacion.

La velocidad de cada liga/cola podria entonces corresponder a la capacidad de esa liga.

La introducion de colas con almacenamiento infinito no permite la creacién de congestio-
namientos. Los congestionamientos son causados por ligas que se llenan, lo cual pasa cuando
la demanda es més alta que la capacidad, por ejemplo, mas autos entran a la liga que los
que pueden salir. Ligas llenas no aceptan cualquier otro auto que necesite entrar a la liga
llena. En esta forma, una sola liga donde la demanda excede la capacidad puede causar una

congestion que se extienda a través de una red.

En 1997, Gawron [88] introdujo un modelo similar a los modelos tradicionales para flujo
de trénsito de autos basados en la teoria de colas, con la diferencia de que este incluye la
modelacién de derramamientos. El nimero de autos que dejan una liga es constrenido por
la capacidad de la liga y por el nimero de autos los cuales pueden acomodarse en las ligas

destino. Si la liga destino de un auto esta llena, este permanecerd donde esta.

Cada vez que un auto entre a una liga, se calcula un tiempo de viaje esperado. Una
primera version de este modelo propone calcular el tiempo de viaje desde la longitud y el es-
tado actual de la liga. El diagrama fundamental propone una velocidad deseada de acuerdo
a la densidad actual. Una version maés reciente solamente considera la velocidad de libre

flujo para calcular el tiempo de viaje.
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2.5 Basados en automatas celulares

Los modelos que utilizan autématas celulares para modelar flujo de transito de autos han
despertado gran interés en anos recientes. Comparado con los primeros intentos por mode-
lar flujo de transito, los modelos basados en autématas celulares tienen la ventaja de poder
utilizarse eficientemente en la simulacion por computadora debido al tipo de dindmica que

manejan.

La idea béasica de los modelos para flujo de transito basados en autématas celulares es
considerar un conjunto de celdas adyacentes las cuales representan la carretera a lo largo de
la cual un auto puede moverse. La regla de movimiento dice que un auto se desplazara n
celdas siempre y cuando estas no estén ocupadas por otro auto; si este es el caso, entonces

el desplazamiento no ocurrira.

Se han desarrollado modelos para flujo de transito de autos basados en autématas celu-
lares en una y dos dimensiones. Dentro de los modelos que trabajan en una dimension, el
que muestra la dindmica mas simple es el que se basa en la regla 184 de Wolfram [101],
la cual representa un automata celular (2,1). En este modelo los autos unicamente pueden
desplazarse una celda hacia su derecha, es decir, no se contemplan diferentes velocidades
como parametro que determine el niimero de celdas que un auto puede avanzar (este modelo

serd descrito con més detalle en el capitulo 4).

Existen modelos los cuales se han presentado como variantes de la regla 184, como el
modelo de Fukui-Ishibashi [25] y el modelo Fuk$-Boccara [24] en los cuales se contempla que

los autos pueden avanzar mas de un sitio en un paso de tiempo sin aumentar sus velocidades.

En 1994, Nagel propuso en [57] un modelo que también trabaja en una dimensién, aunque
en este si se toma en consideracion un rango de velocidades para los automoviles. El modelo

consta de cuatro pasos los cuales se aplican simultdneamente para todos los vehiculos. El
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primer paso es para aceleracion, el segundo paso es para disminucion de velocidad, el tercer
paso introduce un elemento estocastico que se refleja en la disminucién de la velocidad de
los autos. En esta tesis se omite el elemento estocastico debido a que el andlisis tiene un
enfoque completamente determinista. Y el cuarto y tultimo paso es para el movimiento de

los autos (este modelo serd descrito con més detalle en el capitulo 5).

En la figura 2.2 se muestra una simulacién del modelo propuesto por Nagel en la cual es

posible cambiar varios parametros como la densidad global y la velocidad méaxima.

Simulation speed | O+ +lex Standard CA +
Maximum velocity { __J J4F D sites jtimestep Info & Details

Global Density ¢ & Y4 rleox Clear Diagram

Figura 2.2: Simulacién disponible en [76]

Existe también el modelo para flujo de transito uni-direccional de dos carriles el cual
consta de dos modelos paralelos de un solo carril, con la variante de que los autos pueden
cruzar de un carril a otro y para hacerlo deben tomar en consideracién los sitios vacios al

frente tanto de su carril como del carril opuesto.

Simon y Gutowitz propusieron en [89] un modelo bi-direccional de dos carriles (ver figura
2.3), donde el paso de un carril a otro puede estar permitido en ambas direcciones, en una

u otra, o en ninguna.
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e

Figura 2.3: Modelo bi-direccional para flujo de transito.

Un algoritmo que controle el paso de automoviles de un carril a otro debe tomar en
cuenta un cierto nimero de circunstancias. Por ejemplo, un auto debe mantener una veloci-
dad constante mientras esta cruzando de carril o si el auto que va a cruzar detecta a otro

auto acercandose detras de él por el carril contrario debe regresar inmediatamente a su carril.

Hay tres tipos de atascamientos que pueden aparecer en una carretera de dos carriles
bi-direccional. El primero y el mas comun es debido a una circulacion muy lenta porque los
autos se detienen constantemente. El segundo se tiene cuando un conductor audaz tratar
de cruzar al otro carril aunque no haya espacio para regresar al suyo, aunque esto rara-
mente pasa. Y finalmente, un atascamiento puede ocurrir cuando un par de conductores
adyacentes, uno en cada carril simultdaneamente tratan de pasar. Este atascamiento paraliza
el transito por completo debido a que los vehiculos en este modelo no pueden conducir en

reversa.

Por dltimo, en los modelos para flujo de transito en dos dimensiones se pone un especial
interés en controlar el flujo de los autos en los cruces de las carreteras que conforman una
red. Se utilizan banderas locales para decidir el movimiento de los autos que estan dentro o

cerca de un cruce (ver figura 2.4).
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Figura 2.4: Ejemplo de una configuraciéon cerca de un cruce. Las cuatro celdas centrales
representan una rotaciéon la cual estd desplazandose en sentido opuesto a las manecillas del
reloj. Los diferentes tonos de color gris junto con el color blanco indican las diferentes direc-
ciones que siguen los carriles de transito indicadas por las flechas. Los puntos etiquetados
con letras son los autos, que pueden moverse hacia la direccion indicada por la flecha. Los
autos sin una flecha no tienen permitido moverse.

2.6 Comentarios

Los modelos para flujo de tréansito basados en las teorias cinética, de dindmica de fluidos
y car-following) siguen despertando el interés tanto de los fisicos como de los ingenieros de
transito. El problema con estos enfoques es llevarlos a una aplicacion practica, lo que se
vuelve complicado debido a que manejan espacio y tiempo continuos, por lo que para llevar
a cabo una simulacién en computadora de alguna manera se tienen que discretizar. Por esta
razon, los modelos para flujo de transito basados en autématas celulares han sido motivo de
andlisis y experimentacién para varios casos de estudio particulares (como en [56]) ya que
manejan tanto espacio como tiempo discretos. La forma tipica de observar el comportamiento
de un autémata celular es a través de un diagrama de espacio-tiempo, donde el espacio es
representado en el eje X y el tiempo es representado en el eje Y. Sin embargo, tomar solamente
como muestra para el andlisis este diagrama puede arrojar resultados demasiado generales.

Quizéas en el modelo de Gutowitz como en otros modelos se podria utilizar su teoria de
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estructura local para llevar a cabo un andlisis mas formal aunque puede ser muy complejo.
De cualquier manera, en esta tesis se presentan ciertas herramientas que si bien no forman
parte de la teoria de estructura local de Gutowitz si pueden ayudar a encontrar ciertos
aspectos interesantes acerca de los autématas celulares que reproducen el comportamiento

de modelos para flujo de transito de autos bajo ciertas condiciones.



Capitulo 3

Teoria de automata celular

Los automatas celulares son sistemas dindmicos discretos cuyos elementos tienen una in-

teraccién constante entre si tanto en el espacio como en el tiempo.

Los autématas celulares tienen la capacidad de representar comportamientos complejos
a partir de una dinamica sencilla. Debido a esto, desde su origen se les ha utilizado como
elementos de la computacion para la modelacién de fenémenos biolégicos y fisicos. Ademads,
los autématas celulares son estudiados como objetos matematicos debido al interés intrinseco

relativo a los aspectos formales de su comportamiento.

Este capitulo contiene algunos antecedentes sobre el origen de la teoria de autémata
celular. Ademaés, se explica la estructura de los autématas celulares en una dimensién y se
describen de manera general tanto el autémata celular Life como la clasificacion de Wolfram.
Por ultimo, se presentan algunos elementos que sirven para el andlisis del comportamiento

de los automatas celulares y que seran utilizados en esta tesis en particular.

27



28 CAPITULO 3. TEORIA DE AUTOMATA CELULAR
3.1 Antecedentes

Aunque el nombre de John von Neumann en la actualidad es fuertemente asociado con
las computadoras que tienen una arquitectura de una sola UCP (Unidad Central de Proce-
samiento), es necesario recordar que von Neumann también es uno de los principales pioneros

de la computacién paralela.

A principios de 1942, J. Presper Eckert, John W. Mauchly y sus asociados de la Escuela
de Ingenieria Eléctrica Moore de la Universidad de Pennsylvania comenzaron la construccién
de una computadora electronica digital de “alta velocidad” para satisfacer las necesidades
de las Fuerzas Armadas de los Estados Unidos. Eckert y Mauchly llamaron a su méaquina
“Electrical Numerical Integrator And Calculator”, la cual vino a ser conocida publicamente

simplemente como ENIAC en 1946.

En 1945, von Neumann inici6 un estudio analitico de la computaciéon y probd que una
computadora podia tener una estructura fisica fija y simple, a diferencia del diseno original de
la ENTAC, en el cual el sistema operativo y los programas de aplicaciéon estaban almacenados
en unidades separadas las cuales tenfan que ser conectadas a la ENTAC para poder realizar
los calculos, ademaés, las conexiones variaban de un programa a otro. Poco tiempo después
de su anadlisis, von Neumann formoé un grupo de investigacion encabezado por él mismo,
Howard Aiken y Norbert Wiener para trabajar en problemas sobre computadoras, comuni-
caciones, analisis de series de tiempo y los “aspectos de comunicaciéon y control del sistema
nervioso humano”. El uiltimo tépico fue incluido debido al gran interés de von Neumann en
el trabajo sobre redes neuronales realizado por McCulloch y Pitts en 1943 [49]. En 1946,
von Neumann disené la EDVAC (Electronic Discrete Variable Computer), la primer maquina
con un programa almacenado. En 1947, bajo la influencia de las ideas sobre autéomatas de-
sarrolladas por Post y Turing (1936), von Neumann comenzé estudios sobre la complejidad
requerida para que un dispositivo o sistema fuese auto-reproductivo. Estos estudios también

incluian el problema de organizar un sistema basicamente desde componentes no confiables
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(un campo de estudio que actualmente se conoce como “computacion tolerante a fallas”). En
un principio, von Neumann investigé un modelo continuo de un autémata auto-reproductivo
basado en ecuaciones diferenciales parciales, pero cuando encontré dificultades para proveer
reglas rigurosas y explicitas e instrucciones necesarias para poder llevarlo a la practica y
cuando se hizo evidente que este autémata podria ser muy grande, redireccioné sus esfuerzos
hacia un modelo de auto-reproduccion utilizando un arreglo de elementos computacionales
(células). Tanto Burks (1970) como Goldstine (1972) confirman que la idea de tal arreglo
fue sugerida a von Neumman por Stanislaw Ulam. A von Neumman le atrajo la idea de
utilizar paralelismo porque esto podria eventualmente proporcionarle una mayor velocidad
en las computaciones. Desafortunadamente, su muerte prematura en 1957 no le permitio
alcanzar completamente sus metas. De esta manera, se puede decir que a principios de los

1950’s von Neumann concibié a los autéomatas celulares.

La construccién original de von Neumann de un arreglo celular (autémata celular) auto-
reproductivo requeria que cada célula de un espacio celular representado por una cuadricula
bi-dimensional soportara un conjunto de 29 estados. El arreglo por si mismo requeria apro-
ximadamente 200,000 células. Ademas, el valor del estado en que se encuentra cada célula
del arreglo localizada en una posicién (i,j) (donde i es la columna y j el renglén) en un
tiempo t estard determinado por los valores de los estados en que se encuentran las células
localizadas en las posiciones (i — 1,7), (i +1,7), (4,7 + 1) e (i,7 — 1) y el valor del estado
en que se encuentra la célula central localizada en la posicion (i, j) en el tiempo t — 1; cada
célula del arreglo en algiin momento serd una célula central, la cual junto con las células
ubicadas arriba, abajo, a la izquierda y a la derecha (ortogonalmente) de la misma forman
lo que se conoce como vecindad von Neumann (ver figura 3.1). Las interacciones locales de
las vecindades en un tiempo ¢ determinan el estado global del arreglo (el cual es actualizado

sincrénicamente) en el tiempo t + 1.

Este grado de complejidad fue necesario debido a que von Neumann buscaba disenar

su autémata como un sistema de computacién universal o mdquina de Turing'. En los

! Alan Turing propuso por primera vez su tedrica “Turing Machine” en la Universidad de Cambridge, en
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i, j+1
i'15 l i’ l |+1! l
i, j-1

Figura 3.1: Vecindad von Neumann.

1960’s, E.F. Codd [19] propuso una variante la cual requeria ocho estados por célula y seguia
utilizando la vecindad von Neumann; otros investigadores, en particular los del Instituto de
Tecnologia de Massachusetts (M.I.T.) encontraron constructores auto-reproductivos, aunque
no universales de una naturaleza méas simple, en particular un autémata celular descubierto
por Fredkin [26], el cual era capaz de auto-reproducir cualquier configuracién inicial uti-

lizando la vecindad von Neumann y solamente dos estados por célula.

Ulam y Schrandt (1967) también investigaron la dindmica de estos autématas celulares
de dos estados por célula, y de hecho, extendieron su investigacién estudiando autématas
celulares en tres dimensiones. Su trabajo, junto con el de investigadores tales como Tratcher,
Moore, Myhill, Stein y Holland son coleccionados en [13]. Subsecuentemente, Banks [4] (un
estudiante de Fredkin) probé la existencia de un autémata celular tipo von Neumann auto-

reproductivo utilizando cuatro estados por célula.

Durante su investigacion sobre autématas celulares de dos estados (en este caso 0y 1),
Ulam y Schrandt tenian especial interés por los patrones formados por los grupos de células

en estado 0 y los grupos de células en estado 1 en varias etapas durante las computaciones.

el Reino Unido, en 1936. A principios de 1948 demostré la que €l definié como la “mdaquina universal que
puede realizar cualquier tarea que pueda ser descrita mediante simbolos”. Asi, Alan Turing fue el primero
en percatarse que la computadora podia ejecutar légica humana siempre y cuando esa logica pudiera serle
expresada a la computadora en un lenguaje que ésta pudiese interpretar. Los conceptos de Turing crearon
el escenario para el desarrollo de los lenguajes de programacion.
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Para ciertas reglas, una configuracion inicial de células en estado 1 “sobre un fondo” de
células en estado 0 evolucionaba de tal forma que las células en estado 1 se disipaban com-

pletamente, mientras que con otras reglas el efecto era totalmente opuesto.

John Conway, investigador interesado en encontrar una construccion mas simple que la
de von Neumann, descubrié una regla para un autémata celular de dos estados y un tipo
de vecindad parecida a la de von Neumann, con la variante de que se toma en cuenta a
los vecinos ubicados en las esquinas. A este tipo de vecindad se le conoce como vecindad
Moore (ver figura 3.2). Esta regla tenia un efecto intermedio, es decir, llevaba eventualmente
al autémata ya sea a un patron de comportamiento estable o a patrones que exhibian algo
repetitivo (por ejemplo, patrones de comportamiento oscilatorios). Conway present6 en 1970

su regla a la cual bautizé con el nombre “Life”.

i-1, j+1| 1, j+1 |i+1, j+1

i'15j i! j i+1! l

i1, 1| 0, -1 i+, j-1

Figura 3.2: Vecindad Moore.

Life representa una especie de “juego ecologico” ya que las células del autémata pueden
estar “vivas” o “muertas”. Life trabaja sobre una cuadricula bi-dimensional infinita y los

estados de las células estdn determinados por las siguientes condicionantes:

e NACIMIENTO. Una célula que esta muerta en un tiempo ¢ estara viva en un tiempo

t+ 1 si y solo si exactamente tres de sus ocho vecinos estan vivos en el tiempo t.

e MUERTE POR SOBRE-POBLACION. Una célula que estd viva en un tiempo ¢
morird en un tiempo ¢+ 1 si cuatro o mas de sus ocho vecinos estan vivos en el tiempo

t.
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e MUERTE POR POCA POBLACION (AISLAMIENTO). Una célula que esté
viva en un tiempo ¢ morird en un tiempo ¢ + 1 si a lo mas uno de sus ocho vecinos

estan vivos en el tiempo t.

e SOBREVIVENCIA. Una célula que esta viva en un tiempo ¢ permanecerd viva en

un tiempo ¢ + 1 si dos o tres de sus ocho vecinos estan vivos en el tiempo .

Life comienza a funcionar a partir de una configuracion inicial de células vivas sobre un
fondo de células muertas. Si se dan las condiciones, tanto los nacimientos como las muertes
de las células ocurriran de manera simultanea y formaran la configuracién que constituird

una nueva generacion dentro de la evolucién de Life.

Existen configuraciones que permanecen estables durante toda la evolucion de Life. En
el vocabulario de Life a estas configuraciones se les conoce como “still life”. En la figura
3.3, en la cual las células vivas se representan con el color negro y las células muertas con el

color blanco, se pueden observar algunas configuraciones still [ife.

También existen configuraciones que desaparecen después de transcurridas ciertas ge-

neraciones. En la figura 3.4 se pueden observar algunas de estas configuraciones.

Uno de los descubrimientos de Conway mas remarcable es la figura formada por cinco

células vivas llamada glider (ver figura 3.5).

Como se oberva en la figura 3.5, después de transcurridas dos generaciones, el glider tiene
un ligero acarreo hacia la derecha, el cual se ve reflejado en una linea diagonal. A este
fenomeno se le conoce como “glide reflection” debido al nombre de la figura. Una vez que
transcurren dos generaciones mas, el glider se endereza a si mismo y entonces se ha movido
en la cuadricula un lugar diagonalmente hacia abajo y a la derecha desde su posicion inicial.
Conway eligi6 el término velocidad de la luz (haciendo una analogia del juego de ajedrez con

respecto a la velocidad a la que se desplaza el rey) para ilustrar que el glider es el patrén que
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COLMENA PAN ESTANQUE TINA BLOQUE SERPIENTE
I FTTT P T
GALAXIA BOTE BARCO GALAXIA BOTE BARCO
GRANDE GRANDE GRANDE

Figura 3.3: A las configuraciones que permanecen estables durante toda la evolucién del
autémata celular se les conoce como still [ife.

Il
DIAGONAL CRUZ SWASTIKA
LATINA
RN Il
LETRA H FARO RELOJ

Figura 3.4: Configuraciones en las que todas la células vivas mueren.

més rapido se mueve sobre la cuadricula. Ningin otro patrén puede reproducirse a si mismo
lo bastante rapido como para moverse a tal velocidad. De esta manera, Conway probo que
la méaxima velocidad diagonalmente es un cuarto de la velocidad de la luz ya que el glider se
reproduce a si mismo en la misma orientaciéon después de cuatro generaciones y ha viajado
un lugar diagonalmente en la cuadricula. Por lo anterior, se dice que un glider se desliza de

un lado a otro del campo a un cuarto de la velocidad de la luz.

“Life” se popularizé a partir de su publicacion en la columna mensual de Martin Gardner
llamada “Mathematical Games” en Scientific American y posteriormente varias personas
. . . . wr

presentaron resultados interesentes basados en sus propias experimentaciones con “Life”.

Aunque no de valor practico, “Life” ha tenido el mayor impacto en la investigacion sobre
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Generacion 0 Generacion 1 Generacién 2  Generacion 3  Generacion 4

Figura 3.5: Uno de los descubrimientos de Conway mas remarcable es la figura formada
por cinco células vivas llamada glider. Después de transcurridas dos generaciones, el glider
tiene un ligero acarreo hacia la derecha, el cual se ve reflejado en una linea diagonal. A este
fenomeno se le conoce como “glide reflection” debido al nombre de la figura. Una vez que
transcurren dos generaciones mas, el glider se endereza a si mismo y entonces se ha movido
en la cuadricula un lugar diagonalmente hacia abajo y a la derecha desde su posicion inicial.

autématas celulares.

En la década de los 1980’s, los estudios de Stephen Wolfram sobre autématas celulares
arrojaron resultados interesantes. Wolfram realizé una investigacion sobre las propiedades
de los autématas celulares en una dimension utilizando conceptos de mecanica estadistica y
aprovechando que las microcomputadoras, los lenguajes de programacion, y los monitores de
video disponibles en ese momento eran lo suficientemente capaces como para llevar a cabo

un gran numero de estudios experimentales con autématas celulares.

A diferencia de otros investigadores como Conway, por ejemplo, el cual se concentré en
una sola regla que sirviera para sus propositos, Wolfram comparé un gran numero de reglas
diferentes y posteriormente propuso una clasificacion de acuerdo a los diferentes patrones de

comportamiento que habia observado.

Por otro lado, a pesar de que von Neumann no pensé en los autématas celulares como
un objeto matematico de estudio y aunque desde su surgimiento se les ha utilizado en apli-
caciones practicas especificas como el reconocimiento de patrones y el procesamiento de
imégenes por citar algunas, el estudio de los aspectos formales sobre el comportamiento de
los autématas celulares también resulta muy interesante. En este sentido, se han encontrado

trabajos con resultados aplicables al analisis tedrico de los autéomatas celulares como los
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trabajos de Hedlund [30] y Birkhoff [7] sobre sistemas dindmicos.

3.2 Autédmatas celulares en una dimension

Como podemos notar, Conway definié ciertos términos tales como nacimiento, muerte, so-
brevivencia, still life y glider. Con la creacion de estos términos, Conway establecié, ademas
de la dindmica de evolucién, la posibilidad de identificar diferentes patrones de compor-

tamiento que presenta Life.

Al igual que Conway, Wolfram definié una terminologia béasica por medio de la cual
los automatas celulares en una dimensién pueden ser clasificados de acuerdo a su dindmica

de evolucion.

Existen diferentes tipos de notacion que describen la estructura de los automatas celulares
en una dimension, en esta tesis, se hace uso de la llamada notacion Wolfram que se describe

a continuacion.

3.2.1 Estructura

Un autémata celular uni-dimensional consta de un arreglo lineal finito de celdas o células
(ver figura 3.6), una de las caracteristicas por las cuales a los autématas celulares en una
dimensién también se les conoce como Automatas Celulares Lineales. Cada célula del arreglo
puede tomar como valor un elemento de un conjunto finito de estados, el cual es denotado
por la letra K. Los elementos del conjunto K pueden ser de diferentes tipos (nimeros, letras,
simbolos, etc.) puesto que la naturaleza de los estados no es relevante. Para el procesamiento
interno de las evoluciones del automata celular lineal a través del tiempo lo mas conveniente es
utilizar nimeros, esto por cuestiones computacionales, y para la representacion final de esas

evoluciones es util utilizar diferentes colores, esto por cuestiones de visualizacién. Aunque
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la natulareza de los estados no influye en el comportamiento del autéomata celular lineal,
la interaccién que mantienen las células durante la evolucion por medio de esos estados si

influye de manera directa en el comportamiento del autémata celular lineal.

Célula

Figura 3.6: Arreglo de 10 células.

El nimero de estados para un autémata celular lineal puede ser variable, por esta razon
en la notaciéon Wolfram el nimero de estados se representa por medio de la variable £, es

decir, la cardinalidad del conjunto K es igual a k, lo cual se escribe como #(K) = k.

Otro elemento importante en la notacion Wolfram es el que él denomina como radio
de vecindad y que denota por medio de la variable r. El radio de vecindad indica el rango
de interaccion a nivel local que van a tener las células entre si. Si r es igual a uno, entonces
cada célula del arreglo vera afectado su estado durante la evoluciéon del autémata a partir
de los estados de sus células vecinas mas proximas tanto del lado izquierdo como del lado
derecho. Esto forma lo que se conoce como vecindad, donde el tamano total de una vecindad
es igual a 2r 4+ 1 incluyendo a la célula central. Para el caso en el que r es igual a uno, el

tamano total de la vecindad va a ser igual a tres (ver figura 3.7).

Figura 3.7: Vecindad de tamano tres.

Un punto importante a mencionar es que al ser finito el arreglo la primera y la tltima
célula no tendran vecinos del lado izquierdo y derecho respectivamente. Una manera de
solucionar esto es tomar el arreglo como un anillo, es decir, cerrando el arreglo en forma

circular para conservar la uniformidad en todas las vecindades (ver figura 3.8), ademas, al
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tomar el arreglo como un anillo se establecen los limites a la frontera o condiciones de limites

periodicos.

AN

Figura 3.8: Estructura de un autémata celular lineal estableciendo condiciones de limites
periodicos.

3.2.2 Funcidon de transiciones locales

De esta forma surge la notacion Wolfram (k,r) para un autémata celular lineal, donde k

representa el nimero de estados por cada célula y r el radio de vecindad.

Lo que falta por definir es el estado al cual va a evolucionar cada célula del arreglo
en el tiempo t+ 1 a partir de los estados de los vecinos y del suyo propio en el tiempo t. Esto
va a constituir la funcién de transiciones locales, o dicho de manera més general, la regla de

evolucion del automata.

Por cuestiones précticas, comunmente una regla de evolucion se expresa en términos de
su valor decimal, por ejemplo, regla 54 para un autémata celular lineal (2,1). Al definir una
regla de evolucion lo que se hace es especificar los estados a los que evolucionan las células
que conforman el arreglo en base a todas las vecindades posibles (ver tabla 3.1), las cuales

estan dadas por k2" t1,

En la primer columna de la tabla 3.1 se observan todas las vecindades posibles para
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Vecindad | Estado al que evoluciona la célula central
000 0
001
010
011
100
101
110
111

OO = = O

Tabla 3.1: Regla 54 expresada en notacion binaria.

un autémata celular lineal (2,1). Estas vecindades estédn expresadas en notacién binaria;
al hacer la conversion a notacion decimal obtenemos los nimeros del cero al siete. Igual-
mente, en la segunda columna los estados a los que evolucionan las células estan expresados
en notacion binaria, esta columna define la regla de evoluciéon y para obtener su valor en
notacion decimal lo que se hace primero es tomar en cuenta tUnicamente las vecindades en
las cuales sus respectivas células centrales evolucionan al estado 1, posteriormente se suman
los valores decimales obtenidos de elevar el nimero 2 a la potencia que corresponde con el
numero decimal que representa a la vecindad que ocasiona una evolucién al estado 1. En
el caso de la regla 54 la suma serfa: 2! + 2%+ 2% 425 = 24+ 4 + 16 + 32 = 54. Como se
puede observar, a partir del contenido de la tabla 3.1 se puede definir la funcién de transi-
ciones locales f : A — B la cual se observa en la figura 3.9. Los elementos del conjunto A
representan las vecindades expresadas en notacién decimal y los elementos del conjunto B

representan los estados de evoluciéon de las vecindades expresados en notacion binaria.

Como se menciono anteriormente, para fines de visualizacién es ttil utilizar colores para
representar los estados del autémata. De esta manera es posible obtener una visién general
acerca del comportamiento del autémata a través del tiempo. En la figura 3.10 se observa
una representacion equivalente a la de la tabla 3.1 pero utilizando colores. Cabe mencionar
que para hacer este tipo de representaciones se hizo uso del software NXLCAU? desarrollado

en el Departamento de Aplicacion de Microcomputadoras del Instituto de Ciencias de la

2http://delta.cs.cinvestav.mx/ mcintosh/
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Figura 3.9: Funcién de transiciones locales de la regla 54.

Universidad Autéonoma de Puebla en el lenguaje de programacion C objetivo en el sistema

operativo NeXTSTEP.

En la figura 3.11 se ilustra el comportamiento a nivel macroscopico de un autémata

celular lineal (2,1) aplicando la regla 54 por medio del diagrama de evoluciones.

State colors x|

NXSetColor LT L]
T H-—>

State 0 I N N >l
> ]

State 1 - H | >R
HE >B

| >

revert | save <‘-"| - > D

Figura 3.10: Representacion de la regla 54 utilizando colores.
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LCAUZ1 Evolution x|

Figura 3.11: Diagrama de evoluciones de un autémata celular lineal (2,1) aplicando la regla
54.

3.2.3 Funcién de transiciones globales

Como se mencion6 en la secciéon 3.2.1., un autémata celular uni-dimensional consta de
un arreglo lineal finito de células, es decir, existe una correspondencia biunivoca entre el
conjunto A de células que forman el arreglo y una seccién S,, de los nuimeros naturales,
donde llamaremos una secciéon del conjunto N de los nimeros naturales denotada por S,
al conjunto de los primeros n nimeros naturales, esto es: S, = {1,2,3,....n} C N. Por lo
tanto, decimos que n es la cardinalidad del conjunto A, es decir, #(A) = n y de esta manera
sabemos con certeza que el conjunto A de células que forman el arreglo es un conjunto finito.
Este arreglo de células en un determinado estado constituye una configuracion global que
conforma una generacién x en una tiempo ¢ dentro de la evolucién del autéomata. De esta
forma se asume que todas las configuraciones globales posibles que se pueden formar durante
la evoluciéon del autéomata celular lineal son finitas puesto que la longitud de éstas tiene que
ajustarse al tamano del arreglo. Las configuraciones globales que constituyen las genera-
ciones que surgen durante la evolucion del autéomata se forman a partir de las transiciones

locales, tal como se observa en la figura 3.12.
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Dada la configuracién global inicial que se muestra en la figura 3.12, después de tran-
scurridas 4 generaciones todas las células del autémata convergen al estado 0. Es impor-
tante mencionar que la longitud del arreglo que constituye el automata es de solamente diez
células. La razéon por la cual se toma un arreglo tan pequeno es el tratar de agilizar la
comprension de los conceptos que se manejan en esta tesis. Es por eso que a lo largo de la
misma se utlizan arreglos de longitud pequena cuando se pretende explicar diversos aspectos

que tienen que ver con la teoria de autémata celular.

Estado D I:l
Estado 1 -

Transicion de la célula central — 3w

e

\‘ Genen cidn 1 ’J

AL AAA WA

Figura 3.12: Transiciones globales de un autéomata celular lineal (2,1) aplicando la regla 54.

El paso de una configuracion global a otra, es decir, la evolucién del autémata de una
generacion a otra define la funcién de transiciones globales f : CG; — CGyyq, donde el
conjunto C'G; representa el estado global del autémata en el tiempo ¢, y el conjunto C'Gyy
representa el estado global del autémata en el tiempo t+1, es decir, en la siguiente generacion.
En la figura 3.13 se ilustra la funcion de transiciones globales tomando las configuraciones de
la figura 3.12, aunque en ésta se expresan en notacion decimal. Los elementos del conjunto A

representan el dominio de la funcién, esto es, los estados globales que se generan a partir de
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la configuracién inicial cuyo nimero decimal es 561 aplicando la regla 54 en un determinado
tiempo t, y los elementos del conjunto B representan la imagen de la funcion, esto es, los
estados globales del automata que se generan a partir de un determinado tiempo t+1. Tanto
el dominio D como la imagen [ son subconjuntos de A y B respectivamente es decir, D C A
e I C B. Los conjuntos A y B contienen tantos elementos como configuraciones distintas
puedan existir. En la figura 3.13 sélamente se incluyen los elementos que definen la funcién

para este caso en particular.

Figura 3.13: Funcién de transiciones globales aplicando la regla 54.

3.2.4 Clasificacion de Wolfram

Wolfram, a través de su terminologia y observando la dindmica de evolucién definié cuatro

clases de automatas celulares lineales y son las siguientes:

e Clase 1. Evolucion a un estado uniforme. Después de transcurrido un cierto ntmero
de generaciones, todas las células del automata convergen a un solo estado, tal y como
sucede en la figura 3.12. En la figura 3.14 se observa el diagrama de evoluciones de un
automata celular lineal clase I. Este autémata celular es de orden (3,1) y su regla de

evolucion es la 6J3J3B3B6.
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Figura 3.14: Diagrama de evoluciones de un autémata celular lineal (3,1) aplicando la regla
6J3J3B3B6.

e Clase II. Evolucién a estados ciclicos aislados. Durante la evolucion del autémata,
existen ciertos patrones de comportamiento que se repiten de manera sistematica a
través del tiempo. Estos patrones se pueden distinguir claramente sobre un “fondo”
representado por un solo estado el cual es opuesto al de las células que representan el

patrén de comportamiento ciclico (ver figura 3.15).

LCAU31 Evolution X}

R

Pl B6B2B3M39 |

Figura 3.15: Diagrama de evoluciones de un autémata celular lineal (3,1) aplicando la regla
B6B2B3M39.

e Clase III. Evolucion a estados ciclicos amplios. Al igual que en un autéomata celular

clase II, en un autéomata celular clase III existen patrones de comportamiento repeti-
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tivos, aunque no tan facilmente identificables a simple vista debido a que el compor-
tamiento de éste puede ser sumamente caotico, lo que hace méas complicado el andlisis

de este tipo de autémata (ver figura 3.16).

Evolution [X]

*l 20LCCMC21 |

Figura 3.16: Diagrama de evoluciones de un autémata celular lineal (3,1) aplicando la regla
20LCCMC2IL.

e Clase IV. Evolucion a estados complejos aislados. Esta clase de autéomata es una
combinacion de las clases I, IT y III. Al igual que en los autématas clase II, existen
comportamientos ciclicos aislados, lo que hace distinguible un “fondo” uniforme el
cual permite identificar dichos comportamientos los cuales son similares a los que se

presentan en un autémata clase III (ver figura 3.17).

3.2.5 Ciclo y Periodo

La evolucién de todo autémata celular esta regida por ciclos. Un ciclo es un cierto patron
de comportamiento que se repite durante la evolucion del automata por un tiempo indefinido.
La longitud de un ciclo estda determinada por el nimero de iteraciones o generaciones que
transcurren para que una determinada configuraciéon se repita, a este nimero se le conoce

como pertodo.
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LCAU31 Evolution X}

Pl 927270719 |

Figura 3.17: Diagrama de evoluciones de un autémata celular lineal (3,1) aplicando la regla
92727L7L9.

Dada la configuracion inicial de la figura 3.18 tienen que transcurrir un total de 20 ge-
neraciones para que el autéomata entre en un ciclo, como se muestra en la misma figura.
Un aspecto importante a mencionar es que un autémata celular lineal puede tener varios
ciclos dentro de su evolucién, la posibilidad de detectarlos y analizarlos crecera en funcién

del tamano del arreglo o espacio de configuracion que se pueda manejar.

Como podemos apreciar en la figura 3.18, a partir de la generaciéon niimero 21 tienen que
transcurrir un total de 4 generaciones para que se repita la generacién que inicia el ciclo, en
este caso serfa la generacién cuya configuracién corresponde al nimero 260 en decimal. En
este caso se dice que el ciclo es de periodo 4 porque tienen que transcurrir 4 generaciones
para que éste nuevamente se inicie; las configuraciones que componen este ciclo corresponden
a los nimero 260, 910, 81 y 763 los cuales forman los nodos de lo que se denomina diagrama

de ciclos (ver figura 3.19).

3.3 Ancestros

Toda configuraciéon C' generada en un tiempo t + 1 a partir de otra configuracién C' en

un tiempo t tiene por lo menos un ancestro. Por ejemplo, de acuerdo a la figura 3.18,
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Nudmero en notacién decimal
Configuracion que corresponde a la configuracién
1000000101 517
0100000110 262
1110001001 905
0001011110 o4
0011100001 225
1100010011 787
0010111100 188
0111000010 450
1000100111 551
0101111000 376
0110000100 388
1001001110 590
1111110001 1009
0000001010 10
0000011111 31
1000100001 545
0101110010 370
1110001111 911
0001010000 30
0011111000 248
0100000100 260
Ciclo de 1110001110 910
periodo 4 0001010001 31
1011111011 763
0100000100 260

Figura 3.18: Configuraciones de un autémata celular lineal (2,1) generadas aplicando la regla
54.

la configuracién 517 es ancestro de la configuracion 262 y a su vez la configuracion 262 es

ancestro de la configuracién 905 y asi sucesivamente.

3.3.1 Inyectividad

Sea f : A — B una funciéon donde los elementos del conjunto B son todas las con-
figuraciones posibles para un autémata dado y los elementos del conjunto A son todos los
ancestros que tienen dichas configuraciones. Se dice que f es una funcion inyectiva si y solo
si se satisface la siguiente propiedad: si f(a) = f(b) = a = b, es decir, cuando los elementos

que componen la imagen estan relacionados con uno y solo un elemento del dominio, tal
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INICIO

Figura 3.19: Ciclo de periodo 4.

como se muestra en la figura 3.20.

Figura 3.20: Funcién inyectiva.

Se puede observar en la figura 3.20 que existen elementos que no forman parte de la
funcion, es decir, en el conjunto B hay elementos que no estan relacionados con ningun ele-

mento del conjunto A.
Los elementos que no forman parte del conjunto imagen representan configuraciones que
no pueden ser generadas a partir de otras configuraciones. Dadas sus caracteristicas, a estos

elementos se les identifica con el término Jardin del Edén.

Por lo antes mencionado, un Jardin del Edén solo podrd ser una configuracion inicial
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la cual no aparecerd de nuevo durante la evolucion del automata.

Las condiciones que determinan el surgimiento de este fenémeno son bastante comple-
jas. Existen articulos tales como los de S. Amoroso y G. Cooper [1], Moore [53], McIntosh
[50] y Sven Skyum [90] donde se determina de manera rigurosa y formal el surgimiento de

Jardines del Edén.

3.3.2 Sobreyectividad

Se dice que f : A+ B es una funcion sobreyectiva si y solo si se satisface la siguiente
propiedad: Vb € B3 a € A| f(a) =0, es decir, una funcién es sobreyectiva si el codominio

de la funcién coincide con la imagen de la misma, tal como se muestra en la figura 3.21.

Figura 3.21: Funcién sobreyectiva.

El hecho de que en una funcion sobreyectiva la imagen tiene que coincidir con el codominio
es un indicativo de que cualquier configuracion generada durante la evoluciéon del autémata
(incluyendo la configuracién inicial) tendrd por lo menos un ancestro; esto hace desaparecer la
posibilidad de que existan Jardines del Edén. Por otra parte, en la figura 3.21 se aprecia que
existen elementos en el conjunto imagen B que estan relacionados con mas de un elemento

del conjunto A, esto quiere decir que existen configuraciones que pueden ser generadas a
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partir de varias configuraciones diferentes, en otras palabras, una configuraciéon puede tener

multiples ancestros.

3.3.3 Biyectividad

Una funcion f : A — B es biyectiva si es inyectiva y es sobreyectiva a la vez, es decir,
todos los elementos del conjunto B (sobreyectividad) tienen que estar relacionados con uno
y solo un elemento del conjunto A (inyectividad). Cuando hay biyectividad no existen ni
Jardines del Edén ni ancestros multiples, por lo tanto, todas las configuraciones generadas
tienen ancestros unicos, o dicho de otra manera, el autémata es reversible, es decir, se puede

encontrar una regla que reproduzca las evoluciones del autémata de forma inversa.

Un claro ejemplo de biyectividad se puede observar en el ciclo generado por un autémata
(2,1) aplicando la regla 54 presentado en la figura 3.19. En la figura 3.22 se ilustra este

mismo ciclo en forma de conjuntos.

260

910

81

763

Figura 3.22: Funcién biyectiva.
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3.4 Herramientas graficas para el analisis

La teoria de graficas juega un rol importante en la teorfa de autémata celular, segtin afirma
MeclIntosh en [51], ya que por medio de ésta es posible describir la evolucién del autémata y

relacionar sus propiedades locales con sus propiedades globales.

Desde un punto de vista puramente abstracto, una gréafica consta de N nodos y de L
ligas. Los nodos son un conjunto formado a menudo por enteros no negativos desde 0 hasta

n — 1, mientras que las ligas son un conjunto formado del producto cartesiano N @ N.

Para trazar una grafica, simplemente se dibujan los nodos, los cuales son frecuentemente
etiquetados de acuerdo a los elementos del conjunto N, y las ligas, las cuales son repre-
sentadas por flechas juntando a los nodos. Una liga va desde el nodo i hasta el nodo j si

(i,7) € L.

La ecuacion que define a la matriz topoldgica de una grafica es la siguiente:

2y

:{ 1 (i,j)€L (3.1)

0 en cualquier otro caso.

Un punto importante a destacar acerca de la matriz topoldgica es el hecho de que los e-
lementos que la conforman describen las rutas entre los nodos, los cuales a su vez, contienen
multiples ligas, de acuerdo al elemento involucrado. Debido a que los elementos de la matriz
topoldgica son enteros, éstos son utiles para contar el nimero total de rutas. Aqui hay que

hacer notar que las rutas no estan bajo ninguin criterio de clasificacion.

La idea fundamental de lo que es una grafica es un punto de partida para crear he-

rramientas las cuales pueden ser empleadas para ciertos fines especificos. Un ejemplo de
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esto son los diagramas de Bruijn®, herramienta principal de la teoria de registro de corri-
mientos. La teoria de registro de corrimientos es una disciplina basada en el tratamiento de
secuencias superponiéndose; debido a que en un automata celular lineal las vecindades se
van superponiendo no es dificil imaginar que los diagramas de Bruijn y sus subdiagramas (de

subconjuntos) puedan ser tutiles en el andlisis de los autématas celulares en una dimensién.

3.4.1 Diagrama de Bruijn

Los nodos del diagrama de Bruijn son secuencias de simbolos de algun alfabeto, justo
como en las expresiones regulares. Las ligas del diagrama describen la manera en la cual
tales secuencias pueden superponerse. Diferentes grados de superposicion llevan a diferentes
diagramas. En el diagrama bésico, la superposicion consta de un simbolo inicial, un simbolo

que relaciona las secuencias y un simbolo terminal.

Cuando los simbolos que representan los estados del autémata celular son enteros, la faci-
lidad de tratar sus propiedades aritméticamente o algebraicamente motiva a la utilizacion de
esta herramienta. Por ejemplo, la ecuacién que define a la matriz topoldgica de un diagrama

de Bruijn es:

( (ki
ki+1
1 j = 2r
MB;, = : (mod k=) (3.2)
[ ki+k—1
| 0 en cualquier otro caso

donde k representa el nimero de estados y r el radio de vecindad. La variable 7, la cual

representa el renglén de la matriz va a tomar valores desde 0 hasta #(N) — 1, mientras que la

3En honor a N. G. de Bruijn por su aportacién en [20]
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variable 7, la cual representa la columna de la matriz tomard valores de acuerdo a los valores
que tengan k, i y r (para algunos casos). Asi pues, para un autémata celular lineal (2,1) los
valores de 7 y de j se generan de la siguiente manera: si 7 = 0 entonces j va a tomar valores
a partir de las operaciones 2(0) y 2(0) + 1, por lo tanto en este caso j toma los valores 0 y
1 respectivamente. Si i = 1 entonces j = 2(1) =2y j =2(1)+1 = 3. Si i = 2 entonces
j=2(2)=4médulo4 =0y j=2(2)+1=>5mbdulo 4 =1. Sii=3entonces j =2(3) =6
médulo 4 =2y j =2(3)+1=7mdbdulo 4 = 3. La matriz topolégica de Bruijn MB que se

obtiene a partir de la ecuacion 3.2 es la siguiente:

Too lor Opz Op3
010 011 112 1y
lop 11 0Ogp 093
O30 031 I3 133

MB =

Cabe mencionar que los valores de ¢ van de 0 a 3 debido a que la cardinalidad del conjunto
N (la cual esté determinada por k%) es 4 puesto que 4 nodos pueden representar todas las
vecindades posibles de tres células para un autémata celular lineal (2,1). En la figura 3.23
se observan estas vecindades, las cuales se obtienen de la siguiente forma: consideremos el
nodo con la etiqueta 00 y el nodo con la etiqueta 01; para que exista una liga entre ambos,
debe coincidir el ultimo simbolo del nodo que se considera de partida con el primer simbolo
del nodo que se considera de llegada. En este caso si tomamos el nodo 00 como nodo de
partida y el nodo 01 como nodo de llegada, podremos verificar que el simbolo 0 enlaza a los
dos nodos y por lo tanto puede existir una liga que conecte al nodo 00 con el nodo 01. En
el caso contrario, es decir, si se toma el nodo 01 como nodo de partida y el nodo 00 como
nodo de llegada, no podra existir una liga de enlace entre ambos nodos puesto que el ultimo
simbolo del nodo de partida no coincide con el primer siimbolo del nodo de llegada. Esta
misma verificacion se realiza para todos los nodos del diagrama para establecer todas las ligas
posibles. Cabe mencionar que las etiquetas de los nodos del diagrama de Bruijn genérico
para un autémata celular lineal (2,1) son simbolos que forman vecindades parciales. Para el

caso genérico, las vecindades parciales de dos células forman una vecindad completa de tres
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células al superponer el simbolo que establece la liga entre dos nodos. En todo diagrama
de Bruijn los nodos estan etiquetados con vecindades parciales las cuales estan conformadas
por un nimero par de células. En el siguiente capitulo analizaremos diagramas de Bruijn

con vecindades parciales de mas de dos células.

000 111

(a) (b)

Figura 3.23: Diagramas de Bruijn genéricos para un autémata celular lineal (2,1). En
el diagrama del lado izquierda (a) las vecindades parciales estdn expresadas en notacién
binaria, mientras que en el diagrama del lado derecho (b) estan en notaciéon decimal.

En la figura 3.24 se muestra el diagrama de Bruijn de la regla 54. En ésta se ilustran las
ligas que producen cada una de las ocho vecindades y se resaltan con color negro aquellas

en las cuales sus respectivas células centrales evolucionan al estado 1.

L] Estado 0
000 111
__ M Estado 1
oo ot
0

110
0

10

Figura 3.24: Diagrama de Bruijn de la regla 54.
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Nodo de | Nodo de llegada con | Nodo de llegada con
partida evolucién a 0 evolucién a 1
0 0 1
1 3 2
2 0 0,1
3 2,3 0

Tabla 3.2: Conexiones entre nodos para la regla 54.

3.4.2 Diagrama de subconjuntos

Otro diagrama que se puede obtener a partir del diagrama de Bruijn es el diagrama de
subconjuntos. Para construir el diagrama de subconjuntos de la regla 54 el primer paso es
tomar las vecindades parciales las cuales etiquetan a los nodos del diagrama mostrado en
la figura 3.24 en notacién decimal (ver figura 3.23 (b)). Posteriormente, se construye una
relacién de las conexiones entre nodos tomando como criterio de clasificacién el estado al
que evolucionan las células centrales de las vecindades que se forman de acuerdo a los nodos

que se conectan.

En la tabla 3.2 se puede observar que existen dos casos en los cuales se incluye al conjunto
vacio. Esta inclusion se da debido a que el nodo etiquetado con el nimero 2 no tiene
establecida ninguna liga por medio de la cual la célula central de la vecindad resultante de
la conexion a través de la misma evolucione al estado 0. El mismo caso se da en el nodo
3 para el otro estado. La incorporacion del conjunto vacio garantiza que los nodos van a
estar ligados hacia algtin lado, lo que nos permitira establecer las relaciones que generan el

diagrama de subconjuntos.

Una vez que se tiene la relacion de conexiones entre nodos, el siguiente paso es obtener
todos los subconjuntos de N y relacionarlos a partir de la tabla 3.2. Los subconjuntos de N
estan determinados por 2#(V)| para este caso serfa 2* = 16 subconjuntos de N incluyendo al

conjunto vacio.

En la tabla 3.3 se muestran los 16 subconjuntos del conjunto N y se representan con
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Subconjunto | Valor en | Subconj. de llegada | Subconj. de llegada
de partida | decimal | con evolucién a 0 con evolucion a 1
{0,1,2,3 } 15 13 7

{012} 7 9 7
{013} 11 13 6
{023} 13 13 3
{123} 14 12 7
{0,1} 3 9 6
{02} 5 1 3
{03} 9 13 2
{12} 6 8 7
{13} 10 12 4
{23} 1 12 3
{0} 1 1 2
{1} 2 8 4
{2} 4 0 3
{3} 8 12 0
{0} 0 0 0

Tabla 3.3: Relaciones entre subconjuntos para la regla 54.

un valor decimal el cual es obtenido sumando el resultado de elevar la base 2 a la potencia
que indique el elemento del subconjunto. Por ejemplo, el subconjunto { 0,1,2,3 } tiene un
valor decimal 15 puesto que 20 +2' +22 4+ 23 =1+ 2+ 4+ 8 =15. En el caso del conjunto
vacio se asume que éste tiene como valor decimal 0. Los subconjuntos de las columnas 3 y
4 también estan expresados en términos de su valor decimal. La manera de relacionar a los
subconjuntos es la siguiente: tomemos el subconjunto { 0,1,2 } cuyo valor decimal es 7, el
subconjunto con evolucién a 0 con el cual va a establecer una liga estard constituido por ele-
mentos de la columna 2 de la tabla 3.2 que correspondan con los elementos del subconjunto
7 sin repetirlos. En este caso el subconjunto de llegada con evolucién a 0 serfa { 0,3 } el cual
tiene como valor decimal 9. De igual manera se obtiene, aunque tomando la columna 3 de
la tabla 3.2, el subconjunto con evoluciéon a 1 con el cual establece una liga el subconjunto

7, el cual en este caso serfa el subconjunto { 0,1,2 } cuyo valor decimal es 7.

A partir de la tabla 3.3 se puede trazar el diagrama de subconjuntos, este diagrama
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es mostrado en la figura 3.25.

@7

Figura 3.25: Diagrama de subconjuntos de la regla 54.

En la figura 3.25 se observa que los subconjuntos de /N representan nodos los cuales estan
interconectados de acuerdo a la relaciéon de la tabla 3.3. Ademds, las ligas estan etiquetadas

de acuerdo al estado de evolucion que va relacionando a las parejas de nodos.

Una aplicacion importante del diagrama de subconjuntos la podemos encontrar al querer
indentificar configuraciones las cuales son Jardines del Edén. Un ejemplo de una configu-
raciéon de este tipo se da cuando existe una secuencia de conexiones del subconjunto méximo
al subconjunto minimo; en este caso el subconjunto méximo serfa 15 y el minimo seria (.
La configuracion que resulta se obtiene de acuerdo al estado de evolucién que relaciona a las
parejas de nodos. Por ejemplo, si el nodo 15 evoluciona al estado 0 con el nodo 14, y el nodo
14 evoluciona al estado 1 con el nodo 13 y asi sucesivamente hasta llegar al (), los estados de

evolucion que se obtienen a partir de las conexiones constituiran una configuracion Jardin
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del Edén.

3.5 Comentarios

Los automatas celulares surgieron a partir del interés que tuvo en su momento von Neu-
mann por analizar y tratar de reproducir el comportamiento del sistema nervioso humano.
Debido a la complejidad del problema y a la carencia de infraestructura tecnolégica, von
Neumann optd por aprovechar su andlisis tedrico acerca de la computadora conjuntandolo
con investigaciones que pudieran serle utiles para conseguir sus propoésitos. De esta ma-
nera comienza a experimentar con conceptos tales como paralelismo, al trabajar con varias
computadoras o células las cuales a través del manejo de estados en los cuales pueden encon-
trarse se intercomunican durante la ejecucién de un determinado proceso. Asi es como von
Neumann concibe a los autématas celulares, los cuales desde sus origenes han sido aplicados
para ciertos fines practicos tales como el reconocimiento de patrones o el procesamiento de

imégenes.

Una vez que von Neumann empezé a trabajar con automatas celulares, traté de construir
un modelo que consistia en crear un autémata capaz de auto-reproducirse, para entonces, ya
estaba involucrado con lo referente a un término denominado computacion universal. Von
Neumann pudo crear el modelo, pero desgraciadamente fallecié dejando su investigacion in-

conclusa.

Posterior a la muerte de von Neumann, otros investigadores se interesaron en su tra-
bajo y se encontraron con la dificultad de poder llevarlo a la préactica debido a que el modelo
original utilizaba un gran ntmero de estados, lo que lo hacia bastante complejo, asi que se
dieron a la tarea de tratar de reducir el nimero de estados sin perder las propiedades que
debia poseer el autémata. En este sentido se dieron aportaciones interesantes a través del
tiempo, hasta llegar a Life, un autémata que cumplia con los requisitos de auto-reproducirse

y hacer computacion universal, lo que ocasioné un parteaguas en el estudio de los automatas
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celulares.

Con el paso del tiempo, se han ido construyendo fundamentos teéricos debido al interés
que los automatas celulares han despertado en cuanto al andlisis de los aspectos formales de
su comportamiento. Hoy en dia existe gran interés por estudiar a los autématas celulares

en una dimension a partir de las primeras investigaciones que en este sentido realizéo Wolfram.

Se ha demostrado que los autématas celulares uni-dimensionales ofrecen mediante una
dindmica sencilla la reproduccién de comportamientos complejos. Por esta razén se han
creado varios modelos para reproducir el flujo de transito de autos basados en la dindmica
de un automata celular. Los diagramas de Bruijn y de subconjuntos anaden practicidad y
funcionalidad al andlisis de este problema. Con los diagramas de Bruijn y de subconjuntos
podemos saber diversos aspectos que tienen que ver con el comportamiento de un automata
celular uni-dimensional; por ejemplo, podemos saber de que manera van a evolucionar las
células del automata, conocer los diversos ancestros que puede tener una configuracion, y
podemos identificar configuraciones que no pueden ser generadas a partir de otras. En el
siguiente capitulo veremos de que forma podemos aplicar todo esto al andlisis del flujo de

transito de autos.



Capitulo 4

Analizando la regla de AC(2,1) 184

En este capitulo presentamos el modelo para flujo de transito que utiliza la regla de
AC(2,1) 184 y algunas “variantes” propuestas para mejorar el flujo sin modificar las ve-
locidades. Se muestra un analisis utlizando las herramientas citadas en el capitulo anterior
por medio del cual se obtiene la informacién relevante en cuanto a las caracteriticas que

determinan el comportamiento del autémata celular en cuestion.

4.1 Modelo AC(2,1) 184

El modelo que representa el transito de automoviles con la dindmica méas simple es aquel
en el cual los autos se desplazan de izquierda a derecha de manera sincronizada en cada
paso de tiempo a través de un solo carril por la carretera, misma que se representa por un
conjunto de celdas las cuales pueden estar desocupadas u ocupadas por un vehiculo (ver

figura 4.1).

En este modelo, las velocidades de los autos se representan mediante la variable v, la cual
puede tener solo dos valores: 0y 1. Cuando v es igual a 0 significa que el auto esta detenido,

y cuando v es igual a 1 significa que el auto puede avanzar un espacio hacia adelante.

59
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Figura 4.1: Carril de una carretera representada por medio de celdas.

Vecindad | Estado al que evoluciona la célula central
000 0
001
010
011
100
101
110
111

[N o N S SO o Y e

Tabla 4.1: Regla de AC(2,1) 184.

Como podemos notar, los valores que puede asumir v nos indican que los autos sélo pueden
alcanzar una velocidad igual a 1, mismo ntumero de sitios que los vehiculos pueden avanzar
como maximo. De esta manera, la velocidad maxima que pueden alcanzar los autos, la cual
es representada mediante el pardmetro V.. es igual a 1 y el promedio de velocidad es dado

por

1 si p< %
V, = (4.1)
1—;3 en cualquier otro caso.

donde V), es el promedio de velocidad que mantienen los autos después de un nimero deter-
minado de iteraciones. El valor de V), es determinado por la densidad p la cual se representa

por el nimero de autos en la carretera. En la figura 4.2 se ilustra como varfa V), de acuerdo a p.

Se encontré una equivalencia entre la mecanica de este modelo y la regla de AC(2,1)

184 estudiada por Wolfram [101] la cual se muestra en la tabla 4.1.
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Figura 4.2: Promedio de velocidad de los autos en funcién de la densidad.

En el caso de la regla 184, las células que estan en estado 0 representan un sitio vacio
(no un sitio ocupado por un auto con velocidad 0), mientras que las que estan en estado 1
representan un sitio ocupado por un auto (no un sitio ocupado por un auto con velocidad 1).
Al observar esta regla no hay que tomar en cuenta velocidades, solamente hay que observar
que los sitios vacios se representan con el estado 0 y los sitios ocupados con el estado 1. Ha-
ciendo evolucionar este autémata se puede comprobar que los 1’s se desplazan de izquierda

a derecha en cada generacion siempre y cuando haya ceros a su derecha.

Aunque la dinamica de la regla 184 no toma en cuenta las velocidades, su patrén de
comportamiento es equivalente al del modelo que incluye a v y V.. cuando V,,., = 1. Esto
se puede apreciar en la figura 4.3 en la cual se ilustra como se desplazan los autos aplicando

la regla 184 y el modelo que incluye a v v V,,4z.

Se han creado otros modelos a partir de la regla 184, con la variante de que los autos
se desplazan en bloque, con esto lo que se busca es aumentar la fluidez sin modificar el
numero de velocidades diferentes a las que se pueden desplazar los automéviles. Han surgido

modelos como el “transito monitoreado” de Fuk$ y Boccara [24] y una generalizacién del
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v=i, Imas=1 | v=0, Wmax=1 v=i, lYmax=1 v=0, lmax=1
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Figura 4.3: (a) Desplazamiento de los autos aplicando el modelo que incluye los pardmetros
V'Y Viaz- (b) Desplazamiento de los autos aplicando la regla de evoluciéon 184 para un
AC(2,1).

modelo de Takayasu y Takayasu [91], los cuales se explican en las siguientes secciones.

4.2 Modelo de Fuks y Boccara

Fuks y Boccara mencionan que la regla 184 es ineficiente ya que los conductores mantienen

una “actitud defensiva”, la cual ilustran utilizando la configuracion de la figura 4.4.

La primera linea representa las localizaciones de los autos A, B y C en el tiempo ft,
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mientras que la segunda linea representa su localizacién en el tiempo ¢ + 1. Los ceros re-
presentan los sitios vacios. Puesto que el conductor del auto A no sabe si el auto B se va a
mover o no, por seguridad éste no se mueve. Si él pudiese ver que hay un sitio mas adelante
podria predecir que el auto B se movera y que el sitio al frente de él estara vacante en el

siguiente paso de tiempo.

Al B c
O | qhn | O || 0 | 0 | 0
A B c

0&0&0&00

Figura 4.4: Desplazamiento de los autos de acuerdo a la regla 184.

Fuks y Boccara construyeron una regla simple que incorpora tal mecanismo de “prediccién”
de la siguiente forma: el conductor en el sitio ¢ primero observa un bloque de ¢ sitios direc-
tamente enfrente de él (por ejemplo del sitio i + 1 al sitio i + ¢) para saber si al menos un
sitio estd vacio (cabe mencionar que para tener disponible esta informacién los autos tienen
que ser “monitoreados”). Si esto sucede, él mueve su auto un sitio a la derecha, ain si el
sitio 7 4+ 1 esta ocupado ya que sabe que el auto en el sitio i + 1 se movera porque todos los
conductores siguen la misma regla. Si todos los sitios de ¢ + 1 a 7 + ¢ estan ocupados el auto
en el sitio 7 no se movera. La regla anterior se denota por R, ,. Para ¢ = 2, la configuracién

de la figura 4.4 evolucionara en la configuracion de la figura 4.5.

A B C
0 | oumm (agimn| O |aggign| O 0 0
A B C

0 | 0 | |agin| O |gfn| O | O

Figura 4.5: Desplazamiento de los autos de acuerdo al modelo de Fuks y Boccara.

Como podemos ver, los autos A y B ahora se mueven como un “bloque”. Tal bloque
mejora significativamente la fluidez, como se muestra en los diagramas fundamentales de
las figuras 4.6 y 4.7. El modelo de Fuk$ y Boccara es equivalente al AC(2,2) cuya regla de
evolucion es la 3212885888.



64 CAPITULO 4. ANALIZANDO LA REGLA DE AC(2,1) 184

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4 -

0.3 .

0.2 .

0.1 -

Figura 4.6: Diagrama fundamental de la regla 184.

4.3 Generalizacion

Recientemente se propuso una generalizacion de la regla de AC(2,1) 184 con el propésito
de aplicarla en el andlisis de diversos fenémenos del transporte a través de la obtencion de

varias propiedades algebraicas. Su ecuacién de evolucion es

UET = U min(U} L, L U~ min(U, L~ Uy (42

donde Uj'? representa un auto en el sitio j en el tiempo ¢, L es un entero positivo fijo. Se
asume que puede haber L autos como méaximo, es decir, hay L sitios. Podemos comprobar
que si 0 < U! < L para cualquier j, entonces 0 < Uj*' < L se mantiene para cualquier j.
Debido a que la ecuacion 4.2 se obtiene a partir de una ultradiscretizacién de la ecuacion
de Burgers [33] a este automata celular se le conoce como AC Burger (BCA) [71]. Hay que
hacer notar que el BCA es equivalente al AC(2,1) 184 en el caso en el que L = 1. El entero
positivo L puede interpretarse fisicamente como el carril de una carretera que consta de L

sitios.
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Figura 4.7: Diagrama fundamental del modelo de Fuks y Boccara.

4.4 Modelo de arranque lento (SLOW STAR MODEL
S19)

El modelo SIS para tréansito consiste de un solo carril uni-direccional en el cual los autos
no pueden moverse hasta después de haberse detenido y haber esperado por una unidad de
tiempo. El numero de autos bloqueados por los autos que estén en j 4+ 1 en el tiempo t — 1
se representa por Uj'-f_1 — min(U;_l, L — U;H). Esos autos no pueden moverse en el tiempo
t; por lo tanto el maximo nimero de autos que se pueden mover al sitio j en el tiempo ¢ es
dado por U! — {U!™" — min(U;~", L — Ul71)}. De esta forma, la generalizacion del AC SIS
es dada por la ecuacion

Uttt = U + min[U;_, — {Uj_{ —min(U;_}, L - U; ')}, L — U]

j—

—min[U} — {U;~" —min(U"", L = UT)} L — Ul ). (4.3)

Esta generalizacion incluye el modelo original de Takayasu y Takayasu [91] en el caso de
que L = 1. Puesto que Ut! es determinada por U! y U'™!, la ecuacién de evolucién es de

segundo orden en tiempo, de esta forma se incluye una inercia de autos en el modelo.

Existen otros modelos que contemplan la posibilidad de que los autos avancen mas de
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un sitio a la vez, un ejemplo de este tipo de modelos son el EBCA1 y EBCA2 [72], los cuales
son extensiones del Autémata Celular Burger (BCA). En esta tesis no se analizan todos los
modelos existentes puesto que el objetivo no es encontrar el que ofrezca las mejores carac-
teristicas en cuanto a fluidez sino mostrar una perspectiva de andlisis que permita estudiar

cualquier modelo o autémata que represente el comportamiento del transito de autos.

En la siguiente seccién se ilustra lo anterior analizando la regla de AC(2,1) 184.

4.5 Diagramas de Bruijn extendidos

En el capitulo anterior explicamos la forma de construir un diagrama de Bruijn. En el
diagrama de Bruijn estd contenida toda la informacion referente al comportamiento y a las
caracteristicas propias del autéomata celular. En la figura 4.8 se muestra el diagrama de

Bruijn basico de la regla 184.

] Estado 0
0 M Estado 1

Figura 4.8: Diagrama de Bruijn de la regla 184.

A partir del diagrama béasico se pueden obtener, por ejemplo, las configuraciones still
lifes las cuales se observan en el subdiagrama de la figura 4.9. Como se puede apreciar,

solamente se conservan las ligas que representan las vecindades cuya célula central se conserva
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después de aplicar la regla de evolucién. En este subdiagrama existen dos ciclos que llevan
a secuencias infinitas de 0’s y 1’s, las cuales son las configuraciones still lifes.
[] Estado 0

000 111
0 M Estado 1 1

1

Figura 4.9: Subdiagrama que muestra las configuraciones still lifes de la regla 184.

Sin embargo, es dificil identificar mucha informacién a partir del diagrama basico de un
automata. Por esta razon es util analizar subdiagramas derivados del diagrama de Bruijn de
un automata celular especifico como son los diagramas de subconjuntos y de ciclos. Ademas,
el mismo diagrama de Bruijn se puede ampliar utilizando nodos con vecindades parciales
de tamano mas grande que las minimas necesarias para construir el diagrama béasico. Cabe
mencionar que las vecindades parciales deben ser de tamano par puesto que las vecindades

completas que resultan de conectar dos nodos deben ser de tamano impar.

En la figura 4.10 se muestra el diagrama de subconjuntos de la regla 184. En este diagrama
se puede apreciar una ruta que va del nodo etiquetado con el nimero 15 al nodo etiquetado
con el simbolo que representa al conjunto vacio, es decir, del nodo méximo al nodo minimo, lo
cual significa que existen configuraciones del tipo Jardin del Edén. En este caso la secuencia
1100 y todas sus subsecuencias no podran ser producidas a partir de otras configuraciones,

con lo que se comprueba que la regla 184 tiene caracteristicas de inyectividad.

El propésito de utilizar diagramas de Bruijn extendidos es el de poder examinar a detalle

el comportamiento del automata méas alla de una generacion.
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Nodos conectados

Generaciéon 0

Generaciéon 1

Generacion 2

(0000) A (0000)
(0000) A (0001)
(0001)A(0010)
(0001)A(0011)
(0010)A(0100)
(0010)A(0101)
(0011)A(0110)
(0011)A(0111)
(0100) A (1000)
(0100)A(1001)
(0101)A(1010)
(0101)A(1011)
(0110)A(1100)
(0110)A(1101)
(0111)A(1110)
(0111)A(1111)
(1000) A (0000)
(1000)A(0001)
(1001)A(0010)
(1001)A(0011)
(1010)A(0100)
(1010)A(0101)
(1011)A(0110)
(1011)A(0111)
(1100) A (1000)
(1100)A(1001)
(1101)A(1010)
(1101)A(1011)
(1110)A(1100)
(1110)A(1101)
(1111)A(1110)
(1111)A(1111)

00000
00001
00010
00011
00100
00101
00110
00111
01000
01001
01010
01011
01100
01101
01110
01111
10000
10001
10010
10011
10100
10101
10110
10111
11000
11001
11010
11011
11100
11101
11110
11111

000
000
000
001
001
001
010
011
010
010
010
011
101
101
110
111
100
100
100
101
101
101
110
111
100
010
010
011
101
101
110
111

)

— O = O O OO OO O, OO0 OO O

Tabla 4.2: Vecindades de tamano 5 del diagrama de Bruijn extendido de la regla 184.
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Figura 4.10: Diagrama de subconjuntos de la regla 184. Las ligas de color negro representan
subconjuntos que se conectan con otros subconjuntos a través del estado 1, mientras que las
ligas de color gris representan lo mismo pero a través del estado 0.

Para ilustrar lo anterior la tabla 4.2 muestra la estructura del diagrama de Bruijn ex-
tendido a 2 generaciones de la regla de AC(2,1) 184. En la primer columna de izquierda a
derecha se puede observar la forma en que estan conectados los nodos a través del operador
de superposicion A. Para que dos nodos puedan estar conectados se sigue la misma norma
explicada en el capitulo anterior, es decir, los elementos intermedios de las vecindades par-
ciales que constituyen los nodos fuente y destino deben coincidir para conformar junto con
las células inicial y final de los nodos origen y destino respectivamente la vecindad completa,
en este caso, de tamano 5. Estas vecindades, las cuales constituyen la generacién 0 y se
observan en la segunda columna de la tabla 4.2 evolucionan a un solo estado en la segunda
generacion. Para obtener esto se toma la primer célula de izquierda a derecha y las células
restantes que completan la vecindad. En este caso, como se esta trabajando con un automata

(2,1) se toman las dos células de la derecha. Aqui es importante sefialar que no se toman los
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vecinos de la izquierda porque en la evolucion de las secuencias de un diagrama de Bruijn
extendido no se toman en cuenta los limites periddicos. Una vez que se tiene la vecindad se
aplica la regla de evolucién y se obtiene la primera célula de la siguiente generacion, pos-
teriormente se toma la segunda célula de izquierda a derecha y se repite el proceso hasta

completar la secuencia que constituira la siguiente generacion.

oooon

noao 10001 o001 'y

10000 oo 1

ooioo

o001

1000

X
0100 {01 —
. CECT

1001 01010 oo
3 h

"

(J}l
=
k'F)
2
~
=)
2
=]
A‘W
=
2
2

11010

1101

m o

i

o1m
|I1IEIEI 111

Figura 4.11: Diagrama de Bruijn extendido a vecindades parciales de 4 células.

Es importante mencionar que si las vecindades que constituyen las generaciones en la
evolucion del autémata fuesen de tamano par, entonces la evolucion no seria correcta porque
las vecindades estarian incompletas. Para ejemplificar lo anterior tomemos la secuencia
00101 de la generaciéon 0 de la tabla 4.2. Como se menciond anteriormente se toma la primer
célula que en este caso es el 0 y las dos células de la derecha que son 0 y 1 las cuales forman

la vecindad 001. Se aplica la regla de evolucion y se obtiene la primera célula de la siguiente
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generacion la cual es 0. Se repite el proceso hasta obtener la secuencia 001 que serd la
generacion 1 y posteriormente se aplica nuevamente la regla de evolucién para obtener un 0.
Por lo tanto la secuencia 00101 evoluciona al estado 0 en la segunda generacion. El estado 0
sera la etiqueta de la liga que une a los dos nodos que forman la vecindad 00101, estos nodos
son el 0010 y el 0101 6 2 y 5 en notacion decimal. En la figura 4.11 se muestra el diagrama
de Bruijn extendido construido a partir de la tabla 4.2, mientras que en la figura 4.12 se

muestra el diagrama de Bruijn extendido utilizando vecindades parciales de 6 células.
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Figura 4.12: Diagrama de Bruijn extendido a vecindades parciales de 6 células.

El nimero de nodos en un diagrama de Bruijn extendido, al igual que en el diagrama
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bésico, es dado por k* y el nimero de artistas por k% *!.

En el caso del diagrama que
utiliza vecindades parciales de 4 células el nimero de nodos que contiene el diagrama au-
menta debido a que el tamafno de las vecindades que se forman al realizar la operacion de
superposicion es 5 y el radio de vecindad se extiende a 2 vecinos de cada lado. Por lo tanto,
el nimero de nodos es 2%2) = 16 y el nimero de artistas es 223*1 = 32. Lo anterior se
aplica para determinar el nimero de nodos y de aristas de cualquier diagrama de Bruijn

extendido. Luego, la matriz de conectividad del diagrama de la figura 4.11 se define de la

siguiente manera:

00000,0000 00000,0001 Q00010010  Oo001,0011
00010,0100  Ooo10,0101  Ooo11,0110  Loo11,0111
00100,1000  Oo100,1001  Ooto1,1010  Lloto1,1011
MB - Loiro,1100  Lotio,i01 Oorirnno lorniin
L1000,0000 L1ooo,0001 Lioo1,0010 lioot,0011
Lio10,0100 Lioto,0101 Ototr0110 liotr,0111
01100,1000  O1100,1000  O1101,1010  L1101,1011
Litwo,i00  Li1io,0101 Orninanne Lininiim

A través de los diagramas de Bruijn extendidos podemos encontrar los desplazamientos
que tendran ciertas secuencias durante la evolucién del autémata. Estas secuencias se ob-
tienen a partir de la indentificacién de los ciclos en los diagramas de Bruijn y de tomar como
elementos de la secuencia a analizar los estados que etiquetan a las ligas que conectan a los
nodos que forman el ciclo. Para ejemplificar lo anterior tomemos la secuencia 001 formada
de la siguiente manera: el nodo 0010 se conecta con el nodo 0100, y a su vez éste se conecta
con el nodo 1001 y finalmente se cierra el ciclo al conectarse éste ultimo con el nodo 0010
y se forma un pequeno diagrama' que define un acarreo. Si llenamos el espacio que corre-
sponderia a la configuracién inicial del autémata celular con la secuencia 001 (o cualquier
permutacion de la misma) podremos comprobar que al aplicar la regla de evolucién (tomando
ya en cuenta las condiciones de limites periddicos) las células se desplazan 2 posiciones a la

izquierda en una generacién durante la evolucion del autémata.

1Por cuestiones practicas en los subsecuentes diagramas las etiquetas de los nodos estan en notacién
decimal
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En este trabajo se encontraron diversos ciclos dentro de los diagramas de Bruijn ex-
tendidos que generan diferentes secuencias; el propodsito de analizar estas secuencias no es el
de aportar datos directamente a la construccién de un diagrama como el de la figura 4.6. De
hecho lo que se pretende es aportar informacion para poder predecir como se comportaran
ciertas secuencias o ciertas configuraciones con diferentes densidades de autos a través del
tiempo, esto con el fin de complementar los estudios que se basan en el enfoque de construir
diagramas fundamentales y establecer ecuaciones a partir de los resultados que se obtienen
de experimentaciones con diferentes modelos y variables que estos contienen (densidad, ve-

locidad, etc.).

En la figura 4.13 se muestran los subdiagramas contenidos en los diagramas de Bruijn
extendidos los cuales muestran las diferentes secuencias con diversos desplazamientos en 1,2

y 3 generaciones aplicando la regla de AC(2,1) 184.

Como se puede observar en la figura 4.13, existen acarreos tanto a la izquierda como
a la derecha para diferentes densidades de 1’s (autos). Los desplazamientos a la izquierda
nos pueden servir, por ejemplo, para determinar de que manera se comportaran los bloques

de autémoviles en cuanto a su desplazamiento a través del tiempo.

Por otra parte, los desplazamientos a la derecha nos pueden servir para predecir el avance

de ciertas configuraciones de autos sobre la carretera.

Otro tipo de diagrama que también se obtiene a partir del diagrama de Bruijn y que
también nos sirve para analizar a los autématas celulares que representan el comportamiento
del transito a nivel microscépico y a encontrar las propiedades que nos pueden indicar de qué
manera ciertas configuraciones de células se comportaran a través del tiempo es el diagrama
de ciclos. En las figuras 4.14, 4.15 y 4.16 se muestran algunos de los ciclos encontrados en
la regla 184 y estos van desde los que se repiten en una generacién hasta los que se repiten

en diez generaciones. Como se puede observar en las figuras 4.14, 4.15 y 4.16, un autémata
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celular contiene ciclos con caracteristicas diferentes.

Algunos ciclos representan una funcién sobreyectiva como el compuesto por las configu-
raciones 6, 9, 5, 10, 3 y 12 las cuales forman un ciclo de periodo 2. Otros ciclos representan
una funcién biyectiva como el compuesto por las configuraciones 2, 1, 8 y 4 las cuales forman

un ciclo de periodo 4.

A diferencia de los anillos que representan secuencias con diferentes desplazamientos,
lo cual fue explicado anteriormente, los nodos de los diagramas de ciclos representan con-
figuraciones globales dentro de la evolucién del autémata. Esto nos sirve para identificar
ancestros, es decir, si tenemos una configuracion C; por medio de los diagramas de ciclos
podemos conocer cuantas y cuéles configuraciones la pueden generar en t —1. Por ejemplo, si
tenemos la configuracién 11011 podemos saber que esta configuracién tiene cuatro ancestros
en los tiempos t — 1,t — 2,t — 3 y t — 4; estas configuraciones son: 10111, 01111, 11110 y
11101. Esto puede ser muy util para analizar el flujo de transito puesto que si tenemos una
cierta distribucion de los automoviles sobre la carretera podemos determinar paso a paso

como se fue generando ésta en el transcurso del tiempo.

De esta manera el andlisis lo podemos hacer sobre secuencias cortas que nos permiten
enfocarnos al estudio del comportamiento a nivel microscépico de grupos pequetios de autos

o al estudio a nivel macroscépico con configuraciones mas grandes.

Por tdltimo, podemos ver una simulaciéon de flujo de transito de autos representada medi-
ante un diagrama de espacio-tiempo el cual se obtiene a través del diagrama de evoluciones

del autémata celular.
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4.6 Comentarios

Como se menciono al inicio de este capitulo, el modelo que reproduce el flujo de transito
de autos con la dindmica mds simple es el representado por la regla de AC(2,1) 184. Este
ha servido como punto de partida para construir modelos més robustos y por consecuencia
mas complejos y dificiles de analizar. Se han planteado modelos que mejoran la fluidez como
variantes de la regla 184, aunque siendo estrictos no se pueden considerar como tales puesto
que la regla 184, como cualquier automata celular, maneja una dindmica muy precisa y por
tanto el hacer modificaciones a la misma implica que ya no estamos tratando con el mismo

autémata sino con otro que seguramente sera representado por otra regla.

Por otra parte, la simplicidad de la regla 184 tal vez no nos permita profundizar mu-
cho en el andlisis por medio de los diagramas de Bruijn, de subconjuntos y de ciclos, pero
sl nos demuestra que este tipo de herramientas graficas son muy utiles para analizar otros
automatas celulares los cuales reproducen el comportamiento del flujo de transito de autos

de manera maés real en funcién de su complejidad.
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Figura 4.13: Desplazamientos que tienen las células al aplicar la regla de AC(2,1) 184.
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BB BB

Ciclos de longitud 3

Ciclos de longitud 2

Figura 4.14: Ciclos de periodo 1 a periodo 6 de la regla 184.
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Figura 4.15:

Ciclos de longitud &

Ciclos de periodo 7 y periodo 8 de la regla 184.
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Ciclos de longitud 9

Ciclos de longitud 10

Figura 4.16: Ciclos de periodo 9 y periodo 10 de la regla 184.
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LCAU21 Evolution B

184 g |

Figura 4.17: Simulacion del flujo de transito representada mediante el diagrama de evolu-
ciones.



Capitulo 5

Analizando el AC de Kai Nagel en
una dimension

En este capitulo se propone un mecanismo para encontrar reglas de autématas celulares
que reproduzcan el comportamiento del flujo de transito cuando V,,., > 1. Se toma como
base el modelo de Kai Nagel en una dimensiéon y en una direccién. En base a este mo-
delo se presentan dos reglas que reproducen dicho comportamiento y se plantea su nivel de

confiabilidad en base al andlisis previamente realizado.

5.1 Descripcién del modelo

Kai Nagel [57] cre6 un modelo para transito de autos basado en los autématas celulares,
es decir, defini6 un autémata celular el cual trabaja sobre un arreglo uni-dimensional de L
sitios tomando en cuenta condiciones de limites peridédicos. Cada sitio puede estar ocupado

por un vehiculo o vacio (ver Figura 5.1).

A diferencia de otros modelos como el de Fuks y Boccara en el cual los autos pueden

verificar un grupo de ¢ sitios adelante de ellos para saber si hay un lugar vacante que les

81
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Sitio

T T 1T T T 1*T1T 1

- Ccupado |:| Vacio
B | BN N I

Figura 5.1: Arreglo de 10 sitios.

permita avanzar en bloque en el mismo paso de tiempo, en el modelo de Nagel existe una
variable que condiciona el avance de todos y cada uno de los autos que contiene el arreglo.
Esta variable es conocida como gap (claro), la cual representa el nimero total de espacios

vacios enfrente de un auto (ver figura 5.2).

F

gap

Figura 5.2: Ejemplo de un gap con valor 3.

En este modelo si es posible que los autos avancen con una velocidad mayor que 1, es
decir, V.. puede ser mayor que 1, por lo tanto v puede tener diferentes valores entre 0 y
Vinaz para cada uno de los autos. Otra condicionante es que si la velocidad de un auto es
mayor que el niumero de sitios vacios, entonces esa velocidad es reajustada de acuerdo al

espacio disponible para avanzar.
De tal forma, para una configuraciéon arbitraria una actualizacion del sistema consta de
los siguientes pasos consecutivos, los cuales son ejecutados simultdneamente para todos los

vehiculos:

1. Aceleracion: si la velocidad v de un vehiculo es menor que V.., v si hay bastante
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espacio al frente (v < gap — 1), entonces la velocidad se incrementa en uno.

2. Reducir la velocidad (debido a otros autos): si el siguiente vehiculo al frente estd muy

cerca (v > gap + 1), la velocidad se reduce a gap.
Si (v > gap + 1) Entonces v := gap.

3. Movimiento de auto: cada auto avanza v sitios.

V=3
=0 =0 'n_v=l] v=10 =0
o e . o | s
v=7 ,..Y=’ ,..V=1 v=0 v=0
g e e e | Gy

v=1 =71 v=2 =71 v=0
V=7 '_y=2 V=7 '_y=l] v=T

’|.(=1 y=2 '_y=1 =0 '_y=1
¥ =2 =T =0 =T v=1

y=2 r=1 x=0 v Wy=7

’|.!=2 =71 '_y=l] =7 '_y=1‘

V=T =0 '_y=1‘ V=T 1_!:2

|_f=1 =0 '_y=1 '_y=1 y=2
v=0 =T =T x=2 LT
: = = = e
=7 v=7 =2 =1 v=0

Figura 5.3: Flujo de transito de autos aplicando el modelo de Nagel con V.. =3y p=0.5.

5.2 Regla equivalente con un Autémata (2,1)

De acuerdo a lo anterior se utilizé igualmente un arreglo de 10 sitios y se establecié una

configuracion inicial para posteriormente iterarla aplicando los pasos del modelo de Nagel con
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Vecindad | Estado al que evoluciona la célula central
000 1
001
010
011
100
101
110
111

SO O = O

Tabla 5.1: Regla de AC(2,1) 43.

la finalidad de encontrar una regla de autéomata celular que reproduciese el comportamiento

del modelo para transito de autos de Nagel.

L] Estado 0
1 M Estado 1

Figura 5.4: Diagrama de Bruijn de la regla 43.

Como se puede apreciar en la figura 5.3 se iter6 el arreglo dando a V,,,, un valor de 3 y
a la densidad p un valor de 0.5. Como se puede observar, después de la onceava iteracién
se repite la secuencia generada a partir de la configuracion inicial dando como resultado un
ciclo que en términos de la teoria de autémata celular inicia a partir de la generacion 1 y se
cierra en la generacion 10, es decir, es un ciclo de periodo 10. A partir de este ciclo se buscé
una regla de evolucién que representara a un autémata celular (2,1). Por lo tanto se tomé

el arreglo antes de iterarlo como la configuracion inicial del autémata y se verifico el estado
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de evolucion de cada una de las células centrales que conforman las vecindades de tamano 3
en las secuencias generadas durante las iteraciones. De esta manera la regla obtenida es la

43, la cual reproduce el comportamiento del transito bajo el escenario planteado.

Una vez encontrada la regla de evolucion se construyeron los diagramas aplicando la
misma mecanica de andlisis expuesta en los capitulos anteriores para conocer las carac-
teristicas que posee la regla. De esta forma se construyo el diagrama de Bruijn el cual se

muestra en la figura 5.4.

A partir del diagrama de Bruijn se construy6 su diagrama de subconjuntos (ver figura 5.5)
para saber si existen Jardines del Edén para esta regla, encontrando que la secuencia 111
es precisamente de este tipo, aspecto que parece ser desfavorable ya que al trabajar con un
automata celular (2,1) para modelar flujo de transito la naturaleza del mismo nos indica que
solamente hay dos estados, 0 que representa un sitio desocupado y 1 que representa un sitio
ocupado por un auto (igual que en la regla 184), de tal forma que hay una divergencia entre
la regla 43 la cual solamente puede presentar la secuencia 111 en la configuracion inicial y

el modelo de Nagel el cual si permite un grupo de tres autos situados consecutivamente.

Figura 5.5: Diagrama de subconjuntos de la regla 43.
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Lo anterior puede ser un indicio de que la regla 43 no cumple por completo con los
requerimientos para reproducir el transito de autos de manera equivalente al modelo de

Nagel con V0 = 3.

Para verificar lo anterior construimos los diagramas de Bruijn extendidos de los cuales
se obtienen las secuencias que permiten ver los desplazamientos de las mismas con el fin de

comprobar si coinciden éstos con los que se generan en el modelo original.

oopop

oono 10001 , 6

10000 | onood

pooo

10100

o100
1001

gooo o100 01010 oo
b b

@ Le | | e
1o

11DIZID'l 11001 11011

Figura 5.6: Diagrama de Bruijn de la regla 43 extendido a vecindades parciales de 4 células.

Como se ha mencionado anteriormente, de los diagramas de Bruijn se obtienen los ciclos
que construyen secuencias que muestran diferentes desplazamientos a través de la evolucién
del autéomata celular. Para comprobar si la regla 43 representa el comportamiento del mo-
delo de Nagel para trénsito de autos en una dimensién tomemos el subdiagrama integrado
por los nodos 1, 3, 7, 14, 12 y 8 (ver figura 5.8), el cual produce una secuencia que tiene un
desplazamiento de sus células de dos posiciones a la izquierda en una generacion. Si tomamos

esa misma secuencia, la cual puede ser 000111 (o cualquier permutaciéon de ésta) como una
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configuraciéon donde los ceros representan espacios vacios y los unos espacios ocupados con
una velocidad inicial 0 para todos los vehiculos, tendremos como resultado que el desplaza-
miento no coincide con el de la secuencia producida por el subdiagrama ya que la secuencia
000111 se transforma en la secuencia 011100 en la siguiente generacién mientras que apli-
cando el modelo de Nagel la configuracién que se obtiene en el siguiente paso de tiempo es

1**00%*, donde 1 representa un sitio ocupado por un vehiculo con v = 1, * representa un sitio

desocupado y 0 representa un sitio ocupado por un auto con v = 0.
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Figura 5.7: Diagrama de Bruijn de la regla 43 extendido a vecindades parciales de 6 células.
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u]
1 a la izquierda en 2 alaizquierda en 3 alaizquierda en
1generacion 1generacion 1generacion

1 ala derecha en 2 ala derecha en 3 aladerechaen
1generacion 1generacion 1generacion

Figura 5.8: Desplazamientos en una generacion que tienen las células al aplicar la regla de
AC(2,1) 43.

Este tipo de aspectos se pueden observar en otros subdiagamas que representan otros
desplazamientos y que hacen que la regla 43 no represente de manera global el mismo com-
portamiento que al aplicar a una configuracion arbitraria el modelo de Nagel con V.. = 3.
De hecho, estas inconsistencias se pueden observar desde las evoluciones mismas de las células
centrales que conforman las vecindades. Por ejemplo, en la configuracién inicial de la figura
5.3 se puede observar que la vecindad 100 evoluciona a 1 en la siguiente generacién, siendo
1 el estado que representa un sitio ocupado por un auto sin tomar en cuenta velocidades,
mientras que en las subsecuentes generaciones la vecindad 100 evoluciona a 0 tal y como lo

indica la regla.

Este, como otros detalles semejantes tienen varias explicaciones: la primera es que si en
el estado global inicial asumimos que para todos los autos v = 0, entonces por consecuencia
aunque un auto tenga dos espacios vacios adelante de él s6lo avanzara uno de acuerdo a los

pasos del modelo de Nagel y no dos como lo indica la regla 43; la segunda explicacién es que
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la regla solo es consistente mientras p > 0.5, porque en el momento que p < 0.5 la regla se
desajusta del funcionamiento de acuerdo al modelo de Nagel; la tercera explicacion es que al
ser la regla 43 un autémata binario, el reducir la densidad afecta debido a que el autémata
solamente contempla dos estados, los cuales no tienen nada que ver con las velocidades de
los autos, mientras que en el modelo de Nagel el manejar V,,,, con diferentes valores hace
posible un mayor nimero de situaciones las cuales no puede incluir el autémata celular en

cuestion debido a su propia naturaleza.

5.3 Regla equivalente con un Autémata (4,2)

Se puede resumir que la regla 43 tiene limitaciones porque no incluye a todas las variables
involucradas en el modelo de Nagel. Una manera de solucionar esto es que los diferentes
valores que puede tomar v también los pueda tomar k, es decir, que las velocidades de los
autos sean estados que formen parte del autéomata celular que reproduce el flujo de transito

de autos.

En esta seccion se muestra un autémata celular que tiene un comportamiento equivalente
al del modelo de Nagel con V.. = 2. A este automata se le dié por nombre LCATRAF-
FICFLOWVMAX2. Este autémata pasa de ser de tipo (2,1) a tipo (4,2). Es de tipo (4,2)
porque los estados que pueden tomar las células (sitios) son: vacio, ocupado por un auto con
velocidad 0 (estacionado), ocupado por un auto con velocidad 1 y ocupado por un auto con

velocidad 2.

El radio de vecindad se extiende a 2 porque 2 es el nimero maximo de sitios que pueden
avanzar los autos, de esta manera se contemplan todas las configuraciones locales que se
pueden dar con V,,.. = 2. Esta especie de monitoreo a los sitios es algo parecido a lo que se
plantea en el modelo de Fuk$ y Boccara, con la diferencia de que el bloque de sitios que se

revisa en este automata es el mismo en ambas direcciones.
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Es importante mencionar que para un autémata celular (4,2) el nimero total de vecin-
dades es dado por 42+ y el nimero total de reglas de evolucién distintas es dado por
442(2)+1, esto muestra el incremento exponencial del autémata en cuanto a su complejidad y

a la dificultad para analizarlo.

Por lo anterior, es muy complicado revisar todas las reglas para saber cual se ajusta
a las caracteristicas requeridas. Por esta razon se opté por llevar a cabo algo semejante a lo

que se hizo para encontrar la regla de Autémata Celular (2,1) 43.

Para encontrar la regla con comportamiento equivalente al del modelo de Nagel lo que se
hizo fue calcular las 1024 vecindades y posteriormente determinar el estado de evolucién de

cada una de las células centrales en base a la mecanica del modelo original.

En las siguientes figuras se muestran las vecindades y su respectivo estado de evolucion
(segunda y tercer columna de izquierda a derecha). Los elementos del conjunto de estados
de este autémata son K = {0, 1, 2,3} donde 0 representa un sitio vacio, 1 representa un sitio
ocupado por un auto con velocidad 0, 2 un sitio ocupado por un auto con velocidad 1y 3
un sitio ocupado por un auto con velocidad 2. La tercera columna constituye la regla de

evoluciéon del autéomata.



Transiciones
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Figura 5.9: Vecindades que conforman el autémata el cual tiene un comportamiento equi-
valente al del modelo de Nagel con V.., = 2.



92

CAPITULO 5. ANALIZANDO EL AC DE KAI NAGEL EN UNA DIMENSION

Transiciones
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5.3. REGLA EQUIVALENTE CON UN AUTOMATA (4,2)

Transicdones
1211== (1210
(1210== (1211)
M1211== (1212
[M1210== (1213)
(11220== (1220)
(11221== (1221)
(11220== (1222)
122 == (1223
(11231== (1230)
(1231 == (1231
(11231== (1232
M1231== (1233
(11300 == (1300
(11300== (1301)
(130 == (1302
([130== (1303
M1311== (131
M131== (131N
[13== (1312
M131== 133
[M1320== (1320)
M1320== (1321
[M1320== (1322
M1321== (1323
(1133)== (1330)
(11331== (1331
[M133== (1333
(11331== (1333
(12007 == (2000
(12007 == [2001)
(12000 == (2002
(12007 == {2003
(12010== (2010)
(20171== (2011
[201)== (2012)
(12010== (2013
(12027 == (2020
(12020== (2021)
(12027== (2022
(12020== (2023
(12037 == (2030)
(12037 == (2031)
[12031== (2032
(120371 == (2033
[210== (2100)
A201== (2101
[A210== (2102
f2101== (2103
A2111== (2110
[2110== (2111)

Figura 5.9: Continuacion...
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11330
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CAPITULO 5. ANALIZANDO EL AC DE KAI NAGEL EN UNA DIMENSION

Transiciones
(0211 == 21121
[0211) == (2113)
(02271 == (2120
(0212 == (2121]
(0212 == (21220
(OM21 == (2123
[0213) == (2130)
(023 == (21310
[0213) == (2132)
(023 == (2133
(02207 == (22007
(02200 == (2201)
(0220 == (22027
(02200 == (2203)
(0227 == 2210
(0221 == (2211]
(022171 == 22121
(027 == 2213
(02227 == (22200
(0222 == (2221
(0222 == (2222
(022 == (2227
(0223 == (2230)
(0223 == (2231
(02230 == (2232)
(0223) == (2233]
(0230 == (2300)
[0230) == (2301]
(02307 == (2302)
(02307 == (23037
(0231 == (23100
02317 == 2311
(0231 == (23120
(023171 == 23113
(0232) == (2320)
(0232 == (2321)
(023271 == (2322
[0232) == (2323)
(0233 == (2330
[0233) == (2331]
(0233 == (2332
(02337 == (2333
(03007 == (3000)
(03007 == (30017
[0300) == (3002)
(03000 == (3003
(030 == (30100
(0307 == (3011)
(037 == (3012
(030 == (3013)

.0
02112
02113
02120
02121
02122
02123
02130
0213
02132
02135
02200
02201
02202
02203
02210
02211
02212
02213
02220
022
02222
02225
02230
02231
02232
02233
02300
02301
02302
02303
02310
02311
02312
02313
02320
02321
02322
02323
02330
02331
02332
02333
03000
05001
03002
05005
03010
035011
03012
03013

.1
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Transicdones
A2111== (2113
[2110== (2113
M2121== (2120
[A2120== (2121)
[2120== (2122
A2 20== (2123
[213== (2130)
A2131== (213N
M213== (2132
A2131== (2133
(12200 == (2200
f12200== (2201
(12201 == (2202
(12200 == (2203
A2211== (2210
[2210== (2211)
M2211== (2212
A2217== (213
(12220 == (2220)
(12227== (2221
(222 == (2222
(2221== (22273
[223== (2230)
[12231== (2231
[12231== (22327
(1223)1== (2233)
(12307 == (2300
(12300 == (2301)
(12301 == (2302
(12307 == [2303)
(1231== (2310)
A231== (2311
[2310== (2312
M231== (233
[2320== (2320)
[12320== (2321)
(12321== (2322
(12320== (2323
(12331 == (2330
(1233)1== (2331)
(12331 == (2333
(12331== (2333)
(13007 == (3000
(13007 == (3001)
(13000 == (3002
(13007 == (3003
[301)== (3010
C130171== (3011
(301 == (31 A
(1301)== (3013

Figura 5.9: Continuacion...
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Transiciones
(03027 == (30200
[0302) == (3021)
(03027 == (3022)
[0302) == (3023)
[0303) == (30300
(03037 == (30317
[0303) == (3032)
(0303 == (3033
(0310) == (3100]
(O30 == (31017
(007 == (31027
(0300 == (3103
(0311 == (311
[0311) == (3111]
(031 == 3112
(031) == (3113)
(03201 == (3120
O3 == (3121
(032 == (3122
O3 == (3127
(033) == (3130]
(033 == (313N
[033) == (3132)
(0313 == (3137
(03207 == (32007
(03200 == (3201]
(03200 == (3202)
(03207 == (3203]
(03217 == (321
(03217 == (32111
(0321 == (32120
(O3 == 3213
(0322 == (32200
(03227 == (3221)
(0322 == (3222]
(03227 == (3223
(03237 == (32307
(0323 == (3231
(0323 == (3232
[0323) == (3233]
(03300 == (33000
(03307 == (33017
(03300 == (3302)
(03300 == (3303
(0331 == (33100
(03310 == (3311
(0331 == (3312)
(03317 == (3313
(03327 == (3320
[0332) == (3321

.0
03020
035021
03022
03023
03030
0303
03032
03035
03100
0310
03102
03103
03110
03111
03112
03113
03120
03121
03122
03125
03130
03131
03132
03133
03200
03201
035202
03203
03210
03211
03212
03213
03220
03221
03222
03223
03230
03231
03232
03233
03300
0:33M
03302
035305
03310
035311
03312
03313
03320
03321
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5.3. REGLA EQUIVALENTE CON UN AUTOMATA (4,2)

Transicdones
(13027 == (3020
(13020== (3021)
(13021== (3022
(13020 == (3023
(1303 == (3030)
(13037 == (3031
(1303 == (3032)
(130371 == (3033
[310== (3100)
30y == (3010
(30 == (3102
30== (3103
A3 11== (311
[3110== (3111)
A311== (313
[M3111== (3113
3 21== (3120
A== (321N
M3 20== (3122
AH21== (327
M3 == (3130
33 == (313N
M3 == (313
M3 3== (3137
(13200 == (3200
[13200== (3201)
(13200 == (3202
(13200== (3203
(132171== (3210
[1321)== (3211)
[321)== (312
A321== (313
(13220== (3220)
M3221== (3221
(322 == (3222
(1322== (3223
(13231 == (3230
(1323== (3231)
(13231== (3233
(1323)1== (3233
(13307 == (3300
(13307 == (3301]
(133001 == (3302
(133071 == (3303
(1331== (3310
A3310== (331N
[M33)== (3312
M331== (333D
(13327== (3320
(13320== (3321)

Figura 5.9: Continuacion...
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CAPITULO 5. ANALIZANDO EL AC DE KAI NAGEL EN UNA DIMENSION

Transiciones
(0332 == (3322
[0332) == (3323)
(03331 == (3330
[0333) == (3331
(0333 == (33320
(03337 == (3333
(20007 == (0000)
(20007 == (00017
(20007 == (0002]
(200070 == (0003
(20017 == 00107
(20007 == 0011)
(2007 == 0012y
(2001 == (0013)
(20027 == (0020)
(20027 == (00217
(20027 == (0022)
(20027 == (0023
[2003) == (0030)
(20037 == (0031
[2003) == (0032]
[2003) == (0033
(20107 == (0100]
(20100 == (01017
(20107 == 101023
(20107 == (0103]
20117 == 011
(20117 == (0111]
(20117 == 01121
(20117 == 01131
(20127 == (01200
(2027 == [0121)
(20120 == (01220
(20127 == (1123
[2013) == (0130)
(2013 == (0131)
(20137 == (101321
[2013) == (0133)
(20200 == (0200)
(20207 == (02011
(20200 == (0202)
(20207 == 02037
(202171 == 0210
(20217 == 02111
(20217 == (02120
(20217 == 0213
(2022 == (0220]
(20227 == [0221)
(20227 == (0222
(20227 == (0223)

.0
03322
03323
03330
03331
03332
03333
20000
2000
20002
20005
20010
20011
20012
20013
20020
20021
20022
20025
20030
2003
20032
20035
20100
201
2moz
20103
2010
20111
20112
2M13
20120
2mN
20122
20123
20130
20131
232
20133
20200
20201
20202
20203
20210
20211
20212
202135
20220
2021
20222
20223
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Transicones
ME5327== (33220
(13320 == (3323)
(13331 == (3330)
(17333 == (3331
(1333 == (3335)
(333 == (3333
(30000 == (0000)
(30007 == (00013
(30000 == (0002)
(30007 <= (0005)
(30017 == (00100
(30017== (00113
(3001 == (001 2)
(300171 == (0013
(30020 == (0020)
(3002 <= (0021
(30027 == (0022
(30020 == (0023)
(3003 == (0030)
(30037 == (00313
(30031 == (0032)
(3003 == (00335
(30100 == (0100)
(30107 == (01013
(304 00 == (01 0
(30100 == (0103)
(G011 == (0110
(3011 == (0111
E01171== (0112
(301 17== (0113)
(30120 == (0120)
(304 27 == (01213
GE0120== (0122)
(30121== (0123
(3013 == (0130)
(3013 == (0131
(30 3 == (013
(3013)1== (0133)
(30200 <= (0200
(30207 == (0201
(30200 <= (0202
(30200 == (0203
(302171== (0210
(30217== (02113
(30210== (0212
(30217 <= (0213
(30220 <= (0220)
(E0227== (0221
(E0220) == (0222
(30220 == (0223)

Figura 5.9: Continuacion...
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Transiciones
(202371 == (0230
(2023 == (0231
(202371 == (0232
(2023 == (0233)
(20300 == (0300)
(20300 == (03017
(20300 == (0302)
(20307 == (0303
(20317 == 0310)
(2037 == (0311
(20370 == 0312
(20371 == 0313
(20327 == (0320
(20320 == 0321
(20327 == (0322
(2032 == (0323)
(203371 == (033
(203371 == (0331
(2033 == (0332)
(20337 == (0333
(21000 == (1000)
(200 == (1001
(21000 == (1002)
(21007 == (1003
(21 == (01
(217 == 1011
(20 == (10121
(2] == (1013
(210271 == (1020
(21020 == (10217
(21020 == (1022)
(21020 == (1023)
(2103 == (1030)
(2103 == (1031
(2103 == (1032)
(2103 == (1033)
(21100 == (11007
(21107 == (11017
(21100 == (1102)
(21107 == (1103
(211 == (11100
(21110 == 11112
(2111 == (11121
(2111 == (1113
(21127 == (11200
(2120 == (1121
(21127 == (11220
(21120 == (1123
(2113 == (1130
(211371 == (1131

.0
20230
20231
20232
20233
20300
203M
20302
20305
20310
20311
20312
20313
20320
2031
20522
20323
20330
2033
20332
20335
21000
210
21002
21003
21010
21011
2012
21013
21020
2102
21022
20235
21030
21031
21032
21033
21100
2110
21102
21103
21110
21111
21112
21113
21120
211
21122
21123
21130
2113

.1
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5.3. REGLA EQUIVALENTE CON UN AUTOMATA (4,2)

Transicones
(3023 == (0230
(3023 == (0231
(302371 == (0232
(30231 == (0233)
(30300 == (0300)
(30300 == (0301)
(30300 == (0302)
(30300 == (0305
(30310 == (0310)
(30511 == (03113
(303 == (032
(303171== (0313
(30320 == (0320)
(3032 == (0321)
(30320 == (0322
(30320 == (0323)
(303371 == (0330
(305371== (0331
(30331 == (0332)
(3033 == (0333
(31007 == (1000
(31000 <= (1001)
(31007 == (1002
(531000 <= (1005)
01 == (01
(3017== (1011
E 0y == (102
(31017 == (1013
(31020 == (1020)
(302 == (1021)
(31027 == (1022
E1020 == (1023
(31037 == (1030
(3103 == (1051
(31037 == (1032
(31037 == (1033
(30 == 1100
(3107== (1101
G110 == 1102
(3107 == (1103
G 1y== (1110
A1 1== 1111
E111== (1112
E11== 1113
(31127== (1120
GE2== 1121
(31127== (1122
E112== 1123
E11 3= (1130
(31131== (1131

Figura 5.9: Continuacion...
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CAPITULO 5. ANALIZANDO EL AC DE KAI NAGEL EN UNA DIMENSION

Transiciones
(2113 == (11321
(2113 == (1133
(212071 == (1200
(21207 == (1201
(2120 == (1202)
(21200 == (1203
(21217 == (1210
(2121 == 12111
(227 == (1212
(212 == (1213
(2122 == (1220
(2122 == (1221
(2122 == (1222)
(21220 == (1223)
(2123 == (12300
(2123 == (1231
(21231 == (1232
(2123 == (1233
(21300 == (1300)
(21300 == (1301
(2130 == (1302)
(21300 == (1303)
(2137 == (131
(21310 == (1311
(213 == (1312
(2137 == (13
(215320 == (13200
(21327 == (1321
(21321 == (1322
(21320 == (1323
(2133 == (13300
(2133 == (1331
(2133 == (1332)
(21331 == (1333
(22000 == (2000)
(22000 == (2001
(220070 == (2002)
(22000 == (2003)
(22007 == (2010
(22017 == (2011
(22007 == (2012
(22070 == (2013
(220271 == (2020
(22027 == (20211
(2202 == (2022)
(22027 == (2023
(2203 == (2030)
(220371 == (2031
(22037 == (2032
(2203 == (2033)

.0
21132
21133
21200
2120
21202
21203
21210
21211
21212
223
2220
2121
iy JErr
21223
21230
21231
21232
2235
21300
213M
21302
21305
21310
2131
211312
21313
21320
2131
21322
21323
21330
2133
21332
21333
22000
22001
22002
22003
22010
22011
22012
22013
22020
220
22022
22025
22030
22031
22032
22033
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Transicones
G 3== 11132
(31137 == (1133
(31200 <= (1200
(31200 == (1201
(31200 == (1202
(3200 == (1203
(31217== (1210
G 21== (1211)
(31217== (1212
(1 21== (1213
(220 == (1220
(1222 (1221
(322 == (1222
(31227 == (1223
(3 23 == (1230
(31231 == (1231
(3123 == (1232
(3123 == (1233
(31300 == (1300
(3130 == (1301
(31307 == (1302
(31300 == (1305
(31317 == (1310
E1 3 == (1311
(== 133
(31317 == (1313
(3 32 == (1320
(31327 == (1321
(53132 == (1322
(3132 == (1323
(31337 == (1330
(3133 == (1331
(31337 == (1332
(3133 == (1335
(32000 <= (2000)
(32007 == (2001
(320070 == (2002
(32000 == (2003)
(G201 == (2010
(3201 == (2011)
(G201 == (2012
(32010 == (2013
(320271== (2020
(32027 == (2021
(32020 == (2022)
(32020 == (2023
(3203 == (2030)
(32031== (2031
E203 == (2032
(32031 == (2033)

Figura 5.9: Continuacion...
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Transiciones
(2200 == (2100
(22100 == (2101)
(22100 == (2102)
(22100 == (2103)
(22117 == (21100
(221171 == 21111
(22110 == (21120
(22117 == (2113
[(2212) == (2120)
(222 == 2121
(2121 == (2122
(221201 == (2123
(2213 == (2130
[2213) == (2131)
(2213 == (2132
(2213 == (2133)
(22200 == (2200)
(22200 == (2201)
(22200 == (2202)
(22200 == (2203
(222 == (2210]
(22217 == 22111
(222 == (2212)
(22271 == (2213
(222527 == (22207
(2222 == (2221
(222 == (22221
(2222 == (2223
(2223 == (2230
(22231 == (2231]
(2223 == (2232
(2223 == (2237
(22300 == (2300)
(22300 == (2301)
(22300 == (2302)
(22300 == (2303)
(2237 == (23107
(2231 == (2311)
(223101 == 2312
(2231 == (2313)
(2232 == (2320)
(22321 == (2321]
(22320 == (2322)
(2232 == (2323
[2233) == (2330)
(2233 == (2331
(2233 == (2332
(2233 == (2337
(23007 == (3000)
(23007 == (3001]

.0
22100
2210
22102
22103
22110
22111
22112
22113
22120
221
sy )
22123
22130
22131
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22133
22200
222
22202
22205
2210
22211
2212
2213
22220
2221
222
22223
22230
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22232
22233
22300
2230
22302
22303
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2231
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22325
22330
2233
22332
22333
23000
23001
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5.3. REGLA EQUIVALENTE CON UN AUTOMATA (4,2)

Transicones
(G210 == (2100
E20 == (21010
E2101== (2102
E2100== (2103)
GE2110== (2110)
A2 10== 2111
GE2110== (2112)
G211h== (2113
GE2120== (2120)
(2 21== (2120
(A2 2== (2120
E221== (2123
(G213 == (2130
E2M == (2131
G213 == (2132
E213== (2133
(322071 == (2200
(220 == (2201)
(32200 == (2202)
(E2200 == (2203
(E2210<== (2210)
(2= (22113
[E2210== (2232
(32211== (2213
(32220 == (22200
(3222 == (2221
(3222 == (2222
(32220 == (2223
(32231== (2230
(3223 == (2231)
(32231== (2232
[E223 == (2233
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(E231 == (2311
G231 == (2313
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(G232 == (2320)
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(33000 == (3000
(33007 == (3001
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Transiciones
(23000 == (3002)
(23007 == (3003)
(2307 == (3010
(230 == (3011]
(2307 == (30120
(2307 == (3013
[2302) == (30200
(23007 == (3021)
[2302) == (3022)
(23027 == (3023
(23037 == (30307
(23031 == (3031
(2303 == (3032)
[2303) == (3033)
(23100 == (31000
(2310) == (31017
(23100 == (3102)
(2300 == (3103
[2311) == (31100
(2317 == 3111
(2311) == (3112)
(2317 == 3113
(2312 == (3120)
(23201 == (3121
(221 == (3122
(2312 == (3123
(2313 == (3130
(2313) == (3131
(2313 == (3132
(2331 == (3133]
(23200 == (3200)
(23200 == (3201)
(23200 == (3202)
(23200 == (3203
(2321 == (3210)
(23217 == (3211)
(2311 == (312
(2321 == (3213)
(232 == (32200
(2322 == (3221
(2327 == (3222)
(232527 == (3223
(2323 == (3230
(2323 == (3231
(2323 == (3232)
(2323 == (3237
(2330 == (3300]
(23300 == (3301)
(23300 == (3302)
(23300 == (3303)
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Transicones
(33000 == (3002
(33000 == (3003)
(330171== (3010)
(33017 == (3011)
(330170== (3012
(33010 == (3013
(33020 == (3020)
(33027 == (30213
(33020 == (3022
(33020 == (3023
(33030 == (3030
(330571 == (3031
(3303 == (3052
(33031 == (3033
(3310 == (3100
(330 == (31010
E301== (3102
E310 == (3103
(E33110== (3110)
EE1 == (3111
(E311)== (3112
(GE311h== (3113
(E31 2= (3120)
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(E33120== (3123
(3313 == (3130
(E31 3 == (3131
A3 3= (3132
(33 3 == (3133
(33200 == (3200)
(3E200== (32013
(33200 == (3202
(332071== (3203
(E33210== (320)
(33210 == (3211
[33210== (3213
(E33210<== (3213
(33220 == (3220)
(3322 == (3221
(3322 == (3223
(33220 == (3223
(33231== (3230
(3F231== (3231)
(33231== (3232
(3323 == (3233
(33300 == (3300)
(33500 == (3301
(3330 == (3302
(33300 == (3303)
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Tranzsiciones
(233 == 330
(23317 == (3311)
(23310 == (3312)
(2337 == (33D
(23321 == (3320
(23327 == (33210
(2332 == (3322
(2332 == (3323
(2333 == (3330)
(23331 == (3331
(23331 == (3331
(23337 == (3333
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Tranzicones
(33317 == (3310
(33310 == (3311
[33310== (3312
(33310 == (3313
(35527 == (33200
(335327 == (3321)
[F332) == (33220
(33320 == (3323
[3333) == (IF3M
(3535371 == (33311
(3535371 == (3332
(333371 == (3333
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5.3.1 Construccion de los diagramas

En la primer columna de izquierda a derecha de la figura 5.9 se muestran todas y cada una
de las conexiones entre los nodos del diagrama de Bruijn de LCATRAFFICFLOWVMAX2.
Estos nodos estan representados por vecindades parciales de cuatro células, las vecindades
parciales de la izquierda representan a los nodos fuente mientras que las vecindades parciales
de la derecha representan a los nodos destino. Como se mencion6 anteriormente, el incre-
mento en el nimero de estados y en el radio de vecindad de un autémata celular hace que
su tamano crezca de manera exponencial. Por esta razon su nivel de complejidad también
crece de manera exponencial y por consecuencia el andalisis del mismo requiere una mayor

cantidad de tiempo y esfuerzo.

La construccién del diagrama de Bruijn de LCATRAFFICFLOWVMAX2 es bastante
laboriosa por los motivos ya expuestos, y aunque el programa NXLCAU lo proporciona de
manera automadtica, lo muestra de forma desordenada, lo que hace préacticamente imposible
analizarlo sin tener que invertir una buena cantidad de tiempo en darle forma legible. Por
esta razon, se optd por construirlo de manera manual con el fin de llevar a cabo el analisis
paso a paso. Por otra parte, en el caso del diagrama de subconjuntos no fue posible cons-
truirlo manualmente debido a que la cantidad de nodos es demasiado grande, es decir, el

nimero de nodos que contiene el diagrama de subconjuntos de este autémata es dado por 22°6.

El diagrama de Bruijn de LCATRAFFICFLOWVMAX2 contiene un total de 42?) = 256
nodos y 423+1 = 1024 aristas las cuales representan las 1024 vecindades. En la figura 5.10

se muestra solo un fragmento del diagrama de Bruijn construido.

Como se puede observar en la figura 5.10, es dificil ubicar los diferentes ciclos los cuales
estan todos contenidos en el diagrama debido al tamano y la cantidad de aristas que se cruzan
unas con otras. Por esta razén se buscé una forma mas practica de localizar los anillos que
contiene el diagrama para verificar si las secuencias que generan tienen desplazamientos

constantes, tal y como se planted para la regla 184 y la regla 43. Una manera alterna a
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[CJEstada 0
Il E=tado 1
I Estado 2
[ Estado 2

Figura 5.10: Fragmento del diagrama de Bruijn de LCATRAFFICFLOWVMAX2 el cual
tiene un comportamiento equivalente al del modelo de Nagel con V.. = 2.

la representacion tipica del diagrama de Bruijn es dibujarlo como una especie de arbol,
donde cada una de las vecindades parciales de la primer columna de la figura 5.9 tiene una
representacion decimal. Estas vecindades estdn ordenadas de forma ascendente de acuerdo
al nimero de estados y a las posibles combinaciones. Asi pues, la raiz del arbol serfa el nodo
etiquetado con el nimero 0, sus ramas son los nodos 1,2 y 3 puesto que de acuerdo a la figura
5.9 son los nodos con los que se conecta el nodo 0, ademaés de la conexion hacia si mismo.
Siguiendo esta mecanica las ramas del nodo 1 serian los nodos 4,5,6 y 7 y las del nodo 2 los

nodos 8,9,10 y 11.
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Figura 5.11: Arbol que representa las conexiones entre los nodos del diagrama de Bruijn. En
esta figura el arbol estd representado de manera resumida. Se puede observar que en algunos
casos solo aparecen conectados los nodos que representan el inicio del rango de interconexion.
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Como podemos notar, la conexién entre nodos sigue un patron de 1 a 4 por la naturaleza
del automata que se esta analizando y la forma en que se construyen los diagramas de Bruijn,
es decir, cada nodo origen tiene 4 destinos y los origenes y destinos estan conectados en forma

sucesiva de menor a mayor.

De esta manera, al llegar al nodo 63 tenemos que sus ramas son los nodos 252,253,254
y 255 con lo cual se llega al total de nodos del diagrama. De tal forma, al pasar al nodo
64 éste se ramificard o se conectard con los nodos 0,1,2 y 3 (los cuales ya serfan hojas del
arbol). Reiniciando nuevamente desde 0, con esto tenemos que cada 64 origenes se repiten
nuevamente los destinos con lo que se asegura la simetria del diagrama al tener cada nodo 4

aristas de salida y 4 aristas de llegada.

En la figura 5.11 se muestra el arbol ya elaborado de la manera antes descrita. En
esta figura se representa el arbol de manera resumida por cuestiones de espacio. Por medio
de este arbol es mas facil localizar los ciclos ya que s6lamente hay que tomar como inicio
del mismo algin nodo del arbol y seguir sus ramificaciones hasta encontrarlo nuevamente;
si no es el caso, entonces la secuencia de nodos seleccionada no forma ningun ciclo. Como
ejemplo de lo anterior esta el ciclo formado de la siguiente manera: 0 — 2 — 8 — 35 —
142 — 56 — 226 — 136 — 32 — 128 — 0. Este mismo ciclo, como otros, se muestran en
las subsecuentes figuras en la notacién original (vecindades parciales de cuatro céluas) que
se mostro en la figura 5.9, de tal forma que el ciclo equivalente expresado en la otra notacién

es: 0000 — 0002 — 0020 — 0203 — 2032 — 0320 — 3202 — 2020 — 0200 — 2000 — 0000.

Una vez que se localiza un ciclo se verifica si la secuencia generada tiene desplazamientos
constantes de todas sus células al aplicar la regla de evolucién. Recordemos que la secuencia
estd constituida por los estados de evolucién de cada una de las células centrales las cuales
forman parte de las vecindades que se obtienen al efectuar la operacién de superposicién, la
cual se ve reflejada graficamente en la conexion entre los nodos. A continuacion se muestran
tanto ciclos que producen secuencias sin acarreo hacia la derecha como ciclos que producen

secuencias con diferentes tipos de acarreo.
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Figura 5.12: Anillos que generan secuencias en las cuales las células no tienen desplazamien-
tos uniformes hacia la derecha.
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5aladerechaen3
generacioneso1a
la izquierda en una
generacion.

2 ala derechaen
una generacion.

10 a la derecha 10
una generaciones

Todas 6 a la derecha
en 10 generaciones
excepto la 4ta. célula.

Figura 5.13: Anillos que generan secuencias en las cuales las células tienen desplazamientos
uniformes hacia la derecha.
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En la figura 5.12 se observan algunos de los anillos o ciclos contenidos en el diagrama de
Bruijn que dan origen a diferentes secuencias las cuales no tienen un deplazamiento uniforme
hacia la derecha de todas sus células a través de la evolucion del automata. Otro aspecto
interesante que podemos resaltar y que se muestra también en la figura 5.12 es que anillos
con diferentes estructuras generan la misma secuencia, es decir, podemos ubicar en el dia-

grama de Bruijn las diversas maneras en que es posible construir una determinada secuencia.

Aunque las secuencias mostradas en la figura 5.12 y muchas otras que se analizaron
durante la investigacién no tengan desplazamientos que permitan establecer con certeza cual
sera su comportamiento a través del tiempo, el andlisis de las mismas nos permite encontrar
otras secuencias que si presentan diferentes acarreos, esto se da porque al analizar una se-
cuencia lo que se hace es iterarla n veces hasta que el proceso entra en un ciclo, una vez que
se cierra el ciclo se verifica si existe acarreo o no, si no existe de cualquier forma la secuencia
que inicia el ciclo si presenta un acarreo, aunque ésta es generada por un anillo distinto al

que originalmente se estd analizando.

Para ejemplificar lo anterior tomemos el anillo que produce la secuencia 00111003, al
iterarla observamos que entra en un ciclo en la tercera generacion el cual es de periodo 8,
si tomamos ahora la secuencia que inicia el ciclo encontraremos que las células tienen un
co-rrimiento de 8 sitios a la derecha en 8 generaciones, esta secuencia es producida por el
anillo formado por los nodos 0202 — 2023 — 0230 — 2302 — 3020 — 0200 — 2002 —
0020 — 0202. Es natural pensar que si tomamos una secuencia que inicia un ciclo el corrim-
iento de las células va a ser igual al periodo del ciclo. El problema es que nuestro enfoque
es conforme al anédlisis de flujo de transito y lo que a nosotros nos interesa es predecir el
avance de las células o autos a determinados intervalos de tiempo. Por esta razén, aunque las
secuencias se repitan esto no asegura que el avance va a ser constante para todas las células.

Lo que si podemos determinar a través de los ciclos es el avance de los autos a nivel individual.

Es importante mencionar que al trabajar con un autéomata celular de mas estados y

bajo la perspectiva de andlisis que tenemos el alterar la estructura de una secuencia implica
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que el corrimiento también va a ser alterado, a diferencia de las secuencias generadas por
los anillos de los autématas de tipo (2,1) mostradas en los capitulos anteriores, donde men-
cionamos que dado un acarreo, éste se mantiene constante para la secuencia que lo presenta

o cualquier permutacion de la misma.

Lo anterior se puede comprobar observando la figura 5.13 en la cual se muestran diferentes
tipos de corrimientos, en la parte inferior izquierda podemos ver dos anillos que construyen
secuencias las cuales tienen un desplazamiento de dos posiciones a la derecha en una ge-
neracion, la secuencia producida por el anillo de la izquierda originalmente no presenta este
tipo de desplazamiento, pero si hacemos una permutacién colocando dos o tres ceros entre
las células que estan en los estados 2 y 3, entonces el corrimiento se produce. Otro punto
importante es que la clasificacién que hemos mostrado en las figuras 5.12 y 5.13 de los anillos
con desplazamientos uniformes y no uniformes la hemos hecho en base a que basicamente
los corrimientos que maéas nos interesa ubicar son hacia la derecha debido a la dindamica de
los modelos para flujo de transito de autos, sin embargo, en practicamente todos los anillos
podemos observar un corrimiento de 1 sitio a la izquierda en una generacion, esta carac-
teristica es propia del fenémeno de transito vehicular y tiene su explicacion en las ondas

cinematicas de acuerdo a la teorfa de Lighthill-Whitham.

En la figura 5.14 se muestran algunos de los ciclos del LCATRAFFICFLOWVMAX?2
obtenidos de las mismas secuencias analizadas para identificar acarreos, estos ciclos son de
diferente longitud o periodo. En algunos ciclos de la figura 5.14 se muestran secuencias que
tienen mds de un ancestro, con lo que identificamos en el automata celular caracteristicas

de sobreyectividad.
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Figura 5.14: Algunos ciclos de diferentes periodos del LCATRAFFICFLOWVMAX2.
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5.3.2 Comentarios

Mediante el tipo de andlisis propuesto en este capitulo podemos observar el compor-
tamiento a nivel macroscopico del autémata, podemos determinar el comportamiento que
tendran grupos de células o las células individualmente si el andlisis lo realizamos a nivel
microscopico. Por ejemplo, si tomamos la secuencia 21020030 mostrada en la figura 5.14
y suponemos, como lo mencionan algunos autores, que por cada sitio que avanza un auto
recorre una distancia de 7.5 metros podemos determinar que todos los autos recorrerdn una
distancia de 60 metros en 8 pasos de tiempo con un promedio de velocidad V, = 1 de
acuerdo a la ecuacion 4.1. Con esto podemos verificar que si p < 0.5 entonces V,, = 1, esto
comprueba que el enfoque de andlisis propuesto en esta tesis se ajusta a los parametros es-

tablecidos por otros autores en sus ecuaciones para analizar el problema del transito de autos.

Por otro lado, el no haber construido el diagrama de subconjuntos no nos pemite deter-
minar con certeza cuales son las configuraciones de tipo Jardin del Edén, aunque podemos
sospechar que varias secuencias que analizamos pueden ser configuraciones de este tipo. La
identificacién de los Jardines del Edén nos puede servir para ubicar aquellas configuraciones
que no se pueden construir a partir de otras configuraciones, esto se puede interpretar como
todas aquellas situaciones que propician que el transito se altere de manera extraordinaria.
Algunas de estas situaciones pueden ser: que ocurra algin accidente, que haya una marcha

de personas, que choquen los autos, etcétera.
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Capitulo 6

Conclusiones

El comportamiento del transito de autos representa un dificil problema en cuanto al
analisis que hay que realizar para pretender caracterizarlo. Existen muchos trabajos de in-
vestigacion en este sentido, orientados hacia diferentes puntos con el fin de abarcar el mayor

numero de aspectos posibles involucrados en este sistema complejo.

Unos de los objetivos de este trabajo de investigacion es el de poder aportar un enfoque
de analisis, que en un determinado momento pudiera ser 1util si se emprendiera un proyecto
de investigacion para caracterizar el comportamiento del transito de autos de alguna ciudad
de la Republica Mexicana. Este tipo de proyecto evidentemente seria mucho més extenso
y requeriria de varias personas para trabajar en él. Otro objetivo, que no es excluyente
del anterior, es el de poder aportar elementos que apoyen y fortalezcan el desarrollo de la

investigacién sobre flujo de trafico.

6.1 Resultados obtenidos

Se analizaron cuatro automatas celulares que de alguna manera reproducen el compor-

tamiento del transito de autos, se incorporaron herramientas graficas para analizar dichos

113
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automatas, se propuso una forma alterna de identificar los anillos contenidos en diagramas
de Bruijn muy grandes a partir de la construcciéon de una especie de arbol balanceado y
se plante6 la compatibilidad que existe entre los resultados que se obtienen aplicando la
mecanica de analisis propuesta en esta tesis y los que se obtienen mediante los métodos que

ya estan bien establecidos.

6.2 Programa ilustrativo de LCATRAFFICFLOWYV-
MAX2

Se desarrollé un programa computacional en PROGRESS version 8.0 que ilustra el com-
portamiento de LCATRAFFICFLOWVMAX2. Este programa tiene una estructura parecida
al applet que se encuentra disponible en [76] y del cual se muestra la pantalla principal en

la seccion 2.5.

Béasicamente, el programa consta de seis opciones. Se puede visualizar la evolucion del
autémata a través de un arreglo o configuracién pequena o grande, segin sea la seleccion del
usuario. El usuario puede generar una configuracién inicial aleatoria o la puede especificar

célula por célula.

Otra caracteristica del programa es que una vez que da inicio la evolucion del autémata, el
usuario puede detenerla y reiniciarla en cualquier momento. Esto es 1til si el usuario quiere
verificar a que estado va a evolucionar cada célula en la siguiente generacién. Ademas, en el
margen derecho se van mostrando la velocidad y flujo promedios, asi como una grafica de los
mismos en la parte inferior. Este despliegue se hace por etapa, paso de tiempo o generacién
durante la evolucién del automata celular. Una vez que concluye la evolucién, aparecen
en el margen izquierdo la velocidad y flujo promedios globales, junto con la densidad. A
continuacién se muestran las principales pantallas que componen el programa desarrollado

en esta tesis para ilustrar el comportamiento de LCATRAFFICFLOWVMAX2.
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Simulacion de Transito de Autos utilizando el A. C. LCATRAFFICFLDWYMAXZ

Acerca de

- Etapalvelocidad Promedio|Flujo Promedio]
Configuracién
i| aleatoria 0o 0,00 0,00
B LCATRAFFICFLOWYMAX?2 - Aceica de E o0 000 000
Especificar - -
nfi iz ula] 0,00 0,00
SRR @b Simulacion de Transito de Autos utilizando el A C. o0 0.00 000
7 | Iniciar I: tg:liéT::‘EF":FLOWVMﬂX2 0o 0,00 0,00
= | simulacién : 0o 0.00 0.00
ula] 0,00 0,00
@ Detener Centro de INVestigacion y de EStudios AVanzados 0o 0.00 0,00
simulacion @ René Rodiiguez Zamora i) 0.00 0.00
renerz{@coneo. unam. mx oo 0,00 0,00
b Continuar oo 0,00 0.00
simulacién Derechos Reservados 2002 oo 0.00 0.00
oo 0.00 0.oo
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Simulacion de Transito de Autos utilizando el A. C. LCATRAFFICFLOWWVMAX2
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GRAFICA QUE REPRESENTA LA VELOCIDAD ¥ EL FLUJO PROMEDIOS UTILIZANDO EL A.C. LCATRAFFICFLOWYMAX2
P
1.780° ’i Flujo
L.50%F Promedio
1 250
1 E
0. 75h ’i\.’elocidad
0. 50k Promedio =
0.250 T
o1 z 3 4 5 I 7 E 3 0 11 1z 13 14 1§ 1§ 17 1§ 13 zo 21
Etapas |
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Figura 6.3: Pantalla donde se genera una configuracion inicial aleatoria.
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Figura 6.4: Pantalla donde se muestra la evolucion del autémata con un arreglo pequeno.
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N este cazo Vmax = 2, es decr Vmax = 4.5 KM/H.
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6.3 'Trabajos futuros

Esta investigacion se puede extender bastante si se pretende seguir analizando a fondo
el automata celular LCATRAFFICFLOWVMAX2 o si se pretende estudiar otro autémata
celular més complejo que incluya mas velocidades para los autos. Algunos de los trabajos

futuros pueden ser:

e Encontrar y analizar autématas celulares que incluyan mas velocidades para los autos.
Se podrfa intentar analizar un autémata de orden (7,5), el cual incluirfa cinco veloci-
dades, nimero maximo con el que se ha podido trabajar. Es importante mencionar
que para simulaciones de flujo de transito los valores de V.. pueden tener valores

correspondientes en kilémetros o millas por hora.

e Extender el estudio del autéomata celular LCATRAFFICFLOWVMAX2 con la finali-
dad de ubicar mas y mejor sus caracteristicas. Esto nos puede servir para establecer
una formalizacién mas precisa de la mecanica de andlisis propuesta en esta tesis, lo
que seria muy importante a la hora de analizar autématas celulares mas complejos que

representen el comportamiento del transito de autos.

e Realizar un programa en computadora que represente una simulacion de transito de
autos. Este programa debe presentar resultados en cuanto al comportamiento del
transito de autos utilizando como base la dinamica de la regla de autémata celular que
lo esta representando. Se puede incorporar el elemento estocéstico, aunque de hecho
este elemento en los modelos para flujo de transito en una dimension solo se utiliza para
que los autos en un determinado momento disminuyan sus velocidades y modifiquen

el sistema, esto con la finalidad de que sean mas apegados a la realidad.

e Realizar un programa en computadora que ordene la informacién contenida en los dia-
gramas de Bruijn y en los diagramas de subconjuntos, que automatice la construccion

del arbol planteado en esta tesis y la identificacion y clasificacén de los desplazamientos
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que tienen las células durante la evolucion del automata con la finalidad de analizar el

comportamiento del transito tanto a nivel microscépico como a nivel macroscopico.

e [dentificar autématas celulares que reproduzcan el comportamiento de los modelos para

flujo de transito de autos en dos dimensiones.
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