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INTRODUCCION

El objetivo principal de este trabajo es obtener una familiarizacién adecuada con el compor-
tamiento, tanto del Espectro de Frecuencias Normales como de los Modos Normales de Vibracién
asociados, en Redes Unidimensionales con Interacciones a Primeros vecinos, por lo que el analisis
se hace para diferentes modelos.

Atn cuando los problemas reales ocurren en dos y tres dimensiones, es importante el estudio en
una dimensién porque en principio, los problemas se simplifican desde el punto de vista matematico,
pero es posible extender las herramientas matematicas a los problemas mas complejos.

La utilidad también estriba en que a partir del Espectro se pueden obtener propiedades ter-
modindmicas tales como el calor especifico, la energia libre de Helmholtz, etc., propiedades épticas
de solidos como la absorcién o emisién de radiacion electromagnética. Asi mismo, existe una con-
siderable similaridad entre el comportamiento de los electrones en semiconductores, de las ondas
espinoriales en materiales magnéticos y las vibraciones en redes cristalinas.

El analisis se hace mediante el uso de las llamadas Matrices de Transferencia, una técnica
antigua que por ejemplo es inherente en el libro de Brillouin [1], “Wave Propagation in Periodic
Structures” y en el trabajo de H. Matsuda [2], donde él también hace referencia a otros autores que
han empleado la misma técnica.

El primer capitulo se plantean las bases tedricas para el andlisis de Interacciones a Vecinos
Lejanos, J. Ortega y H. V. McIntosh [3] han hecho un extenso estudio para Interacciones a Segundos
Vecinos.

En el Cap. II se fundamentan las bases teéricas para Interacciones a Primeros Vecinos.

En el tercero se analizan los diferenes modelos de cadenas, tales como la Cadena Uniforme con
las diferentes condiciones a la frontera que pueden existir; la cadena con las dos clases posibles de
defectos, ya sea en masa o en la constante elastica; cadena Diatémica con variacién en la razén de
masas y con defecto en la masa; cadenas no uniformes del tipo sencillo, como en las que su masa varia
linealmente, exponencialmente y en forma de una distribucién gaussiana. Los comportamientos de
todos los modelos anteriores se ilustran con gréficas tanto del Espectro como de los Modos asociados,
obtenidas mediante Computadora.

Finalmente en el Cap. IV se obienen dos representaciones para las Matrices de Transferencia,
una “vectorial” y otra como arcos sobre una superficie hiperbdlica, que son muy similares a las
representaciones de Matrices Ortogonales.






Capitulo 1

Breve analisis de vibraciones en
cadenas con interacciones a
vecinos lejanos

1.1 Matriz de movimiento

Consideremos una cadena lineal de N masas ligadas por resortes, en la que existen ligas de cada
una de las particulas hasta con su K-ésimo vecino, y se supone que tinicamente existen este tipo de
fuerzas, la figura nos muestra dicha cadena, que puede tener sus extremos confinados, libres o una
combinacion.

1 -1 {1 < Iy 4+ As

OO

si asumimos que la Ley de Hooke es vélida, es decir, las amplitudes de vibracién son pequenas, la
ecuacién de movimiento para la particula i es

K

m;T; = Z k‘ij (l‘H_]‘ + i — 21‘1‘) (Il)
j=1

donde k;; corresponde a la constante de resorte que liga a las particulas i y j, m; es la masa
de la particula ¢ y x; es el desplazamiento que sufre la particula ¢, que en todo el andlisis lo
consideraremos como un desplazamiento transversal, ya que en principio, el tratamiento de este
tipo de desplazamientos y los longitudinales es el mismo.

Sélo que la validez de esta ecuacién, estd limitada para los valores de ¢ que cumplen k£ + 1 <
1 < N — k, ya que para las particulas de los extremos de la cadena, no existen exactamente sus k
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vecinos, entonces para eliminar la restriccién del indice, en otras palabras, establecer una ecuacién
que sea valida para toda particula de la cadena, se supone que existen k particulas ficticias a cada
lado de la red, con desplazamientos £y 4k, TN4k—-1""*s TN+1 ¥ Lo, T—1 -, T_k—1, Cuyos valores se
postulan idénticamente cero.

En forma matricial las Ecs. (I.1) son

mydy ] [ =2k ki .. ki 1T z1 7
mgfg kgl —2]<)22 . k’gk k‘27k+1 0 T2
ki1 kio oo —2kg . kk’gk
myly | = .- x (1.2)
0 kN—k,N
| myEN | i knn-x ... —2knny | | 2N |

se observa que la matriz de las constantes elasticas, tiene elementos distintos de cero, linicamente
en una banda de 2k + 1 diagonales, la diagonal principal esta en el centro de la banda.

Si definimos a M como la siguiente matriz diagonal

0 mo ... 0
M= . . . .
0 my

a K como la matriz de las k;; y a X como el vector columna de los desplazamientos de cada una
de las particulas, en forma concisa la ecuacién (I.2) queda

MX =KX (1.3)

Desde el punto de vista algebraico, el método mas simple para obtener la solucién de la ecuacion
anterior, es multiplicar por M !, con lo que se tiene

X=MT1'KX (1.4)
Si suponemos que X es un eigenvector de la matriz M 'K, se obtiene

M'KX =\X (L5)

o también



que se reconoce como una ecuacion diferencial para los modos normales de movimiento, las solu-
ciones en términos de exponenciales complejas se conocen muy bien, pero la inconveniencia primor-
dial del proceso anterior es que, la matriz M ~' K no es simétrica cuando las masas de las particulas
son distintas, que implica que los calculos numéricos sean mas laboriosos, atin cuando la derivacién
algebraica se simplifique.

El obstédculo anterior se elimina si definimos
Y = M'Y/2Xx (1.7)
ya que entonces la ecuacién (1.3) se puede escribir de la siguiente manera
Y =(MY2K MYy (1.8)

en donde ahora M~Y2K M~'/? es una matriz simétrica, y gracias a ello es posible trabajar con
sus eigenvalores y eigenvectores que van a ser ortogonales, los elementos de dicha matriz son de la
forma

m4im;

De cualquier manera, la matriz que necesita ser diagonalizada es (2K + 1) diagonal, que permite
emplear una técnica recursiva para obtener sus eigenvalores y eigenvectores. Para evitar confusién
denotemos por A a la matriz (2K + 1) diagonal, sin tener en cuenta si es MK 6 M~Y/2K M~1/?
y examinemos su ecuacion de eigenvalores, que es a lo que tenemos que avocarnos

AX = AX (1.9)

1.2 Matriz de transferencia

Si se escribe la ecuacién anterior en términos de las componentes de X, se tiene

k
Ax; = Z Qi it Titj (1.10)

j=—k

para toda ¢ = 1,2, ..., N; ya que, como dijimos al principio

—(k+1)<¢<0
=0 (I.11a)

N+1<I{<N+Ek

de (I.10) es posible escribir



k—1

vk =Y CiXiy; (1.11b)
j=—
donde
Cj= -2+ g (L1lc)
@itk
Y A
Co = — Q44
@itk

Se ve que las ecuaciones (I.11b) tienen la forma de una relaciéon de diferencia finita, que de-
finen a x;y; en términos de los desplazamientos de sus 2K particulas antecesoras. De las muchas
técnicas, para obtener la solucién de sistemas lineas de ecuaciones de diferencia finita, una de las
méas adecuadas es establecer el sistema en forma matricial. Entonces si se aaden a las ecuaciones
(I.11b) las 2K — 1 identidades triviales.

Titj = Tiyj —k+1<j<k-1

producen un sistema que se escribe como

Tiyk C—k C_pp1 Cr—1 Tigk—1
Titk—1 1 0 0 Titk—2
= (1.12)
: 0 0
Ti—k+1 0 . 1 0 Ti—k
o de una manera mas concisa
Zi=T; Z;_1 (1.13)

A la matriz T; de coeficientes es a la que se le denomina Matriz de Transferencia, debido a
que mediante su uso podemos conocer el desplazamiento de la particula i + &, si se conocen los
desplazamientos de sus 2K particulas antecesoras, y es posible efectuarlo desde la particula 1 hasta
la N + K, que es en realidad en lo que estamos interesados. Asi se tiene

Zn = TnZn-
ZN71 = TN—1ZN72
Z1 = TZy

si se efectua la cadena de sustituciones, se tiene

ZN :TNTNfl... le() :TZO (114)



donde 7 denota al producto de las N matrices de transferencia que para una cadena arbitraria todas
ellas son distintas, el producto es en el orden correspondiente a la sucesiéon de particulas de que esté
compuesta la cadena. Para una cadena uniforme, es decir, en la que todas las masas constantes de
resorte son las mismas, se tiene una simplificacién ya que todas las T} son iguales y por lo tanto

r=TN (I.15)

Es claro, que los elementos de 7 son polinomios en A, ya que cada 7T; depende en A.

Donde los vectores Zy y Zy escritos explicitamente son:

TN+k
TN+k—1

ZN = TN+1
TN

| TN—k+1

Tk
Tk—1

Zy = x
Zo

[ T—k+1 ]

ahora bien, si hacemos uso de las condiciones suplementarias (I.11a), éstos toman la siguiente forma

N = 0
TN

| TN—k+1

Tk
Tp—1




De la ecuacién (I1.14) podemos escribir el siguiente sistema homogéneo de ecuaciones lineales

T11Zk + T12Xk—1 + ... + T1kT1 = 0
To1Xk + To2Xp—1 + ...+ TopZ1 = 0
(1.16)
Th 1Tk + ThoXp—1 + ...+ Teex1 = 0
donde cada 7;; = 7;(\) ,j=1,2,...,k
Sabemos que existird una soluciéon no trivial para las z1,x9,...,2 si y s6lo si se cumple lo
siguiente
T11 T12 oo Tk
T21 T22 o T2k
=0 (I.17)
Tkl Tk2 Tkk

que es otra forma de establecer la ecuacién caracteristica para A que era de esperarse, ya que las
condiciones suplementarias, no son otra cosa que un tipo de condiciones a las frontera.

Es claro que los desplazamientos iniciales x, zx_1, ..., 21 forman un eigenvector de la submatriz
de T perteneciente al eigenvalor cero.

1.3 Interpretacion de los eigenvalores y eigenvectores de la
matriz de transferencia.

Es conveniente, examinar los eigenvalores y eigenvectores de la matriz de Transferencia T', es decir,
considerar un segundo problema de eigenvalores.

TZ = pZ (113)

asi, cuando 2K desplazamientos sucesivos forman un eigenvector de T', se tiene que cada componente
es multiplicada por el factor p al pasar de una particula a la siguiente. La interpretaciéon natural
de estos eigenvectores es que definen la descomposicién de los desplazamientos de las particulas
de ondas, cuya constante de propagacién es p. Como p puede ser real o complejo, imaginario, de
modulo 1 6 diferente; es posible distinguir la propagacién de ondas, de forma creciente o decreciente,
oscilaciones, o una mezcla, respectivamente.

A menudo el logaritmo de p es més til

uw=e¥ (1.19)

v a ¢ es a lo que se le denomina como numero de onda de Z.

En el caso de una cadena homogénea, ya hemos visto que

r=TN



Entonces teniendo los eigenvalores y eigenvectores de T' uno puede aplicar el Teorema Espectral
para expresar a T’ como

2k . .
li >< i
T = A ——— 1.20

;; < )i > (1:20)

donde

|t >< i
< ili >

es el operador de Proyeccion para el eigenvalor \;, en el caso de que lo eigenvectores no estén
normalizados.

Con lo anterior es muy facil calcular cualquier potencia de T', ya que si uno aplica el Teorema
de Sylvester, se tiene

2k . .
>< 1
TN = AV li><i| 1.21

;; bl > (L21)

1.4 Conclusiones

Esencialmente se tienen tres problemas de eigenvalores distintos por resolver, en este enfoque para
las vibraciones de una cadena lineal, y que son:

1. La determinacién de las frecuencias naturales o de resonancia y los modos normales de vi-
bracién, que implica hallar los eigenvalores A y los eigenvectores X de la matriz de movimiento

A.

2. La determinacién de los nimeros de onda de los modos normales y ondas, que significa
encontrar los eigenvalores p y eigenvectores Z de la matriz de Transferencia T'.

3. La determinacion del vector aniquilado por la submatriz de 7, que tnicamente puede ocurrir
para ciertas frecuencias.

Mucho del andlisis de la interaccién general hasta el k-ésimo vecino, se simplifica enormemente
si uno considera Unicamente interacciones a primeros vecinos, en los capitulos siguientes es el tinico
tipo de interacciones que se analizan, ya que T es de dimensién 2 y la ecuacién (I1.17) es un simple
polinomio y no una ecuacién determinantal.
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Capitulo 2

Dinamica de una red
unidimensional con interacciones a
primeros vecinos

2.1 Matriz de movimiento

En el caso en que tnicamente existen interacciones a primeros vecinos, es decir, se considera que
las masas estan ligadas por resortes a sus vecinos mas préximos, como lo muestra la figura

i a-Z i-1 4 A+ N

la ecuacién de movimiento para la particula i es

mi&; = —kii—1(2 — 2i—1) — kiip1 (2 — Tig1) (IL1)

si denotamos

ki = —kii—1 — kit

se tiene

Mm% = kii—12-1 + ki + ki (IL.2)

Al igual que en el Cap. anterior, suponemos que existen ahora unicamente dos particulas
ficticias, una a cada lado de la red y cuyos desplazamientos son idénticamente cero, por lo que la
ecuaci6n (I1.2) es vélida para toda i =1,2,...,N.

Entonces el conjunto de Ecs. (I1.2) dan lugar a un sistema de Ecs. diferenciales, con una matriz
de coeficientes Tridiagonal, explicitamente se tiene

11



mlfv'l kll klg . I

mgi‘z k‘21 k’gg 0 xI2
= . .. . (11.3)

MNIN 0 knnN TN

Como estamos considerando que las masa de las particulas son distintas, nos conviene hacer la
transformacion del capitulo anterior.

Y = MY2X (IL.4)

donde M es la misma matriz diagonal de antes, y X sigue siendo el vector de los desplazamientos
de las particulas.

Asi, si K es la matriz de los coeficientes eldsticos, se tiene

Y=M1Y2K MYy (IL.5)

donde los elementos de la matriz M~/2 K M~1/2 son de la forma

(11.6)

mg; m;

Si denotamos a la matriz de arriba por A, la Ec. de movimiento para la cadena, en el sistema
de coordenadas definidas (I1.4) es

Y1 ai; a2 Y1

a2 | Y2 az1 az a3 0 Yo

s _| o | (1.7
YN 0 aNN YN

Ahora bien, la cadena puede tener sus extremos fijos a una pared, que es como se ha considerado,
pero de las Ecs. (I1.2) es claro, que para analizar una cadena con sus extremos libres sélo hay que
modificar los elementos a11 y ayn, ya que si para extremos confinados sus valores eran

11 = —Q12 — @10 ANN = —GN,N—1 — OGN ,N+1 (IL.8)

ahora son

I !
ap = —ai2 any = —GN,N—1 (119)

y para el caso de una combinacién, es decir, un extremo libre y otro confinado, se elige una constante
de (I1.8) y otra de (I1.9) segin sea el caso.

El que uno sélo tenga que modificar los elementos a11 y an n es un resultado de haber introducido
las particulas ficticias.

Si suponemos que Y es eigenvector de A, se tiene

AY =AY (I1.10)

12



o también

Y =\Y (IT.11)

entonces nuestro problema consiste en obtener los eigenvalores y eigenvectores de A, ya que la
Ec. (II.11) se reconoce como una FEc. diferencial para los Modos Normales de Vibracion y los
A son precisamente las frecuencias naturales o de resonancia para el Sistema, la resolucién del
problema por métodos analiticos en el caso general no es posible, excepto para el caso de una cadena
homogénea, en el que si es posible hallar la solucién analitica, para los demés casos hay necesidad
de utilizar métodos numéricos para obtener el espectro de frecuencias y los Modos Normales de
Vibracién.

2.2 Matriz de transferencia

De la Ec. (I1.10) podemos escribir para el renglén 4

AYi =Qii—1 Yim1 + Gii Yi + Qiit1 Yit1 (I1.12)
despejando y;t1
_A—ai Qi,i—1
Yiy1 = i Yi—1
Qi i+1 Qi i+1
si anadimos la Ec. trivial
Yi = Yi (I1.13)
se tiene
. A—ag; _ Qii—1 )
yi"rl — Qi i1 Qi1 yZ (1114>
Yi 1 0 Yi—1
la matriz

A—a;; _ Gii—1
CZ"Z_ — |: Qi i1 Qi i1 :| (1115)

es precisamente la Matriz de Transferencia, para una red lineal con interacciones a Primeros Vecinos,
ya que si conocemos y; y y;—1 podemos conocer y;1 aplicando 7; al vector, cuyas componentes son
precisamente los desplazamientos de las dos particulas antecesoras a i + 1.

Es posible escribir a la Ec. (II.14) como

Zi=T; Zi_1 (11.16)
la Ec. anterior es véalida para toda ¢ teniendo Uinicamente en cuenta que

13



Yo =Yyn+1 =0

entonces es posible tener la sucesién

Zn = TINZn-
In-1 = Tn-1 Zn-2
Z1 = TvZy
si efectuamos las sustituciones
Zn=TNTn_1.. ThZy =72y (I1.17)

Ahora bién, cada T; es una funcién de A, ya que cada elemento es funcién de ella, entonces el
producto de todas las Matrices de Transferencia también lo van a ser, en particular el elemento 71
es un polinomio de grado N en A, que puede mostrarse multiplicando alguna de ellas, asi

M A—Gitii+1 Qg1
Q41,042 Q41,542
Tiy1 = (I1.18)
L 1 0 i
r A—Qit2i42 _ Git2,i41 7
Ai42,i4+3 @i42,i+3
Tiye = (IL.19)
L 1 0 i

multiplicando T; dada por la ecuacién (I1,15), por T;4; se tiene

A—Qit1i+1 _ Qitil A—a;i Qi1
Qit1,i+2 Qit1,i+2 541 Qi,it1
T T =
1 0 1 0
A—ait1i41)(A=aii) @iy, i1 (A =Gig1,i41)
Qit1,i+205,i41 Qit1,i42 Qiitl Qit1,it2
A—a;; _ Qi1
Qi,it1 @i it1

la matriz anterior por 7;,9 resulta ser

A=aiy2,i42)(A—ait1,i+1)(A—ais) —i,i+1(A=ait1,i41)(A=Qiy2,i42)
Qi+2,54+3 Ai41,i+2 Qi i41 Qi q41 Ai4+1,i+2 Ai+2,i+3
it1,i (A—ait2,i42)  @it2,i41(A—a44) Qit2,i41 iji—1
Q41,342 Ai+2,i+3 QAi4+2,i4+3A5,34+1 Qi4+2 342 Qg 541
A=ait1,i41)(A=aii) ait1, _Qii—1(A—@iy1,i41)
QAi41,i+2 Qi 41 Q41,342 Qi 41 QAi41,i+2

14



y asi sucesivamente, llegaremos a la conclusiéon de que cada uno de los elementos de la matriz 7, es
un polinomio en A, y es claro que 717 es de grado N, que es lo que queriamos mostrar.

Si sustituimos en (I1.17) las expresiones para Z, y Zy, se tiene

0 m o U | [w
_ (I1.20)
w ]| g Lo

de donde THV) y1 = 0y como y; # 0 ya que si fuera cero, implicaria que todos los desplazamientos

de las particulas serian cero, que es un caso sin importancia; lo anterior se puede mostrar facilmente,
va que de (I1.16)

Zi=TTi_1... ThZy =179 Z, (I1.21)
explicitamente
Yit1 D G (7
Yi 7'2(;71) 7'2(;72) 0
asi
Yi+1 = 7'1(? n
(11.22)
I (= )
Yi = To1 Y1

entonces si y; = 0, implica que y;41 = y; = 0 para toda ¢, en otras palabras las particulas no se
desplazan, que es lo que se deseaba mostrar, ademas, como se sabe el vector cero no puede ser
Eigenvector.

Ahora bién, como

|T;| = S #0 para toda ¢ (11.23)

Qg 41

lo que implica que para cada una de las Matrices de Transferencia existe su matriz inversa, por lo
que es posible escribir

Zo =107, (I1.24)
donde 7" est4 denotando a la matriz inversa de la Ec (I1.21), explicitamente

iyt i—1)"1
Y1 7'1(1) 7'1(2 : Yi+1
= (I1.24")

o] Lo g [l

de la Ec. de arriba, es claro, que si y;41 = y; = 0 implicaria que y; = 0 y como ya hemos mostrado
que si esto ocurre, el vector formado por los y; no seria Eigenvector de la matriz de Movimiento,
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entonces podemos asegurar que es imposible que dos particulas adyacentes de la Cadena tengan
desplazamiento nulo simultaneamente.

Retornando a la ec. (I1.20) se tiene

™) =0 (11.25)

que es otra forma de establecer la Ecuacion Caracteristica de A, ya que 78} (\) es un polinomio en
A de grado N, entonces es claro que salvo un factor, se trata del polinomio caracteristico de A, que
es un resultado que se esperaba, ya que se obtiene de imponer las condiciones a la frontera

Yo =yn+1 =0

2.3 Interpretacion de los eigenvalores y eigenvectores de la
matriz de transferencia

Al igual que en el Capitulo anterior, si suponemos ahora que los desplazamientos de dos particulas
adyacentes forman un Eigenvector de la Matriz de Transferencia, es decir, considerar un segundo
problema de eigenvalores de la forma

TZ = uz (11.26)

se tiene que cada componente es multiplicada por el factor p al ir de una particula a otra sucesiva.
Desde el punto de vista fisico, esto significa que dichos Eigenvectores definen una descomposicién
de los desplazamientos de las particulas de Ondas, cuya constante de propagacién es u; y como ella
puede ser real, compleja o imaginaria, de valor absoluto 1 6 distinto de él, es posible distinguir la
propagacién de las ondas, en forma exponencial creciente o decreciente, de una manera oscilatoria
o una mezcla, respectivamente.

Muchas veces, como veremos en los capitulos que siguen, no es més 1til el logaritmo de p, es
decir
w=e¥ (11.27)

v a ¢ es lo que se conoce como Numero de Onda del Figenvector Z.

2.4 Conclusiones

Podemos concluir, que a lo que nos avocaremos en los siguientes capitulos, es a resolver los siguientes
problemas.

1. Determinar los Eigenvalores A y Eigenvectores Y de la Matriz de Movimiento A, en otras
palabras, hallar el espectro de vibracién de Cadenas Lineales con Interacciones a Primeros
Vecinos y a los Modos Normales de Vibracién, respectivamente.

2. Determinar los niimeros de Onda de los Modos Normales de Vibraciéon y las Ondas, que
implica obtener los Eigenvalores p y Eigenvectores Z de la Matriz de Transferencia T

3. Finalmente proponer un cierto valor para el desplazamiento de la particula 1, en tal forma de
obtener una normalizacién adecuada para los Eigenvectores de la Matriz A.
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Capitulo 3

Analisis de diferentes modelos de
redes lineales

3.1 Cadena homogénea

En este modelo se considera, que todas las masas de las particulas son iguales, lo mismo que las
constantes de resorte, por lo que es posible obtener una soluciéon analitica para el comportamiento
de dicha cadena, es decir, podemos obtener explicitamente y de una forma sencilla, las frecuencias
de resonancia y los modos normales de vibracién.

Entonces lo que se considera es

m; =m 1=1,2,...,.N
(IT1.1)
b k i# ]
Y —2k i=7
y la matriz de movimiento tiene la forma muy sencilla
aq 1
L 1 -2 1 0
A= =21 (111.2)
m
0 1
1 an

donde a; y an tienen un valor, de acuerdo con el tipo de condiciones a la frontera que estemos
considerando, es decir
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ay

a1

ay

ay

an =

an =

-1 anN =

—2 an =

3.1.1 Extremos confinados

—2  extremos fijos

-1 extremos libres

-1

Para este caso todas las matrices de Transferencia son de la forma

donde

1

)\—ag
r| 5

apg =

(I11.3)
—2  un extremo libre
y el otro confinado

_01 } (I11.4)
—2k

m

k
— I11.5
= (111.5)

a; =

Como ya se ha mencionado antes, con una Cadena homogénea, el producto de matrices de Trans-
ferencia resulta ser la matriz elevada a una potencia igual a la longitud de la misma, explicitamente

la Ec. (II.17) se convierte en

Zn =TNZ, (I11.6)

Calculemos los Eigenvalores y Eigenvectores de T' para poder evaluar cualquier potencia de ella,

pero antes denotemos

CcC =

entonces la Ec. caracteristica de T es

explicitamente

)\—(LO

; (I11.7)
-1
iy ] =0 (IT1.8)



a la relacién de arriba es lo que se conoce como Relacion de Dispersion; si se hace la sustitucion

g = cosh ¢ (I11.9)
se obtiene
1 = cosh ¢ + y/cosh? o — 1

pero como

cosh? p — 1 = senh? ¢
entonces

1 = cosh o £ senh ¢
finalmente

pe = et? (I11.10)

ahora bien, los elementos de la Matriz de Transferencia son reales, por lo que podemos hacer las
siguientes conclusiones, de las Ecs. (II1.7) y (II1.9):

. . A—a . . . s
i) Si 5 = 1 entonces ¢ es real, y dependiendo en el signo, corresponde a una propagacion de

las ondas en forma exponencial creciente o decreciente para ¢ > 0 6 ¢ < 0 respectivamente.
i) Si—1< )‘2%1“10 < 1 entonces ¢ = i3, que corresponde a una propagacién oscilatoria.

iii) Finalmente si )‘2;?‘) < —1implica que ¢ = a+i7 y se trata de un tipo de oscilacién creciente o
decreciente, dependiendo en el signo de ¢, ya que en este caso las particulas vecinas alternan

en el signo de sus desplazamientos.

Es claro de la Ec. (II1.10) que en cada caso ocurren los dos posibles, y asi como ejemplo en el
segundo, la combinacién da lugar a la propagacién de una Onda viajera.

Después del anélisis anterior, calculamos los Eigenvectores correspondientes
c —1 1] 1
1 0 uw | THE| w
de la segunda relacién

l=ptu

por lo tanto

U4y = —
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explicitamente
uy =et? (I1.11)
Para los Eigenvectores izquierdos se tiene

RV A BV

utilizando la segunda ecuacion

U=
de donde
U= —Ht
finalmente
vy = —eT® (I11.12)

Para hacer uso del Teorema Espectral, calculemos los Operadores de Proyeccién correspon-
dientes, haciendo uso de la notacién de Dirac

j - \ui >< ”Uj:‘
< vi|ui >
ahora bien
lusr ><wvy| = ! [ve 1]
U+
. V4 1
- V+ U+ U+
y
<vilug > = [’Ui 1] 1
U+t

= U+ + Ut

haciendo uso de las Ecs. (IIL.11) y (II1.12), se tiene

—e¥ 1
P -1 e ¥
+ —e¥ + e ¥



o también

[ T }
1 —_e ¥
po=t- 7] (IT1.13)

—e ¥ +e®

—e ¥ 1

1 ¥
P =—>= (I11.14)

2senh ¢

con lo anterior podemos escribir
e¥ e? -1 e~ ¥ —e % 1

T=—— 111.15
2senhy [ 1 —e? } i 2senhy [ -1 e” } ( )

Aplicando el Teorema de Sylvester

TN _ eNe  [er -1 e Ne [ —em? 1
~ 2senhp | 1 —e¥ 2senhy -1 e

) eN+1)p _ —(N+1)p —(eNe —eN¥)
2Senh90 eNSD — e_NSO _(e(N_l)SO — 6_(N_1)50)
finalmente
1 senh(N + 1)¢ —senh N ¢
TN — o (IT1.16)
senti @ senhN ¢ —senh(N — 1)y

Entonces de las Ecs. (I1.25) y (II1.16), se tiene la siguiente Ec. que nos determina las frecuencias
posibles de vibracién

senh(N +1)p

0 II1.17
senh ¢ ( )

como
senhy # 0o

se tiene que
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senh(N + 1) =0
la Ec. anterior se cumple para los siguientes valores
(N+1D)p=4Lri 0=0,+1,4+2 ..., +(N +1)
de donde

Ir i
N+1

o= (I11.18)

nos interesa el cosh ¢, que podemos calcularlo de la Ec. de arriba y que es

i
h _ sh
coshy cosh o=
{m
= cos
N+1
pero de las Ecs (I11.9) y (IIL.7) se puede escribir
A — ao Iy
= cos
2@1 N +1

finalmente se obtienen las frecuencias de resonancia que estan dadas por la siguiente relacién

A = ag + 2a;cos (I11.19)

7r
N+1
los valores de A dados por la Ec. de arriba son los tnicos posibles. A primera vista se obtienen més
de N frecuencias distintas; pero en principio el cos es una funcién par, por lo tanto los argumentos
negativos proporcionan un valor idéntico al de los positivos; restan los valoresde f =0y ¢ = N +1,
pero de la Ec (II1.18) se tiene que ¢ = 0 y ¢ = 7 i respectivamente, que se tienen que eliminar
porque de lo contrario, desde el punto de vista fisico nos dicen que todas las particulas tienen el
mismo desplazamiento, lo cual es falso porque estamos tratando con una red lineal con extremos
fijos, entonces £ en la Ec. (I11.19) sélo puede tomar los valores 1,2, ..., N.

bl

Para obtener las componentes de los Modos Normales de Vibracion, hacemos uso de la Ec.

5 =]

ya que sabemos como obtener T7 y que es

Ti _ 1 senh(j + 1)p —senh j ¢
~ senhgp senhj ¢ —senh(j — 1)p

de donde
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~senh j ¢
~ senh ¢

haciendo uso de la Ec. (III.18), se tiene

_ senh(j¢ mi/N +1)

Yi= senh(¢ 7 ¢/N + 1) o
o también
senjlm /N +1
Yi= """, N
sen {7 /N +1
si hacemos
y1 =sen({ w/N + 1)
que siempre es posible, se obtiene finalmente
yj =sen(j L /N +1) (I11.20)

que es la componente j del Eigenvector £

3.1.2 Extremos libres

En este caso las unicas Matrices de Transferencia distintas, son las correspondientes a las particulas
1y N, pero tienen una forma sencilla, que es la siguiente

A—a -1
== (1m1.21)
donde
k
0= ——
m
y ay es la misma de antes.
Esta vez la Ec. (I1.17) es
In=Tn TN2 T\ Z (I11.22)
pero es posible transformarla en
Zny = T, T'TTN2TT-'Ty Ty
(111.22")

TNnT1TNT1T Z,
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como antes
A=ao  _1

y TV es la misma de la Ec. (II1.16).

Calculemos los productos que nos interesan y que en principio son T 'Ty y TnT !

0 1 ’\a‘la -1 1 0
'y = =
A— a—a
-1 al“” 1 0 o= =
y
Ase ] 0 1 1 —oa
TNT ! = —
1 0 -1 2@ 0 1

efectuemos ahora el producto TNT—1T}

1 [ senh(N +1)¢ —senhN¢ 1 0
™1 ' = -
senhie | senhNyp —senh(N — 1)p a1
1 senh(N +1)¢ — “=*senh Ny —senhN¢
- senhyp a—a
| senh(N)p — “7%senh(N — 1)¢ —senh(N —1)p

finalmente la matriz anterior por Ty 7!

1 —es senh(N + 1)¢ — “tsenh Ny —senh N 1
T 0 1 senh Ny — [(a — ap)/ay]senh(N — 1) —senh(N — 1)¢ senhep
senh(N + 1)p — ﬂaa;f‘”senhNga —senhN ¢
= ! +Msenh(N — 1y —I—La‘))senh(N -1y
senhy aq a
senhNp — %senh(N — 1y —senh(N — 1)¢

en este caso la Ec. que nos determina las frecuencias es

senh(N + 1)p — ﬂaa;lao)senh]\hp + (a_a#senh(N -1y
1
=0

senhyp
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nuevamente como senh ¢ # 0o, se tiene entonces que

2 _ _ 2
senh(N + 1) — 29790 N + Msenh(]\f —1)p=0 (I11.23)

ay ai

las soluciones de la Ec. de arriba no son muy obvias, hay necesidad de utilizar métodos numéricos
para obtenerlas, en este trabajo no resolvemos directamente las Ecs. sino que diagonalizamos
la Matriz de Movimiento para obtener el cuadrado de las frecuencias naturales del sistema, més
adelante se mostraran los resultados, que se obtienen para modelos de cadenas unidimensionales
mas complicados que el anterior.

3.1.3 Un extremo libre y el otro confinado

i) Particula 1 libre.- Para este caso la inica Matriz de Transferencia distinta, es la perteneciente
a dicha particula y tiene la forma de (II1.21), asi la matriz 7 tiene la expresién

r=TNT7'T) (I11.24)
en el caso anterior la hemos obtenido explicitamente y es

senh(N + 1) ¢ — % senhN ¢ —senhN ¢

h
SO | senh N 0 — (a%f") senh(N — 1)p —senh(N — 1)¢

por lo que ahora la Ec. para obtener los Eigenvalores es

senh(N + 1)p — (a=ay)

senhNp =0 (111.25)
ay

lo mismo que dijimos para las soluciones de (II1.23), se aplica para (II1.24) y claramente para el
siguiente caso, en el que la particula N sera la libre.

ii) Particula N libre.- Ahora 7 tiene la estructura

=TT TN (I11.26)

ya conocemos la expresién del producto TwT ! sélo resta multiplicarlo por TV, con lo que se
obtiene lo siguiente

1 —la—ao) senh(N +1)¢  —senh N

a 1
T = ' o
0 1 senh Ny —senh(N —1)p | S ¥
1 senh(N + 1)907(1771%) senh N —senh N + % senh(N — 1)¢
senhy senh Ny —senh(N — 1)y

la Ec. deseada es
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senh(N + 1) — L2799 (N = 0 (I11.27)
a1

que es idéntica a (II1.25), que es un resultado que ya se esperaba.

3.2 Cadena con un defecto puntual

Los defectos puntuales que consideramos son de dos clases, en uno el llamado defecto en masa,
es aquél en el que una de las particulas, difiere de las demds en su masa; el otro es en el que
una de las constantes de resorte es distinta a las otras. Si se combinan los defectos primitivos en
varias formas, es posible obtener modificaciones mas complejas en la cadena, mas adelante haremos
algunas variaciones.

3.2.1 Defecto en masa

Esta vez analizaremos el comportamiento de una red unidimensional, cuando una de sus masas, la
hacemos variar entre sus dos limites posibles, es decir, desde un valor igual a cero, hasta un valor
muy grande y en el limite que tienda a infinito; permaneciendo las demés masas constantes.

Consideremos que cada una de las masas de las particulas de la cadena, tenga un valor igual
a m, excepto la particula 7, que corresponde al defecto y que tiene un valor M, también hacemos
que todas las constantes de resorte sean iguales a k, en otras palabras, se trata de una cadena
homogénea con excepcion de la particula i.

Si introducimos la notacion

k
= — 111.2
0= (111.28)
la Matriz de Transferencia para la particula 7 es
At+2a -1
(I11.29)
1 0

para las demds particulas, todas las matrices tienen la forma de (111.4).

Si suponemos que a la izquierda del defecto hay L particulas y a la derecha N — L — 1, como se
muestra en la figura siguiente

N

como siempre, se pueden tener distintas condiciones a la frontera, pero en la parte anterior ya hemos
visto el tratamiento para las distintas clases de condiciones, entonces por ahora supondremos que
la cadena tiene extremos fijos. Asi la matriz que describe el movimiento de toda la red la podemos
escribir como
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A—ap -1 N—-L-1 A42a -1 A—ao -1 L
ay a ai
. (I11.30)
1 0 1 0 1 0
pero es posible escribir (I11.29) como
At2a Azao g e 0
- ' + (I11.31)
1 0 1 0 0 0
donde
1 1
=A-—— 111.32
=25 - ) (111.32)
sustituyendo (ITL.31) en (I11.30) se tiene
,\glao RRE A;ao 1N )\;lao 11F
T = + e
1 0 1 0 0 0 1 0
Podemos evaluar facilmente las potencias de las matrices recordando que
A —
% _ cosh %)
2a1
se tiene entonces
A;—l‘m I R 1 senh (N — L)y —senh (N —L—1)p
10 senh @ | Goih (N~ L — 1) —senh (N — L — 2)p
Azao g 7t senh (L + 1) —senh L
o 1 2 2
1 0 senh senh L ¢ —senh (L — 1)y

donde la primera matriz, representa el comportamiento de un segmento de la cadena original a la
derecha del defecto, y la segunda el de un segmento a la izquierda.

Haciendo uso de (II1.16) y de las Ecs. de arriba, 7 tiene la forma

1 senh (N +1)p —senh N ¢
T = @
senh senh N ¢ —senh (N + 1)p
senh(N — L) senh(L + 1)y —senh(N — L) ¢ senhL ¢

+e€
2
senh” ¢ senh(N — L — 1)¢ senh(L + 1)¢ —senh(N — L — 1) ¢ senhL ¢
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entonces la condicién que determina las frecuencias para este modelo es

senh(N + 1)¢ n
senh ¢ senh? ¢

senh(N — L)y senh(L + 1)p =0 (I11.33)

nuevamente como

senh ¢ # o0

es posible escribir (II1.33) de la siguiente forma

senh(N + 1)¢

senh(N—L)e senh(L+1)¢
senhe

finalmente si hacemos uso de (II1.32) y de las expresiones para a y a1, la Ec. de arriba queda

senh(N + 1)¢ . M-m

li
Asenh(N—L)p senh(ZL+)p  k (I11.33")
senh ¢

la interpretacién que podemos hacer de la fraccién racional de arriba es la siguiente, las raices del
numerador corresponden, salvo un factor, a las frecuencias de la cadena sin modificaciones, y los
ceros del denominador o polos de la fraccién corresponden a las frecuencias de tres cadenas, una con
L particulas, otra de N — L —1 y la de la masa modificada. Las intersecciones de la fraccion racional

y la constante que aparece a la derecha de (II1.33") nos proporcionan las frecuencias posibles para
la red con un defecto en masa.

La fig. (3.1) nos muestra la gréfica de la funcién dada por (I1I1.33")

Figura 3.1:

Si analizamos los dos limites posibles de M, es claro de la grafica, que cuando M crece, las
frecuencias disminuyen, esto se debe a que todos los eigenvalores son negativos, que es un resultado
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ya esperado, porque si aplicamos el Teorema de Gerschgorin a nuestra matriz de movimiento,
hallaremos que el intervalo posible para nuestros eigenvalores es negativo. En el limite cuando
M — o0, las intersecciones de la fraccién racional y la constante, ocurren en los polos, lo que nos
indica que la cadena se separa en dos, con N — 1 particulas en total y la masa modificada actia
como un extremo confinante, ademéas todas las frecuencias disminuyen a su valor minimo, y una de
ellas en el limite tiende a cero.

Cuando la constante es cero, la interseccion es precisamente en las raices que corresponden a la
cadena sin modificacién, que es de esperarse ya que en este caso M = m

Finalmente si M — 0, las frecuencias van a aumentar hasta un cierto valor que correspondera
a M = 0, ellas van a estar dadas por la inteseccién de la asintota m/k con la fraccién racional,
excepto una frecuencia que tiende a ser infinita.

En este ultimo limite, desde el punto de vista fisico lo que sucede es que la particula no existe,
entonces los dos resortes que originalmente estaban ligados a la particula se unen directamente,
dando lugar a que un grado de libertad se pierda y se tenga un resorte con constante k; = k/2, lo
anterior se puede mostrar si efectuamos el producto de las tres siguientes Matrices de Transferencia

M M m
Myt2 -1 Myt —1][ mas+2 —1

1 0 1 0 1 0

que corresponden a las particulas, vecina derecha del defecto, el defecto y la vecina izquierda
respectivamente. Se encuentra que se obtiene el mismo resultado cuando hacemos M = 0 en el
producto de arriba, que el de multiplicar las siguientes matrices

m 1 1 2m
moa+iyr -4 ImAyo4+1 -2

1 0 1 0

que representan a las particulas vecinas del defecto unidas por una constante elastica k/2

La ilustraciéon de los resultados anteriores, de lo que sucede en el espectro de una red unidi-
mensional homogénea con un defecto puntual en masa, para los dos limites posibles, lo hace la
Fig. (3.2), obtenida mediante la diagonalizacién de la Matriz de Movimiento, variando la masa de
la particula 4 de una red de 8 particulas, desde un valor pequeno hasta uno grande; es clara la
transicion suave que ocurre entre los dos limites del valor de la masa.

Desde el punto de vista fisico, se espera que los Modos Normales tengan el siguiente compor-
tamiento: para el caso en que M es muy pequena, se pierde un grado de libertad, entonces se
tiene un Modo Normal, llamado localizado en el defecto, cuya frecuencia es muy grande y en el
limite llega a ser infinita; en tal limite solo la particula ligera se excita. Para los otros modos, el
desplazamiento de la particula es un promedio del que tienen sus vecinos.

En el otro limite, es decir, cuando M es muy grande, dificilmente se mueve la particula, dando
lugar a que la cadena se divida en dos, las cuales tienen un extremo confinado debido a la inmovilidad
de la particula a la que estan unidas, y para la frecuencia muy baja, el modo correspondiente es
aquel en el que la particula hace que las deméas particulas vibren como ella lo hace.
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Iox ¢ o » 1 * 1 1
1 ox < 1 #* * 1 % 1 * * 1
o+ A 1 *x s 1 * 1 * * [
I s 1 * % 1 * 1 * * )¢
[ % * Y & 1 X I * * 1
I % x 1 ox % 1 x I * * I
I » % I * % 1 * 1 # * 1
1 % % 1% * I * 1 * * 1
1 * I* * ! * ) * * 1
I % * I #* I * 1 * * 1
1 « I # { * I * * I
1 * * 1% * 1 * 1 * * 1
1 % P 1% 3 1 i 1 * * 1 *
1 % & I * 1 * I % * I *
1% * 1% * [ % I x * I *
1 * * % 1 * I * * 1 *
I * * % * 1 B I % * 1 *
1 % * * * 1 * 1% * [ %
[ o* * # #« 1 " I* * *
1 x * o 1 i« * % 1
I * * % %* 1 * *] * * 1
[ % # *1 * 1 * *[ * * 1
1 = » *] X 1 £ * 1 * * I
1 * * #1 * [ * * 1 * * I
I % * * 1 * I * * 1 * * I
1 * " EI % 1 * * 1 * * I
1 = * R ¢ % 1 * * 1 * * I
[ * % x 1 % 1 * %* 1 * * 1
[ % % 1 *« 1 * x 1 * * I
] P * 1 3 I * * 1 * * I
1% * w1 * 1 x * 1 * * 1
1% te * I * 1 o* # 1 * o 1
1% = % 1 #* 1 % * 1 woo* 1
I % * I3 T x 1 % * 1 roox I
% * * 1 * 1 % * 1 *oOX 1
[ % * * { * 1 % e I * * I
1% * * 1 * 1 % e 1 * * 1
I % * * I # 1% * 1 * * I
I# * * 1 * 1% * 1 x* * I
I & * 1 # 1% * I * * 1
x * I * 1% * 1 * * 1

1%

Figura 3.2: Gréfica del negativo del cuadrado de las frecuencias naturales de una cadena homogenea
de 8 particulas, en la que se modifica sistematicamente la masa de la particula 4, donde el eje Y
corresponde a dicho parametro.

Después de haber diagonalizado la Matriz de Movimiento, se han obtenido los eigenvectores
correspondientes, La fig. (3.3) nos muestra la grifica en perspectiva de todos ellos, donde el eje x
corresponde al nimero de particulas, la parte “negativa” de y es la variaciéon del pardmetro, esta vez
la variacion de la masa de una de las particulas, y el eje z nos represente la amplitud de vibracion.

Las gréficas ilustran el comportamiento esperado y que se ha descrito arriba, se observa también
la transicién suave que existe en los Modos al pasar de un limite al otro, empezando por el menor y
ascendiendo hasta llegar al limite alto, pasando por el comportamiento de una cadena homogénea,
que ocurre en el centro de cada Modo; a la izquierda se tienen los Modos Opticos en orden descen-
dente y a la derecha se muestran los Actsticos en el mismo orden.

En el Apéndice A, se describen brevemente y se muestran los listados de las Subrutinas em-
pleadas para diagonalizar las distintas Matrices que nos representan los diferentes modelos de ca-
denas, y ademas para obtener los correspondientes Eigenvectores. En el B se tiene el listado de un
Programa Principal llamado TRIIR y las diferentes subrutinas empleadas para obtener las graficas
de los Modos Normales, es tnico y fué utilizado para todos los Modelos .

Finalmente en el C el Programa Principal llamado TRIVM, que hace las variaciones en la masa.
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Figura 3.3:

3.2.2 Defecto en la constante elastica

Ahora deseamos hacer una modificacién similar a la del caso anterior, s6lo que ahora es en una de
las constantes elasticas, esta vez también tenemos dos limites posibles, uno cuando K — 0y el otro
cuando K — oo.

Nuevamente consideramos una cadena homogénea con extremos fijos, excepto por la liga que
une a las particulas ¢ e ¢ + 1, que tiene un valor distinto al de las demés, denotémos por

K =k(1+e) (IT1.34)
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asi las Matrices de Transferencia para dichas particulas son

A;lao te R
1+e€ 1+e .
para la i
1 0
y e
Tlao +e€ 7(1 + 6)
para i + 1
1 0
si las denotamos por T; y T; 41 respectivamente, es posible escribirlas de la siguiente forma
A—ag o
o 1 a1 1 L€ { 10 ]
b 1 0
1+e€ 1 0 1+e€
g 1 -1
ay
Tit1 = + €
1 0 0 0
observamos que la primera parte de cada una de las Matrices de arriba, corresponde a una particula
perteneciente a una cadena homogénea; efectuemos el producto T;4+1 T;
A—a A—
- TO—1+1—1 1T“0—1+€10
i+1 14 = € :
10 0 0 el 1 o T+el 1 o
A—a 2 A—a A—a
1+e€ 1 0 14€ 1 0 1+e€ 0 0 | 1+e€ 0 0
A—ao  _q 2(A—ao) _ 2 —117
€ a
0

1 ax n
1+e 1

Ty T =
1+4+¢ 1 0

finalmente
si a la primera parte la denotamos por T2 y a la segunda por @, en forma concisa queda

1
T Ty = ——(T?
+1 1+6( +€Q)

Asi 7 esta vez tiene la forma
= TN—i—l 1 (T2 + €Q) Ti—l
1+e€
o también )
€ . .
= ™ TN=i-1lQ it I11.35
T 1+e + 1+e€ @ ( )
la Ec. de Eigenvalores en este caso es
i
—_ = 111.36
Qu (IL.36)
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donde T} es el elemento (1,1) de TV y Q1; de TN=i=t Q T1

Nuevamente tenemos una fraccién racional igual a una constante, donde las raices del numerador
corresponden a las de una cadena homogénea de N particulas y las @11 a las de una con N — 1,
una de las cuales tiene como masa la suma de las dos, estas originalmente estaban ligados por
el resorte modificado. Como antes las frecuencias posibles para este modelo, estdn dadas por las
intersecciones de la fraccén racional y la constante e.

La fig. (3.4) muestra el comportamiento de las frecuencias para este defecto.

Figura 3.4:

El anélisis de la gréfica muestra que cuando € — oo, las intersecciones de las curvas son tales
que todas, menos una, se acercan a los polos, que corresponden a las frecuencias de una cadena
con N — 1 particulas, donde una de ellas tiene una masa igual al doble de la original, que era de
esperarse ya que fisicamente el resorte va a a ser inextensible, y entonces las particulas que liga se
comportan como si fuera una séla; arriba mencionamos que una no se acercaba a un polo, ya que
de la gréfica vemos que tiende a infinito.

Cuando € = 0 las intersecciones corresponden a las raices de una cadena homogénea.

Finalmente si ¢ — —1, lo cual implica que no exista el enlace, la cadena se separa en dos
partes, solo que ahora tiene extremos libres donde la liga ha desaparecido, si en el otro extremo las
frecuencias crecian, ahora decrecen hasta su valor minimo, fisicamente valido, ya que a diferencia
del defecto en masa, ninguna de las frecuencias hace cero, en ninguno de los dos limites.

La fig (3.5) nos ilustra los resultados mencionados arriba, se obtuvo diagonalizando la matriz de
movimiento directamente, variando esta vez la constante de resorte entre las particulas 3 y 4 para
una red de 8 particulas; se observa la misma transicién suave de antes entre los dos extremos, sélo
que la grafica es la negativa de la real.

En el apéndice D se muestra el listado del programa principal disenado para hacer la variacion
en la constante elastica, cuyo nombre es TRIVK:

Como antes, también se obtuvieron los Modos Normales y se graficaron, la Fig. (3.6) nos
muestra el comportamiento de la cadena para esta clase de defecto, podemos observar que cuando
€ — —1, que ocurre en cada una de las partes inferiores de las figuras pequenas, la separacon de la
cadena en 2 completamente independientes, ya que éstas tienen ahi un extremo libre.
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1 * % * 1 kok 1 * I * 1
1w A * 1 E 1 * i * * 1
Ior 5 1 * * I x 1 A * I
1 7 % # 1 # 7 1 # 1 * * 1
1+ = n 1 PR 1 * 1 * * I
[ * * 1 P i * 1 " * 1
1 # # # i Kk 1 % 1 % * 1
1 * * 1 k3 3 1 * o1 * * I
1w # # 1 N * i w1 % % 1
1 % s # 1 % * i a1 * * 1
[ ox * * 1 * ¥ 1 * 1 * * 1
1o * * 1 # AT ER * * 1
1% 5 % 1 * v o1 ES Y X% * 1
I « * 1 # KM * 1 * * I
I * w1 5 % * 1 * * I
I x P * E w1 * # 1
] xt %1 e 1 # w1 # * 1
E y P * i % 1% [ s * I
1 % * * 1 * 1 * EB * * 1
1 % x # 1 X 1 X *1 * * 1
o « * ¢ I * #1 * x 1
T * K3 B3 1 * * * * [
A * * * i * * * [k
I * 1% * 1 * I * 1 =
P # I « 1 * I * 1 5
;ow e 1% * 1 * I* * I
1w g I * 1 e 1% # 1
[ % * 1% * 1 #* 1% * 1
1o s 1 % % 1 * 1 % 3 1
[ x 1 * 5 1 % % # 1
E # % [ o* * 1 * 1 % * 1
1o * I * * 1 * 1 * x 1
[ % 1 % * I * 1 = * 1
o < [ * s 1 % I * * I
I ” T o* * 1 * 1 * * I
T s 1 % * 1 * 1 = * I
[ » o= o 1 < 1 % * I
- % P * 1 % 1o * I
[ % P * 1 % 1% % 1
rox s o * 1 * 1 ox * t
- N I ox P [ E Tk * I

Figura 3.5: Gréfica del negativo del cuadrado de las frecuencias de resonancia de una cadena
homogenea de 8 particulas, en la que se modifica sistematicamente la k entre las particulas 3 y 4,
la variacion es en el eje vertical.

Cuando ¢ — 0, el comportamiento es el de una cadena homogénea y ocurre en la parte media
de cada figura.

Finalmente cuando € — o0, esta vez el comportamiento se observa en las partes superiores, se ve
que en el modo de més alta frecuencia, que es el de esquina superior derecha, las particulas unidas
por el resorte, vibran en direcciones opuestas y las demads, no efectuan ningun movimiento, éste
es el llamado Modo localizado en el defecto; en los demas modos las masas ligadas por el resorte
inextensible se comportan como una séla.

También vemos la transicién suave en los Modos entre los dos limites extremos, pasando por el
comportamiento de una cadena homogénea, en las partes medias de cada uno.

Los Modos estan ordenados en la figura en orden descendente, los de la derecha son los Opticos
y los de la izquierda los Actsticos.

Atdn cuando en ambos casos hemos derivado las Ecs. para cadenas homogéneas con un defecto
para simplificar el dlgebra, es claro, que los resultados son véalidos para una cadena inhomogénea,
masas y resortes con valores diferentes pero que al hacer la variacién del defecto permanecen cons-
tantes, s6lo que como hemos repetido muchas veces, ahora la matriz que nos proporciona el com-
portamiento no es la potencia de una matriz sino un producto de todas las distintas matrices de
transferencia.
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Figura 3.6:

3.3 Cadena diatémica

Ahora finalizaremos el modelo mas simple de un cristal en cuya estructura intervienen 2 clases de
atomos, esta vez nuestro modelo consiste de una red unidimensional en la cual, el valor de la masa
de cada una de las particulas alterna, en la figura siguiente se muestra el modelo de cadena que
consideraremos



Como siempre, si consideraremos una red diatémica con extremos fijos, la Matriz de Movimiento
en su forma simétrica es

—2k k
M VMm
k —2k k

VAm  m Am (IIL.37)
0

se observa que todos los elementos de las diagonales superior e inferior de la principal son iguales
y en la diagonal principal alternan los valores.

Para las relaciones de recurrencia tenemos que hacer la distincién entre particulas pares e im-
pares, asi se tiene

. — k 2k, k )
)\1’21 == \/Mimx%fl m T4 + mx2l+1 )
(IIL.38
k 2k k
AToitt = 7y T il + oot

entonces las Matrices de Tranferencia tiene la siguiente estructura

(A + 2byyim g
particulas pares

1 0

(A + 2ky¥Mm g

m

particulas impares

es claro que también las Matrices de Transferencia alternan, por lo tanto es conveniente considerar a
las particulas por parejas, en otras palabras, considerar la celda unitaria constituida de dos atomos,
entonces la Matriz de Transferencia adecuada es el producto de las dos de arriba, si antes de efectuar
el producto utilizamos las siguientes notaciones

¢=""" = = (111.39)

donde & la podemos interpretar como una frecuencia normalizada por la razén del promedio
geométrico de las masas y el promedio aritmético de dos resortes, y a p? como la razén de masas.

Ademaés
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o= ()\ + fj) @ 8= (A + 2k> @ (I11.40)

que en términos de ¢ y p quedan

a=2(§+p) ﬁ=2(€+;)

calculemos el producto deseado

Tp =
1 0 1 0
finalmente
af—1 —a
Tp = (I11.41)
16} -1
La Ec. caracteristica de Tp es
af—1—p —
=0
B —1—pn
explicitamente
(u+D)l(u+1) - aBl+af =0
(L+1)?—aB(p+1)+af=0
finalmente la relacion de dispersiéon en términos de a y 3 es
w42 —af)p+1=0 (I11.42)

haciendo uso de las expresiones para « y (3 en funcién de los parametros £ y p, podemos expresar
a (II1.42) en términos de éstos, pero antes calculemos el producto de a3

1 1
@B =26+ p)- 26+ ) =4[+ €+ ) +1] (11L.43)
si se introduce otro nuevo parametro

1 1
== - III.
P= <p+ p) (I11.44)

haciendo uso de la expresion para p, P en términos de las masas tiene la forma
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C2\vm VM) 2 m

asi P resulta ser la razén del promedio aritmético al promedio geométrico de las masas, si ahora
sustituimos P en «af, y la ultima en la relacién de dispersion, ésta toma la forma

PP+ (2 — 482 —8PE —4)u+1=0

finalmente
p? — (462 +8PE+2)u+1=0 (I11.42")

por simplicidad en el dlgebra obtenemos los nimeros de onda de (I111.42)

a5—2i (aff —2)? — 4

2 2

o también
= ozﬁ—2:|: af(af —4)
2 2
es claro que
= (& P)

veamos cual es la frontera entre los p reales y complejos, que estd dada por la Ec.

af(af—4)=0

si hacemos uso de (I11.43), la Ec. de arriba en funcién de £ y P es
[4(&% +26P +1)][4€2 + 8P +4—4] =0
también es posible expresar como
(€ +2PE+1)(€2+2P¢) =0

con lo que tenemos dos alternativas
€ 4+2PE+1=0 (IIL.45)

EE+2P)=0
la segunda de las Ecs. de arriba, nuevamente nos proporciona dos alternativas

£€=0 (I11.46a)

E+2P =0 (I11.46b)

la Ec. (II1.45) es una hipérbola cuyas asintotas son las Ecs. (II1.46).
Ahora analicemos la relacién de dispersién en términos de £ y P, utilizando la Ec. (I11.42’) se

tiene

_ e+ 2)u+1
8¢
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considerando a p como una constante, se tiene que P es una fraccién racional en £ cuya grafica es
una hipérbola, ya que se sabe que una fraccién racional de segundo grado representa una hipérbola.

La Ec. (II1.47) tiene un sélo polo en & = 0 y sus raices estdn dadas por
p? —A4pg® —2u+1=0

entonces éstas son

w—1

2/p

es claro que existirAn unicamente para valores de p positivos, en otras palabras si se hace una
grafica de P versus &, considerando a p como constante, existirdn 2 clases de hipérbolas, unas que

cortan al eje £ y otras que no lo hacen. La siguiente figura nos muestra los aspectos mencionados
anteriormente

=+

B §=§(P)

sfﬂo

ﬁzv(_+iF

MO

-2
Figura 3.7:

Se observa en la figura las tres distintas regiones que corresponden a los diferentes valores de
w1 con énfasis en la frontera que separa a las regiones donde p es real y donde ésta es compleja.
Extrictamente hablando la tnica porcién del plano (P, £) que nos interesa, ya que es la fisicamente
aceptable, es aquella que parte de la recta tangente a la hipérbola frontera, cuya ecuacién es

P=1

y eso se debe a que P unicamente puede asumir los valores mayores que 1 y a lo més puede ser igual
a 1, vemos que cuando lo tltimo ocurre, existe un intervalo continuo para &, pero en el momento
en que P comienza a crecer, es decir, las masas empiezan a diferir, existen tres regiones muy bien
marcadas; la primera en que los valores de £ son muy pequenos y que se encuentra entre el eje Py
la hipérbola frontera representada por la Ec.(II1.45); la segunda que es una regién prohibida porque
en este caso 4 < 0, que implica un fuerte amortiguamiento de la propagacion, ésta se encuentra
dentro de la rama de la hipérbola frontera. Finalmente, se tiene una tercera, localizada entre la
frontera y la recta £ = —2P, donde en valor absoluto estas frecuencias crecen rapidamente.
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Pudiera ocurrir que ciertas frecuencias cayeran en la regién donde p > 0, que implicaria una
propagacién exponencial creciente, pero de la relacién de dispersién sabemos que su reciproco
también es un eigenvalor de la Matriz de Transferencia, y esta p cancelaria el crecimiento exponencial
de la propagacion.

¥ " * 1 ! i 1 '

e p x 1 1 1 ” E
v ' * * i 1 I ! * N . b

% * * 1 1 1 1 * * * 1

% £ % 1 1 I I * * * =

" A #1 1 1 £ * % e I

s 5 * 1 1 * Lox * * I

M k 1% 1 1 % *[ * * 1

x * 1 o= I [ * * I * * !

B N 1 o= 1 I * * 1 * * 1

N % 1 * 1 1 5 * % 3 I

* * 1 s 1 1% * * 1 kS 1

% * 1 #* 1 *1 * * rox I

* * I * I * I * * 1% !

. w1 * 1 * 1 * * * 1

* £ * I * rox * *1 I

* * 1 * 1 * 1% * * I 1

3 w T * 1 * 1% * * 1 1

w1 * 1 * e £ * 1 1

« N E 5 1 * * ks B I 1

* * % 1 * x] * x0T I

*1 * 1 * * %* * 1 1

* 1 * 1 * ES B * I I

% 7 1 % 1 * 1% % * 1 b

x # 1 * 1 * I * * I I

x %1 * 1 * o= * *1 I

# K * 1 * 1 * * * 1

* % 1 * 1 % 1 B # 1% 1

P % 1 ) 1 E * * I % 1

* * * 1 1% * * I * 1

P * 1 # : t * * * * I

. ” ; * 1 1 # s 1 % P 1

- * I % I ! * * T * I

r‘x % 1% 1 1 * *1 * * i

M x ’ ; 1 I * I * S H I

* % E 1 1 * * R % . % i

x " ® 1 ! I b « wq
" * E | I [ I * " * * %
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Figura 3.8: Gréfica del negativo del cuadrado de las frecuencias naturales de una cadena diatémica
de 8 particulas, donde se varia la razén de masas en el eje vertical.

Mediante el programa TRIDI se ha obtenido el espectro de frecuencias para una red diatémica,
en la que se varia la razén de masas en una manera exponencial, la grafica de este espectro corres-
ponde a la Fig. (3.8), donde se observa el comportamiento descrito antes, es decir, tres regiones, una
de frecuencias bajas, otra donde no se encuentra ninguna frecuencia y una tercera de frecuencias
altas.

También se han obtenido los Modos Normales y se han graficado como lo muestra la Fig. (3.9).

La cadena es de 8 particulas, esta vez el pardmetro que se varia es la razén de masas p desde
un valor igual a 1/2.5 hasta 2.5; la parte inferior de cada Modo corresponde al de una cadena con
su primera particula ligera, después van alternando en pesada, ligera, etc., y en la parte superior
se convierte en particula pesada, ligera pesada, etc.

Se observa que se tienen en realidad dos cadenas, una formada por particulas ligeras y otra
de pesadas; en los Modos de la izquierda que corresponden a los Opticos en orden descendente,
éstas se comportan en forma antagénica en sus desplazamientos, mientras que en los Acusticos,
que son los de la derecha en el mismo orden anterior, éstas se comportan con cooperaciéon en sus
desplazamientos.
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Figura 3.9:

En los Modos Opticos las particulas ligeras son las que siempre tienen mayor amplitud, con
excepcién del tercer Modo ya que las particulas 3 y 6 forman un Nodo de la Cadena, mientras
que en los Acusticos es claro que quienes tienen los desplazamientos son las particulas pesadas y
las ligeras vibran como ellas lo hacen, nuevamente con excepciéon del sexto Modo en las que las
particulas 3 y 6 vuelven a formar un Nodo.

Asimismo se ve que la ultima particula en la parte superior de cada Modo, tiene un desplaza-
miento positivo si éste es par y negativo si es impar.

Finalmente, como siempre en el Modo de méas baja frecuencia la cadena se desplaza como un
todo. En el apéndice E se muestra el listado del programa TRIDI.

Se tiene otro programa llamado TRIVD que varia la masa de una de las particulas pertenecientes
a una cadena diatémica con una razén de masas fija.
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Cuando hicimos el analisis de una red homogénea con un defecto en masa, mencionamos que el
comportamiento de una cadena arbitraria con defecto es similar al de una homogénea analoga, asi
que esta vez que se tiene una diatémica con defecto, uno debe esperar un comportamiento similar
al de la homogénea.

Se han obtenido resultados tanto para una cadena con un nimero par de particulas como para
una con un ndimero impar.

En la Fig. (3.10) se muestra el Espectro para una red de 8 particulas que tiene el defecto en
la particula 4, la tnica diferencia que se observa con el de la Fig. (3.2), es que existe una banda
prohibida en la que no se localiza ninguna frecuencia.

1 % * 1 % * 1 * 1 #* * 1 II
o * 1 # * 1 * 1 * * 1
n " 1 % w1 * I * * 1 1
1o # I o x 1 # 1 * * 1 1
;o # [ ox w1 * 1 % # t 1
1 % » [ % w1 * 1 * * I }
o % 1 w1 % 1 # * E !
e ® I3 = 1 % I * * :
1o # 1% 1 B 1 % * 1 1
; * £ 1% * 1 * 1 * * 1 1
o * 14 % 1 * 1 # # 1 I
Do . 1 * 1 % 1 * * 1 1
. X Ik P 1 % 1 A x 1 1
- % [ # 1 * [ * * ! !
1 o# #« I * i * 1 * * 1 1
) # 1% * 1 * 1 * * I 1
1o * i * i * 1 * * 1 *1
Lo % o * 1 ¥ 1 * # I % 1
o R » B 1 * 1 * # 1 * 1
; “ . * * 1 * 1 % * 1 * 1
14 # %1 * 1 * ! * * I * !
- « #1 * 1 * 1 * * I % I
o % S ¢ * 1 #* 1 * # I % 1
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oA * x0T i 1 * ro* * *1 !
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Figura 3.10: Gréfica del negativo del cuadrado de las frecuencias naturales de una cadena diatémica
de 8 particulas, variando en el eje vertical la masa de la particula 4.

Se muestran los Modos correspondientes en la Fig. (3.11), donde es clara la similaridad entre el
comportamiento de estos Modos y los de la Fig. (3.3), por lo que no repetiremos lo expuesto para
aquélla.

La Fig (3.12) muestra el Espectro para una cadena de 7 particulas, cuya particula 3 constituye
el defecto, se observa que esta vez existe una frecuencia, la niimero 4 en orden descendente, que
penetra en la regién prohibida, cosa que no ocurre para un nimero par de particulas, por lo demés
el comportamiento del Espectro es similar al de la cadena homogénea con defecto.

Por simetria s6lo se grafican 6 de los 7 Modos de esta cadena, la Fig. (3.13) nos lo muestra, pero
es clara la tendencia de que el ultimo Modo tenga comportamiento similar al Modo de més baja
frecuencia de la cadena de 8 particulas. Asimismo se observa que el comportamiento de todos los
Modos es similar a los de una homégenea con defecto, por lo que tampoco repetiremos lo expuesto
para aquél modelo. En el Apéndice F se encuentra el listado del programa TRIVD.
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Figura 3.11:

En los modelos que siguen, no se obtuvieron expresiones explicitas para obtener las frecuencias
como se ha venido haciendo hasta ahora, porque éstos no tienen expresiones simples para su Ec.
caracteristica que puedan interpretarse, es por ello, que tinicamente se muestran los resultados
obtenidos por computadora.
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Figura 3.12: Grafica del negativo del cuadrado de las frecuencias naturales de una cadena diatémica
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de 8 particulas variando en el eje vertical la masa de la particula 3.



Figura 3.13:

3.4 Cadena con variacion lineal en sus masas

Se considera este modelo como una red en la que sus masas varian como una sucesién artimética
creciente, es decir
m; = mo + e

El programa TRIVL estd disenado que varie como pardmetro la diferencia de esta sucesién, la Fig.
(3.14) nos muestra el Espectro obtenido para una cadena de 8 particulas con esta estructura y se
observa la tendencia de crecimiento de las frecuencias a medida que la diferencia aumenta.

Los Modos Normales correspondientes se muestran en la Fig. (3.15), la parte inferior de cada
Modo corresponde al comportamiento de una cadena homogénea, pero a medida que se incrementa
la diferencia, las particulas pesadas no se mueven en el Modo més alto como se observa en la parte
superior del primer Modo, donde sélo las primeras dos particulas vibran, pero a medida que la
frecuencia disminuye las particulas pesadas comienzan a moverse, hasta que éstas son las que rigen
el movimiento de las demés, lo anterior se va observando al examinar las partes superiores de los
demds Modos. En el Apéndice G se tiene el listado del programa anterior.
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Figura 3.15:

3.5 Cadena con variacién exponencial en la masa

Este modelo consiste de una red en la que sus masas varfan como una sucesiéon geométrica decre-
ciente, en otras palabras

El programa TRIVE es el que varia como pardmetro la razén de ésta sucesién, el listado del
programa anterior se halla en el Apéndice H.

La Fig. (3.16) nos muestra el Espectro, obtenido para este modelo, esta vez se ve mds drastico
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el crecimiento de las frecuencias a medida que la razén aumenta, que es un resultado esperado, ya
que la diferencia entre una particula y su vecina es mayor. Asimismo en los Modos asociados que se
muestran en la Fig.(3.17) es mds clara la separacién en dos cadenas que en el modelo anterior, una
de ellas permanece en reposo y la otra vibra con gran amplitud, como se ven en la parte superior
del primer Modo, que es el de la frecuencia maés alta.

Después a medida que las frecuencias disminuyen las particulas pesadas comienzan a moverse
hasta que son las que rigen el movimiento de las demds, como se observa en las partes superiores
de los modos restantes. Nuevamente las partes inferiores decada uno de los Modos corresponden
al comportamiento de una cadena homogénea. Las constantes elasticas se consideran iguales e
invariantes y la razén de la sucesién varia en forma creciente.
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Figura 3.16: Grafica del negativo del cuadrado de las frecuencias de resonancia de una cadena de 8
particulas, en la que sus masas varfan como una exponencial decreciente, en el eje vertical se varia
la razon, se considera la masa total constante.
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Figura 3.17:

3.6 Cadena con variacion gaussiana en su masa

Finalmente se considera una red en la que sus masas varfan como una distribucién gaussiana, el
programa empleado es TRIVG, donde éste varia la variancia de la distribucién como parametro, el
listado del programa se encuentra en el Apéndice 1.

La Fig. (3.18) muestra el Espectro obtenido para esta red, se observa la tendencia de las
frecuencias a crecer pero a diferencia de los dos modelos anteriores, las frecuencias se agrupan
en parejas pero sin llegar a ser iguales, ain cuando en la figura se vea que dos de ellas llegan a
ser iguales, podemos afirmar que no existe degeneracién en las frecuencias gracias al Teorema de
Separacién para los Eigenvalores de una Matriz Tridiagonal.
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Los Modos Normales asociados se muestran en la Fig. (3.13), como siempre las partes inferiores
de cada uno de ellos corresponde al comportamiento de una cadena homogénea, pero a medida que
la variancia se incrementa, la cadena esta vez se separa en tres partes, una de ellas formada de las
particulas pesadas queda en el centro de la red original, y las otras dos quedan en los extremos,
las cuales se comportan en forma antagénica en sus desplazamientos si el Modo es impar y en
cooperacién si es par. Mientras que la del centro no se mueve en el Modo mas alto, como se ve
en la parte superior del primer Modo, pero a medida que las frecuencias disminuyen, nuevamente
las particulas pesadas comienzan a vibrar hasta que en el Modo mas bajo son las que rigen el
movimiento de la red.

[ * * * * 1 * * [ * * 1 1
1 * * * * 1 * * * * 1 1
[ o# * * * 1 * * * * 1 !
[ * * * * I * * * * I I
- * % e 1 % 1% Kok I I
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Figura 3.18: Grafica del negativo del cuadrado de las frecuencias de resonancia de una cadena lineal.
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Figura 3.19:

3.7 Conclusiones

Con todos los andlisis anteriores se ha alcanzado una cierta familiaridad con el comportamiento
tanto de cadenas uniformes como de no uniformes de tipo sencillo, que era lo que deseaba obtener
con este trabajo.

Asi, se han obtenido las frecuencias y los Modos Normales asociados en forma analitica para
una cadena homogénea.

Se ha interpretado que ocurre en el Espectro y en los Modos Normales para los limites extremos
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de cada uno de los defectos puntuales en una red homogénea y en una red diatémica con un defecto
puntual en masa, resultados que pueden extrapolarse para cadenas no uniformes, y asi, los hemos
visto que ocurren en las no uniformes del tipo sencillo como son los tres tltimos modelos estudiados.

Todos los resultados obtenidos por Computadora, se han obtenido mediante una técnica especial
para diagonalizar Matrices Tridiagonales, que son la clase de matrices que ocurren en los modelos
de cadenas con Interacciones a Primeros Vecinos, por lo que también se ha adquirido experiencia
en este aspecto.
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Capitulo 4

Diversos aspectos de la geometria
que definen las matrices de
transferencia

4.1 Representacion vectorial de las matrices de transferencia

En el estudio de vibraciones de redes unidimensionales, que hemos hecho en los capitulos anteriores,
hemos visto que las Matrices de Transferencia son de dimension dos, y que para el caso general de
una cadena inhomogénea la matriz era

A—a; _ Qi1

Aq,i+1 Aq,i+1

T, =
1 0

cuyo determinante es
\Ti | _ @i i—1
Qi i+1
no se pierde generalidad si uno factoriza la matriz en tal forma que el determinante de T; sea uno,
ya que el estudio que iniciamos en este tltimo capitulo, es el de la Representacién Geométrica de
las llamadas Matrices unimodulares de dimensién dos, que se definen como aquellas, que cumplen

la siguiente condicién.
|T;| =1 (IV.1)

para el caso en que todas las constantes eldsticas sean las mismas la Ec. (IV.I) se cumple trivial-
mente.

De una forma completamente general consideremos la siguiente matriz de dimensién dos
a b
T =
que tiene la propiedad de Unimodularidad, es decir

Z ‘ =ad—bc=1 (Iv.2)

a
C
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su Ec. caracteristica es

explicitamente
p? — (a+d)u+ (ad — be) =0

de (IV.2) es posible escribirla como
p—(a+dpu+1=0

es claro que los eigenvalores son reciprocos entre si, ellos son

2
M:a+di (a+d) 4
2 2

si hacemos la sustitucién usual

d
a4 ;— = cosh ¢
finalmente se obtienen
py = et ® (IV.3)

de donde

Los eigenvectores izquierdos son

asi

Hty — @
b

i~
H,
|

Como nos interesa obtener cierta funcién de 7', primero debemos aplicar el Teorema Espectral
y para ello necesitamos los Operadores de Proyeccién correspondientes, por lo que haremos uso de
las expresiones obtenidas en el Capitulo anterior y que eran

[ o 1 ]
VU4 V4
Pp==— "= V.4
+ V4 + U4 ( )
calculando las expresiones necesarias
pr—a  pr—d 2ug — (a+d)

b b b

vy vt =
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pero
at+d=¢eY+e %

entonces
2et¥ — e — =¥
Vy + U4 =
b
finalmente 9senhy
sen
vy +vy ==+ b L

ahora la expresion

~ (pr—a)(uxr —d) _ pd —(a+d)ps +ad
VL4 — b2 = b2

et2P _ ePet¥ — em¥et? 4 ad _ad—1
b2 o2
haciendo uso de la expresién para el determinante de T’

ad — ad + be

ViUt = e
finalmente B
VL = E

sustituyendo todas las expresiones obtenidas en (IV.4) se tiene

pt—d
P 7b ib '
=7 2senh ¢ c g —a
b b
o también
1 pr —d b
Py =
2senh ¢ c Ut —a

aplicando ahora si el Teorema Espectral se obtiene

—d b _—d b
oy e [ K
S - e (IV.5)
2senh ¢ 2senh ¢
c by —a c o —a

Para obtener LnT aplicamos el Teorema de Sylvester y hacemos uso de (IV.3), con lo que se
obtiene

LT—_ % py —d b L ¥ p——d b
2senh ¢ c py —a 2senh ¢ c Ho —a
LT = 14 ey +p— —2d 2b
2senh ¢ 2c Ly + p— —2a
como
py +p_=a+d
entonces

L, T © [a—d 2b }

~ 2senh © 2c d—a
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finalmente

L, T 14 ? V.6
"7 2senh ¢ d—a (IV-6)

Si se defienen las siguientes Matrices

SIERTEES

1 0 | 0 1
S T
es posible escribir (IV.6) como
a bl _ @ T @40, (a=d (b—0) }
Ln[cd}—senh@_ to) gy lacdl 4 oy
Ahora bien, si definimos la matriz
b d b R
_ _ 2
p=td e d e g (IV.7)
2 2 2 c d—a

donde Tr(U)=0

De la expresién para las raices y la definicion del cosh ¢, se tiene

a\ 2
senh ¢ = (a—;— ) -1

sustituyendo la relacién (IV.2) queda

a\ 2
senhgo:\/(a;— ) —ad+be
con un poco de algebra se llega a la expresién
b+c\’ a—d\> b—c\’
h o= — V.8
e (45 (5 (5 s

si examinamos (IV.7) es claro que (IV.8) corresponde a una pseudonorma de U denominada de
Lorentz en tres dimensiones, efectuando de una nueva definicién

~ U
U = V.9
senhyp ( )
finalmente se tiene )
a _ U
[ e d ] =e (Iv.10)
o
a b EN ,
{ ¢ d ] = coshep! + senhpU (IV.10")
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las Ecs. de arriba implican que siempre es posible escribir cualquier Matriz Unimodular de di-
mension 2, como una combinacién lineal de las Matrices I, J, K y L. Estas tienen la siguiente tabla
de multiplicacién, que nos serd muy ttil en lo que sigue

e [1[J[K]|L
I|I|L|K|L
JIJ[I[L]XK (4.11)
K| K|L|TI]|J
L[L[K|-J]| I

es conveniente hacer uso de esta base, ya que ademas de que simplifican el algebra, su determinante
es distinto de cero; porque a veces es comun utilizar las siguientes matrices como base pero son
Singulares

o O
|
o o
—_
O =
—_
—= O
—_

4.2 Expresiones para el producto de dos matrices de trans-
ferencia en la representacion vectorial

Sean las siguientes Matrices Unimodulares expresadas en la forma obtenida anteriormente

A=apl +a1J + a2 K +aslL
B =byl 4+ b1J 4+ ba K + b3
calculemos su producto
AB = (apl + a1J + asK + azgL)(bol + b1J + by K + b3 L)
utilizando la tabla (IV.11) y agrupando los términos como coeficientes de las matrices base, se tiene

AB = (aobo + a1by + agby — 0,3[)3)] + (aobl 4+ a1bg + azbsz — a3b2)J +

(a0b2 + (lgbo + a3b1 — a1b3)K + (a()b3 + agb(] + a2b1 — albg)L
ahora bien, si escribimos de la siguiente forma a las matrices A y B

A = CL()I + 6
~ V.12

B = bl+0b ( )
de los resultados de arriba es posible definir un “producto interior” que corresponde al coeficiente
de I, que difiere del producto interior usual en que existe un término con signo negativo, lo que va
a implicar que tengamos una métrica distinta de la ordinaria; en funcién de los “vectores” a y b, el
producto interior se define como

~

(@,b) = ai1by + azbs — azbs (IV.13)

También es posible definir un producto vectorial que también difiere del ordinario en el signo
del coeficiente correspondiente a la matriz L, explicitamente para los vectores @ y b se tiene
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a x /I; = (a2b3 — agbg)J + (a3b1 — a1b3)K + (a2b1 — albg)L (IV14)

con todo lo anterior ya es posible efectuar el producto de 2 matrices representadas en forma expo-
nencial, ya que estamos interesados en ver como se combinan los exponentes, éstas son

e?" = cosh ¢ (I +tanh ¢ U)
eV = cosh Y (I + tanw‘A/)
efectuando el producto
e Veb Vo = [cosh(I + tanh ¢ U)][coshe) (I + tanh ¢ V)]

= cosh ¢ cosh ¢ (I + tanh ¢ U)(I + tanh ¢ V)
= cosh ¢ cosh ¢ [I + tanh oU + tanh 1 V + tanh ¢ tanh ¢ U 17]

como U y V no tienen coeficiente para I, es posible expresar el producto de ellas a partir de las
definiciones (IV.13) y (IV.14), es decir

UV=IUV)+UxV (IV.15)
se tiene entonces
e? U e? Vo I[cosh ¢ cosh ¥ + senh ¢ senh ¢ ((7, 17)]
+ cosh ¢ cosh ¢ [tanh ¢ U +tanh ¢ V + tanh ¢ tanh 1 (17 X ‘A/)]
si se define

oW
= cosh 0 I + cosh 6 tanh 6 W
comparando coeficientes con el primer resultado, se tiene que
cosh 6 = cosh ¢ cosh 1 + senh ¢ senh o (U, V) (IV.16)

si hacemos analogfa con trigonometria esférica podemos decir que (IV.15) es la relacién para el cosh
de la suma de dos angulos en trigonometria hiperbdlica, ya que ahora estamos tratando con funciones
trigonométricas hiperbdlicas, la cual nos implica que no podemos, al multiplicar las exponenciales,
sumar simplemente los angulos para obtener el angulo resultante.

Para la parte vectorial se tiene

cosh ¢ cosh 7
cosh 6

es conveniente efectuar una definicién més

tanh § W = [tanh ¢ U + tanh ¢ V + tanh ¢ tanh ¢ (U x V)] (IV.17)

W = tanh 6 W (IV.18a)
en términos de W W
W= IV.18b
cosh 6 ( )
de la misma forma B R B R
U =tanh ¢ U V =tanh ¢y V (Iv.19)

sustituyéndolas en (IV.16) se tiene

W cosh ¢ cosh ¢ ~ o~~~
~ cosh ¢ cosh v + senh ¢ senh )
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finalmente

W=l (IV..20)

Las Ecs. (IV.16) y (IV.20) son las expresiones que nos permiten el célculo del producto de dos
Matrices Unimodulares en esta representacién.

4.3 Representacion geométrica

El anélisis de la representacion geométrica de las Matrices Unimodulares de dimension dos es como
sigue; ya hemos visto que es posible repesentar toda matriz unimodular como la exponencial del
producto entre un angulo y un “vector” éste ultimo estd definido en un espacio cuyos “vectores”
base son J, K, L; ademds este espacio tiene una norma definida por (IV.8).

Se tenia la definicién para una cierta U en la forma
U = tanh ® U

donde U es un “vector unitario”, por lo que podemos decir que la magnitud de U es tanh 0,y
a ¢ como veremos mds adelante tendremos que interpretarlo como un cierto dngulo de rotacién;
ademds de (IV.18b) U también tiene la expresién

. U
U:

cosh ¢

ya que los elementos de nuestra matriz son reales, entonces los elementos de U también son reales,
lo mismo que el cosh ¢, por lo tanto tenemos un conjunto de “vectores” reales, que nos son otra
cosa que un conjunto de repesentaciones para las Matrices Unimodulares.

Consideremos el “vector” unitario
U:'I.Ll J+U2K+U3L

cuya norma expresada en funcién de sus componentes es

(U, U)=u? +ud—ui=1 (IV.21)

que se reconoce com la Ec. de un hiperboloide de una séla rama, debido a lo anterior podemos
decir que todos los “vectores” unitarios definen una superficie hiperbdlica de una séla rama

4.4 Parametrizacién de rotaciones hiperbdlicas

Cuando uno trabaja en el espacio ordinario, es decir, donde los vectores unitarios definen una
superficie esférica en tres dimensiones, una parametrizacion conveniente para las Rotaciones es la
que hace uso de Involuciones [20], que consiste en descomponer la rotacién como el producto de dos
Involuciones, matricialmente

R=25 5] (Iv.22)

donde S3 =S =1

el procedimiento consiste en seleccionar dos ejes en el plano ecuatorial, éste es aquel plano per-
pendicular al eje de rotacién, de tal forma que el angulo que los separe sea la mitad del angulo de
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rotacién, ya que se sabe que la rotacion estéd representada por el arco que une a dichos ejes y cuya
longitud es la mitad del angulo.

Si después uno desea efectuar otra rotacién, se seleccionan los dos ejes correspondientes de
manera adecuada, s6lo que el primero se hace coincidir con el de la Segunda Involucién de la
primera rotacién, de tal forma que la rotacion que resulta esta representada como la suma de los
dos arcos, en forma matricial

R125251
R2:S3SQ
R:R2R1153525281

pero

Sy Sy =82=1

por lo tanto
R =535

La Fig. (4.1) nos muestra gréficamente lo anterior.

9.,

Figura 4.1:
Entonces se tiene una suma “vectorial”, donde cada “vector” representa un arco de ecuador
) ?

cuya longitud es la mitad del dngulo de la rotacién que estéd representado. Andlogamente en este
espacio hiperbdlico también es posible la parametrizacion, sélo que ahora los arcos no corresponden
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a los de circulos méximos, sino que pueden ser de dos clases, dependiendo en la orientacién del
“vector” de rotacién, o de una elipse o de una hipérbola.

La demostracién de dicha Parametrizacién es como sigue:

Consideremos dos “vectores”

~

U=u J+us K+us L

‘7:1}1 J4+ v K +wv3 L

cuya norma en esta métrica es unitaria, en otras palabras pertenecen al Hiperboloide unitario,

explicitamente R
(U, U)=1

V,V)=1
calculemos los productos UuU y Vv que tienen las expresiones
UU=U,0)1+UxU
VV=WV,V)I+VxV
ya conocemos el valor del producto interior, sélo resta efectuar el producto vectorial, de la Ec.
(IV.14) se tiene

)

(/j X [7 = (UQU3 — U3U2) J + (U3u1 — U1U3) K + (uQul — U1U2) L=
analogamente L
VxV=0

que era de esperarse ya que el producto es antisimétrico; por lo tanto

UuU I
Je V.23
vV I (1v.23)

las Ecs. de arriba nos dicen que U y V representan una Involucién cada una de ellas.

Ahora calculemos el siguiente producto interior.

((7 X ‘7, (/j X ‘7) = ([(UQ’U?, - U3’l)2) J+ (U3’U1 — ul’l)g) K+
(U2v1 — ulvg) L], [(’U,Qvg - U3U2) J +

(U3’U1 — Ul’Ug) K + (Ug’Ul — Ul’Ug) L])

donde hemos hecho uso de (IV.14), ahora de (IV.21) se tiene

(ﬁ X ‘7, ﬁ X ‘7) = (UQl}g — U3’U2)2 + (u;;vl — U1U3)2 — (UQ’Ul — U1U2)2
u%v% — 2usuzvav3 + u%v% + u%v% — 2uiugvivs + u%vg
—uZv? 4 2uq UV vy — UTVS
= vf(—uf — 3 +u3) +ufv? +of(—uf -l +ud) +ujvs
+v§(u% + u% - u%) - u?,,vg + 2u1uav1 Vg — 2U1U3V1 V3
—2’[@113’[]21)3
—v% — ’U% + 1)32, + (uv1 + ugve — U3U3)2

= (uwl —+ UQV2 — U3 ’U3)2 -1
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Si definimos
U1V1 + Uy — u3zv3 = cosh 6 (Iv.24)

podemos interpretar la Ec.s de arriba como la proyeccion de un vector en el otro, extrictamente
deberfamos multiplicar el cosh € por el producto de las magnitudes de U y V pero como éstos son
unitarios, no hay en este caso necesidad de ello. Se tiene entonces

(U x V,U x V) =cosh® § — 1 = senh? 6

por lo tanto L -
UxV =senh W (IV.25)

4

donde W es un“vector” unitario y perpendicular en la norma de Lorentz a los “vectores” U y V,y

cuya magnitud es senh 6 donde 6 es el angulo que separa a U y a V.
De (IV.15) se tiene
Uv=UWI+UxV
sustituyendo (IV.24) y (IV.25) en la Ec. de arriba se llega a la expresion .
UV =cosh 6 I +senh 6 W (IV.26)

observemos que el miembro derecho de ésta tltima es idéntico al de (IV.10%), y de (IV.10) es posible
escribirla como L N

UV =W (IV.26")
que nos representa una clase de Rotacién que denominaremos Hiperbdlica, lo anterior debido a
la métrica que se tiene. Podemos concluir que siempre es posible factorizar cualquier rotacién

ow

hiperbdlica e”*" en el producto de dos Involuciones, representadas por dos “vectores” unitarios U

y V.

El proceso para hallar la representacién geométrica de esta clase de rotaciones consiste en
principio, en localizar la regién perpendicular al Polo o Eje de la rotacién, que en este caso es W
lo cual puede hacerse de la siguiente forma:

Consideremos la expresion del producto interior de los “vectores” Uy W
(U, W) = U1W1 + UgW2 — uzws

que también es posible escribir como

o =N - 1 0 0 w1
(U, W) = [U, NW] = [’U,l, Uz, U3] 0 1 0 wao (IV??)
0 0 -1 w3
donde
1 0 0
N=|01 0 (IV.28)
0 0 -1

corresponde a la matriz de métrica en este espacio, es claro que representa una reflexién en el plano
generado por las coordenadas 1y 2.

El Ecuador cumple con la siguiente Ec.
[X,N W] =0

explicitamente
W1T1 + Wy — W3x3 = 0 (IV29)
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que se reconoce como la Ec. de un plano que pasa por el origen, la intersecciéon de éste con el
hiperboloide

ya que estamos trabajando en el hiperboloide unitario, como se sabe en general es una curva plana de
segundo grado, cuyas Ecs. paramétricas son (IV.29) y (IV.30), pero es posible hallar otra expresién
para ellas de la siguiente forma, despejemos de (IV.29) a x3 con lo que se tiene

W21 + Walso

T3 =
w3

elevando al cuadrado - -
wix] + wixs5 + 2w waxr1 X2

2
To =
3 w3
sustituyendo en (IV.30)
5 o Wiz 4+ w3z + 2wiwaz Ty

] + x5 — 5 =1
w3

finalmente
22 (w3 4+ w?) + 3 (wi — w3) — 2w wax 1T — Wi =0 (Iv.31)
analogamente despejando x9, por el mismo proceso se obtiene la segunda Ec. paramétrica

23 (w? 4 w3) — r3(ws — w3) — 2wiwsr T3 — Wi =0 (Iv.32)
la primera corresponde a la de un cilindro eliptico y la segunda a un hiperbolico. Dependiendo en
las coordenadas de W las curvas seran elipses o hipérbolas inicamente, ya que los casos extremos
que serian un circulo o las asintotas del hiperboloide no ocurren, porque eso implicaria que el eje
x3 se encuentra sobre la superficie del hiperboloide, lo cual no es cierto, ni tampoco lo es que las
asintotas pertenezcan a él.

Ahora ya que tenemos el Ecuador, dado por la Ec. (IV.29), lo siguiente es seleccionar en ésta
a dos “vectores” unitarios, digamos U y V que cumplan con la siguiente condicién y que seran los

ejes de las Involuciones R R
[U,N V] =cosh 0 (IV.33)

donde 6 es el dngulo que los separa, éstos estardan unidos por un arco hiperbdlico cuya longitud es 6
que es un resultado andlogo al arco esférico en el espacio ordinario. Este arco hiperbdlico es el que
representa geométricamente a la rotacién hiperbodlica cuyo angulo es 6 y su eje de rotacién es W.

Es claro que cualquier pareja de “vectores” con separacién angular bien definida representan a
una misma rotacién hiperbdlica, para eliminar esta ambigiiedad se elige a V' de tal manera que su
proyeccién sobre el plano (x1,x2) quede a lo largo del eje xo

La Fig. (4.2) nos muestra todo lo anterior para el caso en que el Ecuador es una elipse.

Finalmente si se desea multiplicar dos matrices Unimodulares, que en esta representacién con-
siste en combinar dos rotaciones hiperbdlicas y desde el punto de vista geométrico consiste en lo
siguiente:

Hallaremos los correspondientes Ecuadores, después se busca la interseccién de éstos de tal
forma que por este punto va a pasar el eje de la Involucién comin en ambas rotaciones, después
se forma el arco en un Ecuador cuyo extremo final coincida con la interseccién y de ahi se mide
el otro arco que corresponde a la segunda rotacién, en el Ecuador correspondiente; para acabar se
unen los puntos inicial y final mediante el arco de una curva, que se encuentra en un plano que pasa
por estos puntos, con lo anterior se tiene el arco, que es la suma “vectorial” de dos originales y que
representa a la rotacién resultante. En general no conmutard la suma anterior que es un resultado
esperado ya que las matrices no conmutan bajo la multiplicacién.

La Fig (4.3) nos muestra una suma “vectorial” de esta clase
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Figura 4.2:

X3

Figura 4.3:

4.5 Condicion para obtener los Eigenvalores )\ en la repre-
sentacion vectorial

En el Cap. II vimos que la condiciéon para obtener los Figenvalores A era que la matriz resultante
del producto de todas las Matrices de Transferencia tuviera su elemento (1,1) igual a cero, ahora
veamos en cual condicién se transforma la anterior en la Representacién Vectorial de las Matrices
Unimodulares.

Supongamos que el W es el “vector” que representa a la suma total de los distintos “vectores”
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que representan a las Matrices de Transferencia

W = tanh @ W
por otra parte de la Ec. (IV.10’) se tiene
[ T } —cosh 0 T +senh § W (Iv.34)
T21 T22

si expresamos a W como .
W:w1J+w2K+w3L

y luego sustituimos en (IV.34), se tiene

|:T11 T12 } =cosh 0 I+ (wy J +wy K +ws L) senh @
Tol  T22

para que existan eigenvalores A se tiene que cumplir que 717 = 0, lo que implica de la Ec. de arriba
711 = cosh 0 4+ senh 6 wy =0

por lo tanto

1
tanh = —— (IV.35)
w2

finalmente si sustituimos la Ec. anterior en la expresion para W se tiene

1
W=——(w J+wy K+ ws3L)
w2
o también . w w
W=--"J-1-21p (IV.36)

w2 w2

entonces la condicién para que existan Eigenvalores \ es

Wy =—1 (IV.37)

4.6 Conclusiones

Hemos visto en este Capitulo que es posible representar a las Matrices de Transferencia en varias
formas, una que es analoga a la férmula de Euler para nimeros complejos y que estd dada por la
Ec. (IV.10’), otra denominada vectorial en donde los “vectores” bases son las Matrices J, K y L
dada por (IV.10) y finalmente en la que cada Matriz de Transferencia representa un arco sobre la
superficie de un hiperboloide de una séla rama. En las dos dltimas representaciones se obtuvieron
las analogias con respecto a la multiplicacién de las matrices directamente, que en una consiste en
una suma vectorial, y en la otra también en una suma pero de arcos sobre el hiperboloide.

También se obtuvo una parametrizacion de las “rotaciones” que representan los arcos del hiper-
boloide, en el producto de dos Involuciones.

Finalmente se obtuvo en la representaciéon vectorial la condicién para la existencia de las fre-
cuencias naturales de la red unidimensional.
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// FOR

*LIST SOURCE PROGRAM
*0ONE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

oo NoNoNoNeNe]

10

30

SUBROUTINE TRIEV ( Z,K )

APENDICE A

TRIEV (Z,K) EVALUA LAS COMPONENTES DEL EIGENVECTOR K ,
CUYO EIGENVENVALOR ES V(K). SIEMPRE SE TOMA LA PRIMERA
COMPONENTE IGUAL A 1.0, Y LAS DEMAS SE CALCULAN RECURSI-
VAMENTE MEDIANTE LAS MATRICES Q. EN EL ARREGLO Z SE AL-
MACENA EL EIGENVECTOR DESEADO.

DIMENSION  S(31),T(32)
DIMENSION Z(31)

COMMON N,LI,LO,LP,LT,IC,X0,XN
COMMON V(31),Q(2,2)
COMMON A(30),B(30),C(30)

EQUIVALENCE  (S(1),T(2))

T(1)=0.0

T(2)=1.0

DO 10 J=1,N
S(J+1)=(A(I+V(K)*C(J))*T(J+1)+B(J)*T(J)
N1=N+1

DO 30 I=1,N1

Z(I)=s(I)

RETURN

END
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Q Q

// FOR

*xLIST SOURCE PROGRAM
*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

30
32

SUBROUTINE TRIGE

TRIGE GRAFICA POR IMPRESORA LA COLECCION COMPLETA DE
QUE PREVIAMENTE SE

EIGENVECTORES, USANDO INFORMACION
ALMACENO EN EL DISCO.

DIMENSION  Z(31)

COMMON N,LI,LO,LP,LT,IC,X0,XN
COMMON V(31),Q(2,2)

COMMON B(30),A(30),C(30)

DO 32 I=1,N

CALL TRIPG (Z,N,0,10,1)
CALL TRIPG (Z,N,0,10,2)

DO 31 J=1,41

CALL TRIST (Z,N,100+I,J,5)
CALL TRIST (Z,N,J,10,3)
CALL TRIPG (Z,N,0,10,5)
RETURN

END
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// FOR

*xLIST SOURCE PROGRAM
*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

Q Q

11

12

21
22
27

300

SUBROUTINE TRIGR (Z,W)

TRIGR (Z,W) FORMA LA GRAFICA DE LAS FRECUENCIAS, LO
HACE EN 120 COLUMNAS, EN EL ARREGLO Z ESTAN ALMACENADAS
LAS FRECUENCIAS Y W ES UN FACTOR DE ESCALA.

DIMENSION Z(1)
DIMENSION II1(120)

COMMON N,LI,LO

DO 11 I=1,120
ITI(I)=16448
DO 12 I=1,120,20
III(I)=-14016

S$=120.0/W

DO 27 I=1,N
L=IFIX(-Z(I)*S)+1
IF (L) 27,27,21

IF (L-120) 22,22,27
III(L)=23616
CONTINUE

WRITE (LC,300) III
FORMAT (1X,120A1)
RETURN

END
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// FOR

*xLIST SOURCE PROGRAM
*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

Q Q

Q

Q

10

11
12
13
14
15

16
17

18
19

20

30

SUBROUTINE TRIII

TRIII CALCULA LOS LIMITES DE GERSCHGORIN DE LOS EIGEN-
VALORES Y FORMA LOS COEFICIENTES USADOS EN LAS RELACIO-
NES RECURSIVAS COMO ELEMENTOS DE LAS Q°’S.

COMMON N,LI,LO,LP,LT,IC,I0,X0,XN
COMMON V(31),Q(2,2)
COMMON B(30),A(30),C(30)

ESTABLECE LOS LIMITES DE GERSCHGORIN PARA LOS EIGENVA-
LORES.

R=ABS(C(1))

X0=B(1)-R

XN=B(1)+R

IF (N-2) 30,15,10

N1=N-1

DO 14 I=2,N1

R = ABS(A(I))+ABS(C(I))
IF (X0-(B(I)-R)) 12,12,11
X0=B(I)-R

IF (XN-(B(I)+R)) 13,14,14
XN=B(I)+R

CONTINUE

R=ABS(A(N))

IF (X0-(B(N)-R)) 17,17,16
X0=B(N)-R

IF (XN-(B(N)+R)) 18,19,19
XN=B(N)+R

CONTINUE

FORMA LOS COEFICIENTES USADOS EN LAS RELACIONES RECUR-
SIVAS.

DO 20 I=1,N
R=1.0/C(I)
A(I)=-A(I)*R
B(I)=-B(I)*R
C(I)=R
RETURN

END
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// FOR
*LIST

*0NE W
*EXTEN

Q

SOURCE PROGRAM
ORD INTEGERS
DED PRECISION

SUBROUTINE TRINO (Z,N)

TRINO (N,Z) NORMALIZA LAS N PRIMERAS COMPONENTES DEL
VECTOR Z.

DIMENSION  Z(1)

A=0.0

DO 5 I=1,N
A=A+Z (1) *%2
A=1.0/SQRT(A)
DO 7 I=1,N
Z(I)=A*Z(I)
RETURN

END

71



// FOR

*LIST WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

oo

10

11

12

20

21

30

31

40

50

SUBROUTINE TRIPG (Z,N,M,K,L)

TRIPG ((Z,N,M,K,L) HACE UNA GRAFICA DE UNA PAGINA PARA
CADA EIGENVECTOR. Z ES EL VECTOR QUE CONTIENE LAS COM-
PONENTES DEL EIGENVECTOR, N ES SU DIMENSION, M ES EL NU-
MERO DE VARIACIONES DESEADAS, EN REALIDAD UNA TERCERA
COORDENADA, K ES EL NUMERO DE ARCHIVO Y L ES LA OPCION
DESEADA.

L=1 GENERA LA IMAGEN DE UNA PAGINA EN BLANCO SOBRE
EL DISCO.
GENERA LINEAS DE EQUILIBRIO.
COLOCA LAS COMPONENTES DEL EIGENVECTOR ADECUADA-
MENTE
L=5 IMPRIME LA PAGINA DE GRAFICA TERMINADA

L=2
L=3

DIMENSION Z(1),JJJ(120)
COMMON N8,LI,LO,LP
GO TO (10,20,30,40,50),L

CONTINUE

DO 11 I=1,120
JJJ(I)=16448
DO 12 I=1,57
WRITE(K’I) JJJ
RETURN

CONTINUE

DO 21 I=1,N

DO 21 J=1,41

CALL TRIPL (5%I+J,50-J,10,19264)
RETURN

CONTINUE

DO 31 I=1,N

CALL TRIPL (5%I+M,50-(IFIX(10.0%Z(I))+M),10,23616)
RETURN

CONTINUE
WRITE (K’M) (Z(J),J=1,N)
RETURN

CONTINUE

WRITE (L0,352)
WRITE (LO,350)

DO 51 1I=1,57

READ (K’I) JJJ
WRITE (L0,351) JJJ
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51

350
351
352

CONTINUE

WRITE (LO,350)

RETURN

FORMAT (1X,12(’ESFM*1970%’))
FORMAT (1X,120A1)

FORMAT (1H1)

END
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// FOR

*xLIST SOURCE PROGRAM
*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

SUBROUTINE TRIPL (IA,IB,K,ICH)

Q

TRIPL (IA,IB,K,ICH) INTRODUCE EL CARACTER ICH EN EL
C ARCHIVO DEL DISCO K, EN LA COLUMNA IA DEL REGISTRO IB.

DIMENSION  III(120)

IF (IA) 1,1,2

1 TA=1

2 IF (120-IA) 3,3,4
3 IA=120

4 IF (IB) 5,5,6

5 IB=1

6 IF (57-1B) 7,7,8
7 IB=57

8 READ (K’IB) III

III(IA)=ICH
WRITE (K’IB) III
RETURN

END
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// FOR

*xLIST SOURCE PROGRAM
*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

Qo aaQ

10

15

20
30

SUBROUTINE TRIQK (X,Y,K)

DO K EN EL PUNTO X, DEPOSITA EL VALOR EN Y. EN EL PROCESO
TRIQK (X,Y,K) EVALUA EL POLINOMIO CARACTERISTICO DE GRASO

LA MATRIZ Q, DE LA QUE SE DESEA EL VALOR DEL ELEMENTO (1,1).
SOLO SE EVALUA LA PRIMERA COLUMNA DE Q YA QUE NO ES NECESARIA
LA SEGUNDA.

COMMON N,LI,LO,LP,LT,IO,X0,XN
COMMON v(31),Q(2,2)
COMMON A(30),B(30),C(30)

EQUIVALENCE (Q11,Q(1,1)),(Q21,Q(2,1))
RS(X,Y) =SIGN(1.0,X)-SIGN(1.0,Y)

I0=0

Y0=1.0

Q11=1.0

Q21=0.0

IF (X-1) 30,10,10

DO 20 J=1,K
W1=(A(J)+X*C(J))*Q11+B(J)*Q21
Q21=Q11

Q11=W1

IF (RsS(Q11,Y0)) 15,20,15
I10=I0+1

Y0=-Y0

CONTINUE

Y=Q11

RETURN

END
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// FOR

*xLIST SOURCE PROGRAM
*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

aQQ

10

11

12

15

SUBROUTINE  TRIRK (Z,K)

TRIRK (Z,K) LOCALIZA LA RAIZ K DEL POLINOMIO CARACTERIS-
TICO QK, QUE SE DEPOSITA EN Z. LA PRIMERA RAIZ ES LA

MAS NEGATIVA MIENTRAS QUE LA ULTIMA ES LA MAS POSITIVA.

DIMENSION  XX(2),KK(2)

COMMON N,LI,LO,LP,LT,IO,X0,XN
COMMON v(31),Q(2,2)
COMMON B(30),A(30),C(30)

EQUIVALENCE (X1,XX(1)), (X2,XX(2))

KK(1)=K-1

KK(2)=K

X1=X0

X2=XN

DO 15 I=1,2
X=0.5%(X1+X2)

CALL TRIQK (X,Y,K)
IF (IO-KK(I)) 11,15,12
X1=X

GO TO 10

X2=X

GO TO 10

XX(I)=X

CALL TRIZR (X1,X2,Z,K)
RETURN

END
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// FOR

*xLIST SOURCE PROGRAM
* ONE WORD INTEGERS
* EXTENDED PRECISION

Qo aQ

aQQ

10

12

13

14

15
3000
20

SUBROUTINE TRIRO

TRIRO LOCALIZA LAS RAICES DEL POLINOMIO CARACTERISTICO
POR UN PROCESO RECURSIVO QUE USA LAS RAICES DE LAS SUB-
MATRICES PARA AISLAR LAS DE LA MATRIZ ORIGINAL. SE UTI-
LIZA EL METODO DE ’REGULA FALSI’ COMBINADO CON EL DE
AITKEN DEL CUADRADO DE LA DELTA.

DIMENSION T(31),U(32)

COMMON N,LI,LO,LP,LT,IO,X0,XN
COMMON V(31),Q(2,2)

COMMON A(30),B(30),C(30)

RS(X,Y) = SIGN(1.0,X)-SIGN(1.0,Y)
U(1)=X0

V(1)=-A(1)/C(1)

LOS CEROS DE POLINOMIO ANTERIOR DETERMINAN LOS INTERVA-
LOS PARA ESTE CICLO, ASI COMO TAMBIEN EL FACTOR DE ESCA-
LA QUE SERA EMPLEADO.

DO 500 K=2,N

CALL TRIQK(X0,T(1),K)

DO 10 I=2,K

U(I)=v(I-1)

CALL TRIQK (U(I),T(I),K)
CONTINUE

U(K+1)=XN

CALL TRIQK (XN,T(K+1),K)
U(K+2)=XN+0.01

DO 20 I=1,K

IF (RS(T(I),T(I+1))) 20,12,20
XX=U(I+1)+1.0E-3*%ABS(U(I+2)-U(I))
CALL TRIQK (XX,YY,K)
IF(RS(T(I),YY)) 13,14,13
U(I+1)=XX

T(I+1)=YY

GO TO 20
XX=U(I+1)-1.0E-3*ABS(U(I+1)-U(I))
CALL TRIQK (XX,YY,K)

IF (RS(T(I),YY)) 13,15,13
WRITE (L0,3000)

FORMAT (1X,’BAD INTERVAL’)
CONTINUE
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Q

400
500

UNA RAIZ SE DEBE LOCALIZAR PARA CADA UNO DE LOS K INTER-

VALOS.

DO 400 I=1,K

CALL TRIZR (U(I),U(I+1),V(I),K)
CONTINUE

CONTINUE

RETURN

END
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// FOR

*xLIST SOURCE PROGRAM
*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDER PRECISION

SUBROUTINE TRIST (Z,N,K,M,L)

TRIST (Z,N,K,M,L) ALMACENA Y RECUPERA LOS VECTORES DEL
DISCO DE ACUERDO CON LA OPCION L. EL ARGUMENTO ES UN
VECTOR Z DE DIMENSION N.K ES EL ARCHIVO QUE SE UTILIZA-
RA Y M EL REGISTRO.
1 IMPRIME LETRERO POR CONSOLA PARA EL OPERADOR.
2 PERFORA LAS COMPONENTES DE Z.
3 LEE TARJETAS QUE CONTIENEN LAS COMPONENTES

DE LOS VECTORES.
L=4 PRUEBA PARA CONTINUIDAD DE LOS VECTORES.
L=5 BUSCA EL VECTOR EN EL DISCO Y LO PASA A MEMO-

RIA.

L=6 ALMACENA EL VECTOR EN EL DISCO.

[ s
1

oNoNoNoNoNoNoNoNoNoNONS]

DIMENSION X(31),Y(31),Z(31)
COMMON N§,LI,LO0,LP
GO TO (10,20,30,40,50,60),L

10 CONTINUE
WRITE (1,100)
100 FORMAT (° CLEAR CARDS FROM THE CARD READER AND INSERT BLANK CARDS’
* /17)
PAUSE
RETURN

20 CONTINUE
WRITE (LP,200) (Z(I),I=1,N)
RETURN

30 CONTINUE

READ  (LI,200) (Z(I),I=1,N)
200 FORMAT (8F10.6)

RETURN

40 CONTINUE
READ (K’M) X
DO 46 J=2,M
READ (K’°J) Y
A=0.0
B=0.0
DO 41 I=1,N
A=A+ABS(Y(I)-X(I))
B=B+ABS(Y(I)+X(I))
41 CONTINUE
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42
43
44
45
46

50

60

IF (A-B) 44,44,42
DO 43 I=1,N
Y(I)=-Y(I)

DO 45 I=1,N
X(D=Y(I)

WRITE (X’J) Y
RETURN

CONTINUE
READ (K’M) (Z(I),I=1,N)
RETURN

CONTINUE

WRITE (K’M) (Z(I),I=1,N)
RETURN

END
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// FOR

*xLIST SOURCE PROGRAM
*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

QaQaQa

Qoo

21

22
23

24

SUBROUTINE TRIZR (AA,BB,U,K)

TRIZR (AA,BB,U,K) CALCULA LA RAIZ DE QK QUE SE HALLA

EN EL INTERVALO (AA,BB), DEPOSITA LA LOCALIZACION EN U.
SE UTILIZA UNA COMBINACION DE ’REGULA FALSI’, BISECCION
Y EL PROCESO DE AITKEN DEL CUADRADO DE LA DELTA.

DIMENSION J(2),R(2)

COMMON nN,LI,LO,LP,LT,IO,X0,XN
COMMON V(31),Q(2,2)
COMMON A(30),B(30),C(30)

EQUIVALENCE (J1,J(1)),(J2,3(2)),R1,R(1)),(R2,R(2))

SIZ(X) =ABS(X)-EPS

WID(X,Y) =ABS(Y-X)-DEL

RS(X,Y) =SIGN(1.0,X)-SIGN(1.0,Y)
X1=AA

CALL TRIQK (X1,Y1,K)

X2=BB

CALL TRIQK (X2,Y2,K)
DEL=0.1E-6%ABS (X2-X1)

AUNQUE LOS EXTREMOS DEL INTERVALO NO PUEDEN SER RAICES
DEL POLINOMIO, LA EXPERIENCIA HA MOSTRADO QUE PUEDEN
ESTAR DEMASIADO PROXIMOS A LOS CEROS PARA REPRESENTAR
LA ESCALA DEL POLINOMIO EXACTAMENTE. POR LO QUE SE USAN
DOS VALORES INTERIORES, COMO SE SABE AL MENOS HAY UNA
RAIZ EN EL INTERIOR DE CADA INTERVALO.

A1=(X1+X1+X2)/3.0
A2=(X1+X2+X2)/3.0

CALL TRIQK (A1,Z1,K)
CALL TRIQK (A2,Z2,K)

IF (RS(Z1,Z2)) 21,22,21
X1,A1

Y1=71

X2=A2

Y2=72

GO TO 25

IF (RS(Y1,Z1)) 23,24,23
X2=A1

Y2=71

GO TO 25

X1=A2
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oo aan

QaQaa

25

105

106

107
108

110

125

131

132
133

134

135

Y1=272
CONTINUE
EPS=0.5E-9% (ABS (Z1) +ABS (Z2))

EMPLEANDO EL METODO DE ’REGULA FALSI’ NORMALMENTE SE
ENCUENTRA QUE EL VALOR DE LA FUNCION EN UN EXTREMOS ES
MUCHO MENOR QUE EN EL OTRO, CUANDO ES MUY PEQUENO, EL
PUNTO SE PUEDE TOMAR COMO UNA RAIZ, CUANDO LA RAZON

DE LOS EXTREMOS ES MENOR QUE LA PRECISION DE LA COMPU-
TADORA, LA NUEVA APROXIMACION SERA DESCONFIABLE,
ENTONCES EL EXTREMO, MAYOR DEBE SER TRASLADADO.

DO 200 M=1,30

X=0.5%(X1,X2)

CALL TRIQK (X,Y,K)

IF (RS(Y,Y1)) 106,105,106
X1=X

Y1i=Y

GO TO 107

X2=X

Y2=Y

IF (WID(X1,X2)) 108,108,110
U=0.5%(X1+X2)

RETURN

IF (ABS(Y1/Y2+Y2/Y1)-1.0E-6) 125,200,200

CONTINUE

S1=X1
S2=X2

DOS CICLOS DE ’REGULA FALSI’

DO 135 L=1,2
R(L)=(X1*Y2-Y2%Y1) /(Y2-Y1)
CALL TRIQK (R(L),Y,K)

IF (SIZ(Y)) 131,131,132
U=R(L)

RETURN

IF (RS(Y,Y1)) 134,133,134
X1=R(L)

Yi=Y

J(L)=-1

GO TO 135

X2=R(L)

Y2=Y

J(L)=1

CONTINUE

EL PROCESO DE AITKEN DEL CUADRADO DE LA DELTA PROPOR-
CIONA LAS ULTIMAS DOS APROXIMACIONES TRASLADADAS AL
MISMO PUNTO EXTREMO, Y PROPORCIONA LA NUEVA ESTIMACION
LOCALIZADA DENTRO DEL INTERVALO.
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141

142
150

151
152

153

154

155

156

200

IF (J1+J2) 141,200,142
RO=S1

GO TO 150

RO=S2

X=(RO*R2-R1*R1)/ (RO-R1-R1+R2)
IF (X1-X) 151,200,200

IF (X-X2) 152,200,200
CALL TRIQK (X,Y,K)

IF (SIZ(Y)) 153,153,154
U=xX

RETURN

IF (RS(Y,Y1)) 156,155,156
X1=X

Y1=Y

GO TO 200

X2=X

Yo=Y

CONTINUE
RETURN

END
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// FOR

*I00S (2501 READER, 1403 PRINTER,DISK)
*xLIST SOURCE PROGRAM

*0NE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION

*NAME TRIIR

APENDICE B

TRIIR ES EL PROGRAMA PRINCIPAL QUE JUNTO CON LAS
SUBRUTINAS TRILE Y TRIGM DIBUJA EN PERSPECTIVA POR
GRAFICADOR LOS MODOS NORMALES DE VIBRACION, HACE USO
DE LA INFORMACION PREVIAMENTE ALMACENADA EN EL DISCO.

Qoo

DIMENSION  Z(31),X(31)
DIMENSION  U(41),V(41)
DEFINE FILE 10(41,93,U,K0)
DEFINE FILE 101(41,93,U,K01)
DEFINE FILE 102(41,93,U,K02)
DEFINE FILE 103(41,93,U,K03)
DEFINE FILE 104(41,93,U,K04)
DEFINE FILE 105(41,93,U,K05)
DEFINE FILE 106(41,93,U,K06)
DEFINE FILE 107(41,93,U,K07)
DEFINE FILE 108(41,93,U,K08)
DEFINE FILE 109(41,93,U,K09)
DEFINE FILE 110(41,93,U,K10)
DEFINE FILE 111(41,93,U,K11)
DEFINE FILE 112(41,93,U,K12)
DEFINE FILE 113(41,93,U,K13)
DEFINE FILE 114(41,93,U,K14)
DEFINE FILE 115(41,93,U,K15)
DEFINE FILE 116(41,93,U,K16)
DEFINE FILE 117(41,93,U,K17)
DEFINE FILE 118(41,93,U,K18)
DEFINE FILE 119(41,93,U,K19)
DEFINE FILE 120(41,93,U,K20)
LI=8
READ (LI,100) N,M

100 FORMAT (2I2)
CALL SCALE (0.2,1.2,-60.0,-0.2)
NM=1
N2=N/2
DO 50 K2=1,N2
DO 50 K1=1,2
L=1
DO 12 I=1,M
KK=100+(K1-1) *N2+K2
READ (KK’I) Z
DO 13 J=1,N
Z(J)=-10.0%Z(J)-I

13 X(J)=J+0.1%I
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12

15

16

30

31

50

CALL TRIGM (Z,X,N,L)
CONTINUE

CALL EPLOT (1,0.0,0.0)
L=1

DO 16 J=1,N

DO 15 I=1,M

U(I)=-I

V(I)=J+0.1%I

CALL TRILE(U,V,M,L)
CONTINUE

CALL EPLOT (1,0.0,0.0)
GO TO (30,31),NM

CALL SCALE (0.2,1.2,0.0,-10.0)
NM=2

GO TO 50

CALL SCALE (0.2,1.2,-70.0,10.0)
NM=1

GO TO 50

CONTINUE

CALL EXIT

END
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// FOR

*LIST SOURCE PROGRAM
*ONE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

Qoo

10

12

SUBROUTINE TRIGM (X,Z,N,L)

TRIGM (X,Z,N,L) DIBUJA LAS COMPONENTES DE LOS MODOS
NORMALES. X ES LA COORDENADA DEL NUMERO DE PARTICULAS,
Z ES LA AMPLITUD DE VIBRACION, N ES LA LONGITUD DE LA
CADENA Y L ES UNA OPCION

L=1 DIBUJA HACIA LA IZQUIERDA

L=2 DIBUJA HACIA LA DERECHA

DIMENSION Z(31),X(31)
GO TO (1,2),L

DO 10 I=1,N

CALL EPLOT (-2,X(I),Z(I))
CALL POINT (1)

CALL EPLOT (1,X(N),Z(N))
L=2

RETURN

DO 12 I=1,N

J=N-I+1

CALL EPLOT (-2,X(J),Z(J))
CALL POINT (1)

CALL EPLOT (1,X(1),Z(1))
L=1

RETURN

END
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// FOR

*xLIST SOURCE PROGRAM
*0NE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

Qoo

10

12

SUBROUTINE TRILE(U,V,N,L)

TRILE (U,V,N,L) DIBUJA LAS POSICIONES DE EQUILIBRIO DE
LAS PARTICULAS, U Y V SON LAS COORDENADAS, N ES LA DI-
MENSION DE LA CADENA Y L ES UNA OPCION PARA QUE LA PLU-
MA DEL GRAFICADOR VAYA EN UNA DIRECCION

L=1 HACIA ABAJO.

L=2 HACIA ARRIBA.

DIMENSION U(41),V(41)

GO TO (1,2),L

DO 10 I=1,N

CALL EPLOT(-2,U(I),V(I))
CALL EPLOT(1,U(N),V(N))

L=2

RETURN

DO 12 I=1,N

J=N-I+1

CALL EPLOT(-2,U(J),V(J))
CALL EPLOT(1,U(1),V(1))

L=1

RETURN

END
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// FOR

+xI00S (2501 READER,1403 PRINTER,DISK)
*«LIST ALL

*0NE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION

*NAME TRIVM

APENDICE C

TRIVM ES UN PROGRAMA PRINCIPAL QUE VARIA SISTEMATICA-
MENTE LA MASA DE LA PARTICULA K DE UNA CADENA UNIFORME.
SE CALCULAN E IMPRIMEN LOS EIGENVALORES Y EIGENVECTORES
PARA CADA INCREMENTO EN LA MASA PERTURBADA.

Qoo

DIMENSION Z(31)

COMMON N.LI,LO,LP,LT,I0,X0,XN
COMMON V(31),Q(2,2)
COMMON B(30),A(30),C(30)

DEFINE FILE 10(57,120,U,K00)

DEFINE FILE 101(41,93,U,K01)
DEFINE FILE 102(41,93,U,K02)
DEFINE FILE 103(41,93,U,K03)
DEFINE FILE 104(41,93,U,K04)
DEFINE FILE 105(41,93,U,K05)
DEFINE FILE 106(41,93,U,K06)
DEFINE FILE 107(41,93,U,K07)
DEFINE FILE 108(41,93,U,K08)
DEFINE FILE 109(41,93,U,K09)
DEFINE FILE 110(41,93,U,K10)
DEFINE FILE 111(41,93,U,K11)
DEFINE FILE 112(41,93,U,K12)
DEFINE FILE 113(41,93,U,K13)
DEFINE FILE 114(41,93,U,K14)
DEFINE FILE 115(41,93,U,K15)
DEFINE FILE 116(41,93,U,K16)
DEFINE FILE 117(41,93,U,K17)
DEFINE FILE 118(41,93,U,K18)
DEFINE FILE 119(41,93,U,K19)
DEFINE FILE 120(41,93,U,K20)

LI=8
L0O=5
LP=9
F=EXP (ALOG(16.0)/40.0)

1 READ  (LI,2000) N,K
2000 FORMAT (2I2)
IF () 2,2,3
2 WRITE (LO,3000)
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3000 FORMAT (59X,’FIN’)
CALL EXIT
3 CONTINUE

X=0.25
DO 20 M=1,41
DO 10 J=1,N
A(D=1.0
B(J)=-2.0

10 C(J)=1.0

UU=1.0/X
Y=SQRT (UU)
C(K-1)=Y
A(K)=Y
B(K)=-2.0%UU
C(K)=Y
A(K+1)=Y

CALL TRIII
CALL TRIRO
CALL TRIGR (V,6.0)
DO 12 I=1,N
CALL TRIEV (Z,I)
Z(K)=Y*Z(XK)
CALL TRINO (Z,N)
12 CALL TRIST (Z,N,100+I,M,6)

20 X=XxF

WRITE (L0,400) N,K

400 FORMAT(’ GRAFICA DEL NEGATIVO DEL CUADRADO DE LAS FRE’
1’CUENCIAS NATURALES DE UNA CADENA HOMOGENEA’/’ DE’,I2,
2’ PARTICULAS, EN LA QUE SE MODIFICA SISTEMATICAMENTE LA’
3’ MASA DE LA PARTICULA’,I2,’,’/’ DONDE EL EJE Y CORRES’
4> PONDE A DICHO PARAMETRO.’)

DO 32 I=1,N
CALL TRIPG (Z,N,0,10,1)
CALL TRIPG (Z,N,0,10,2)

DO 31 J=1,41

CALL TRIST (Z,N,100+I,J,5)
31 CALL TRIPG (Z,N,J,10,3)
32 CALL TRIPG (Z,N,0,10,5)

GO TO 1

END

89



// FOR

+xI00S (2501 READER, 1403 PRINTER,DISK)
189°*LIST SOURCE PROGRAM

*0NE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION

*NAME TRIVK

APENDICE D

TRIVK ES UN PROGRMA PRINCIPAL QUE VARIA SISTEMATICA-

MENTE LA CONSTANTE ELASTICA ENTRE LAS PARTICULAS K Y

K+1 EN UNA CADENA HOMOGENEA HACIENDO USO DE LAS SUB-

RUTINAS PARA MATRICES TRIDIAGONALES CALCULA E IMPRIME
LOS EIGENVALORES Y EIGENVECTORES PARA CADA INCREMENTO
EN LA CONSTANTE ELASTICA.

oo a

DIMENSION Z(31)

COMMON N,LI,LO,LP,LT,I0,X0,XN
COMMON V(31),Q(2,2)
COMMON B(30),A(30),C(30)

DEFINE FILE 10(57,120,U,K00)

DEFINE FILE 101(41,93,U,K01)
DEFINE FILE 102(41,93,U,K02)
DEFINE FILE 103(41,93,U,K03)
DEFINE FILE 104(41,93,U,K04)
DEFINE FILE 105(41,93,U,K05)
DEFINE FILE 106(41,93,U,K06)
DEFINE FILE 107(41,93,U,K07)
DEFINE FILE 108(41,93,U,K08)
DEFINE FILE 109(41,93,U,K09)
DEFINE FILE 110(41,93,U,K10)
DEFINE FILE 111(41,93,U,K11)
DEFINE FILE 112(41,93,U,K12)
DEFINE FILE 113(41,93,U,K13)
DEFINE FILE 114(41,93,U,K14)
DEFINE FILE 115(41,93,U,K15)
DEFINE FILE 116(41,93,U,K16)
DEFINE FILE 117(41,93,U,K17)
DEFINE FILE 118(41,93,U,K18)
DEFINE FILE 119(41,93,U,K19)
DEFINE FILE 120(41,93,U,K20)

LI=8
L0=5
F=EXP (ALOG(100.0)/40.0)
X=0.1

1 READ (LI,2000) N,K
2000 FORMAT (2I2)
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3000

300

10

15

30

IF (M) 2,2,3
WRITE (L0,3000)
FORMAT (°

CALL EXIT
CONTINUE
WRITE(LO,300)
FORMAT (1X,/)

DO 30 I=1,41

DO 10 J=1,N
A(D)=1.0
B(J)=-2.0
c(IH=1.0
B(K)=-1.0-X
C(X)=X
A(K+1)=X
B(K+1)=-1.0-X

CALL TRIII

CALL TRIRO

CALL TRIGR (V,6.0)

DO 15 J=1,N

CALL TRIEV (Z,J)

CALL TRINO (Z,N)

CALL TRIST (Z,N,100+J,I,6)
X=X*F

K1=K+1

WRITE (LO,400) N,K,K1

FIN’)

400 FORMAT(’> GRAFICA DEL NEGATIVO DEL CUADRADO DE LAS FRE’
1’CUENCIAS DE RESONANCIA DE UNA CADENA HOMO-’/’ GENEA °’

31
32

DO 32 I=1,N

CALL TRIPG (Z,N,0,10,1)
CALL TRIPG (Z,N,0,10,2)

DO 31 J=1,41

CALL TRIST (Z,N,100+I,J,5)
CALL TRIPG (Z,N,J,10,3)
CALL TRIPG (Z,N,0,10,5)

GO TO 1

END

2°DE’ ,I2,’ PARTICULAS,EN LA QUE SE MODIFICA SISTEMATICA’
3’MENTE LA K ENTRE LAS PARTICULAS’,I2,’ Y’/,I2,’ ,LA°
4°VARIACION ES EN EL EJE VERTICAL.’)

91



// FOR

*xLIST SOURCE PROGRAM

*I00S (2501 READER,1403 PRINTER,DISK)
*0NE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION

*NAME TRIDI

APENDICE E

TRIDI ES UN PROGRAMA PRINCIPAL QUE VARIA LA RAZON DE
MASAS DE UNA CADENA DIATOMICA, CONSIDERA TODAS LAS
CONTANTES ELASTICAS IGUALES, CALCULA E IMPRIME LOS
EIGENVALORES Y EIGENVECTORES PARA CADA INCREMENTO DE
LA RAZON DE MASAS.

oNoNoNoNoNoNONe]

DIMENSION  Z(31)

COMMON N,LI,LO,LP,LT,I0,X0,XN
COMMON V(31),Q(2,2)
COMMON B(30),A(30),C(30)

DEFINE FILE 10(57,120,U,K00)

DEFINE FILE 101(41,93,U,K01)
DEFINE FILE 102(41,93,U,K02)
DEFINE FILE 103(41,93,U,K03)
DEFINE FILE 104(41,93,U,K04)
DEFINE FILE 105(41,93,U,K05)
DEFINE FILE 106(41,93,U,K06)
DEFINE FILE 107(41,93,U,K07)
DEFINE FILE 108(41,93,U,K08)
DEFINE FILE 109(41,93,U,K09)
DEFINE FILE 110(41,93,U,K10)
DEFINE FILE 111(41,93,U,K11)
DEFINE FILE 112(41,93,U,K12)
DEFINE FILE 113(41,93,U,K13)
DEFINE FILE 114(41,93,U,K14)
DEFINE FILE 115(41,93,U,K15)
DEFINE FILE 116(41,93,U,K16)
DEFINE FILE 117(41,93,U,K17)
DEFINE FILE 118(41,93,U,K18)
DEFINE FILE 119(41,93,U,K19)
DEFINE FILE 120(41,93,U,K20)

LI=8
L0=5
F=EXP (ALOG(6.25) /40.0)

1 READ (LI,2000) N
2000 FORMAT (I2)
IF (N) 2,2,3
2 WRITE (L0O,3000)
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3000

300

10

11

12

13

14

15

30

400

31
32

FORMAT (59X, ’FIN’)
CALL EXIT

CONTINUE
WRITE(LO,300)
FORMAT (1X,/)

X=0.4
DO 30 K=1,41

DO 10 J=1,N
A(J)=1.0
Cc(J)=1.0
CONTINUE

DO 11 J=1,N,2
B(J)=-2.0/X
DO 12 J=2,N,2
B(J)=-2.0%X

CALL TRIII
CALL TRIRO
CALL TRIGR (V,6.0)

DO 15 I=1,N
CALL TRIEV (Z,I)

Y=SQRT (X)

DO 13 J=1,N,2

Z(N=2(I)/Y

DO 14 J=2,N,2

Z(D=Z(J)*Y

CALL TRINO (Z,N)

CALL TRIST (Z,N,100+I,K,6)

X=Xx*F

WRITE (L0,400) N

FORMAT (> GRAFICA DEL NEGATIVO DEL CUADRADO DE LAS FRE’
1’CUENCIAS NATURALES DE UNA CADENA DIATOMICA’/’ DE’,I2,
2°PARTICULAS, DONDE SE VARIA LA RAZON DE MASAS EN EL
3’EJE VERTICAL.’)

DO 32 I=1,N
CALL TRIPG (Z,N,0,10,1)
CALL TRIPG (Z,N,0,10,2)

DO 31 J=1,41

CALL TRIST (Z,N,100+I,J,5)
CALL TRIPG (Z,N,J,10,3)
CALL TRIPG (Z,N,0,10,5)

GO TO 1

END
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// FOR

*xLIST SOURCE PROGRAM

*I00S (2501 READER,1403 PRINTER,DISK)
*0NE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION

*NAME TRIVD

APENDICE F

TRIVD ES UN PROGRAMA PRINCIPAL QUE VARIA LA MASA DE
LA PARTICULA K DE UNA CADENA DIATOMICA CON RAZON DE
MASAS R. CALCULA E IMPRIME LOS EIGENVALORES Y EIGEN-
VECTORES PARA EL INTERVALO DE VARIACION DE LA MASA.

Qoo

DIMENSION Z(31)

COMMON N,LI,LO,LP,LT,I0,X0,XN
COMMON V(31),Q(2,2)
COMMON B(30),A(30),C(30)

DEFINE FILE 10(57,120,U,K00)

DEFINE FILE 101(41,93,U,K01)
DEFINE FILE 102(41,93,U,K02)
DEFINE FILE 103(41,93,U,K03)
DEFINE FILE 104(41,93,U,K04)
DEFINE FILE 105(41,93,U,K05)
DEFINE FILE 106(41,93,U,K06)
DEFINE FILE 107(41,93,U,K07)
DEFINE FILE 108(41,93,U,K08)
DEFINE FILE 109(41,93,U,K09)
DEFINE FILE 110(41,93,U,K10)
DEFINE FILE 111(41,93,U,K11)
DEFINE FILE 112(41,93,U,K12)
DEFINE FILE 113(41,93,U,K13)
DEFINE FILE 114(41,93,U,K14)
DEFINE FILE 115(41,93,U,K15)
DEFINE FILE 116(41,93,U,K16)
DEFINE FILE 117(41,93,U,K17)
DEFINE FILE 118(41,93,U,K18)
DEFINE FILE 119(41,93,U,K19)
DEFINE FILE 120(41,93,U,K20)

LI=8
L0=5
F=EXP (AL0OG(49.0)/40.0)

1 READ (L1,2000) N,K
2000 FORMAT (2I2)
IF (N) 2,2,3
2 CONTINUE
WRITE (L0,3000)
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3000 FORMAT (59X,’FIN’)
CALL EXIT

3 CONTINUE
WRITE(LO,300)
300 FORMAT(1X,/)

R=0.75
X=0.143

DO 20 I=1,
DO 10 J=1,
A(D=1.0
10 C(J)=1.0
DO=11 J=1,N,2
11 B(J)=-2.0/R
DO 12 J=2,N,2
12 B(J)=-2.0*R
T=-2.0/(X*B(K))
Y=SQRT(T)
C(K-1)=C(K-1)*Y
A(K)=A(K)*Y
B(K)=B(K)*T
C(K)=C(K)*Y
A(K+1)=A(K+1)*Y

41
N

CALL TRIII
CALL TRIRO
CALL TRIGR (V,6.0)
DO 19 L=1,N
CALL TRIEV (Z,L)
S=SQRT(R)
DO 13 J=1,N,2
13 Z(J)=Z(J) /s
DO 15 J=2,N,2
15 Z(J)=Z(J)*S
Z(K)=Z(K) *Y
CALL TRINO (Z,N)
19 CALL TRIST (Z,N,100+L,I,6)
20 X=XxF

WRITE (L0,400) N,K

400 FORMAT (’ GRAFICA DEL NEGATIVO DEL CUADRADO DE LAS FRE’
1’CUENCIAS NATURALES DE UNA CADENA DIATOMICA ’/’ DE’,I2,
2’ PARTICULAS VARIANDO EN EL EJE VERTICAL LA MASA DE LA’
3’ PARTICULA’,I2°.7%)

DO 32 I=1,N

CALL TRIPG (Z,N,0,10,1)

CALL TRIPG (Z,N,0,10,2)

DO 31 J=1,41

CALL TRIST (Z,N,100+I,J,5)
31 CALL TRIPG (Z,N,J,10,3)
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32 CALL TRIPG (Z,N,0,10,5)
GO TO 1

END
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// FOR

*xLIST SOURCE PROGRAM

*I00S (2501 READER,1403 PRINTER,DISK)
*0NE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION

*NAME TRIVL

APENDICE G

TRIVL ES UN PROGRAMA PRINCIPAL QUE VARIA LA DIFERENCIA
DE LA SUCESION ARITMETICA QUE SIGUEN LAS MASAS DE UNA
CADENA UNIDIMENSIONAL, EN LA QUE TODAS LAS CONSTANTES
ELASTICAS SON IGUALES. CALCULA E IMPRIME LOS EIGENVALO-
RES Y EIGENVECTORES PARA EL INTERVALO DE VARIACION DE
ESTA DIFERENCIA.

oo a

DIMENSION Z(31)

COMMON N,LI,LO,LP,LT,I0,X0,XN
COMMON V(31),Q(2,2)
COMMON B(30),A(30),C(30)

DEFINE FILE 10(57,120,U,K00)

DEFINE FILE 101(41,93,U,K01)
DEFINE FILE 102(41,93,U,K02)
DEFINE FILE 103(41,93,U,K03)
DEFINE FILE 104(41,93,U,K04)
DEFINE FILE 105(41,93,U,K05)
DEFINE FILE 106(41,93,U,K06)
DEFINE FILE 107(41,93,U,K07)
DEFINE FILE 108(41,93,U,K08)
DEFINE FILE 109(41,93,U,K09)
DEFINE FILE 110(41,93,U,K10)
DEFINE FILE 111(41,93,U,K11)
DEFINE FILE 112(41,93,U,K12)
DEFINE FILE 113(41,93,U,K13)
DEFINE FILE 114(41,93,U,K14)
DEFINE FILE 115(41,93,U,K15)
DEFINE FILE 116(41,93,U,K16)
DEFINE FILE 117(41,93,U,K17)
DEFINE FILE 118(41,93,U,K18)
DEFINE FILE 119(41,93,U,K19)
DEFINE FILE 120(41,93,U,K20)

LI=8
LO=5

1 READ (LI,200) N
200 FORMAT (I2)
IF (N) 2,2,3
2 CALL EXIT
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3 CONTINUE

300

10

12

400

31
32

WRITE (LO,300)
FORMAT (1H1)

X=1.0

DO 30 K=1,41
B=2.0%(1.0-X)/(N-1)

DO 10 J=1,N

XJ=J-1

A(J)=1.0/SQRT ((X+(XJ-1.0)*B)* (X+XJ*B))
B(J)=-2.0/(X+XJ*B)
C(J)=1.0/SQRT ((X+XJ*B) * (X+(XJ+1.0)*B))
CONTINUE

CALL TRIII

CALL TRIRO

CALL TRIGR (V,6.0)

DO 12 I=1,N

CALL TRIEV (Z,I)

DO 11 J=1,N

XJ=J-1
Z(J)=Z(J) /SQRT (X+XJ*B)
CALL TRINO (Z,N)

CALL TRIST (Z,N,100+I,K,6)
30 X=X-0.02

WRITE (L0D,400) N

FORMAT (’GRAFICA DEL NEGATIVO DEL CUADRADO DE LAS FRE’
1’CUENCIAS NATURALES DE UNA CADENA UNIDI-’/’ MENSIONAL’
2’ DE’,I2,’ PARTICULAS, EN LA QUE SUS MASAS VARIAN COMO’
3’ UNA SUCESION ARITMETICA,’/’ EN EL EJE VERTICAL SE VA’
4> RIA LA DIFERENCIA DE DICHA SUCESION.’)

DO 32 I=1,N

CALL TRIPG (Z,N,0,10,1)
CALL TRIPG (Z,N,0,10,2)

DO 31 K=1,41

CALL TRIST (Z,N,100+I,K,5)
CALL TRIPG (Z,N,X,10,3)
CALL TRIPG (Z,N,0,10,5)

GO TO 1

END
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// FOR

*xLIST SOURCE PROGRAM

*I00S (2501 READER, 1403 PRINTER,DISK)
*0NE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION

*NAME TRIVE

APENDICE H

TRIVE ES EL PROGRAMA PRINCIPAL QUE VARIA SISTEMATICA-
MENTE LAS MASAS DE LAS PARTICULAS EN TAL FORMA QUE LA
MASA TOTAL DE LA CADENA PERMANECE CONSTANTE, PERO CON
UNA RAZON FIJA ENTRE UNA MASA Y LA SIGUIENTE. CALCULA
E IMPRIME LOS EIGENVALORES Y EIGENVECTORES PARA EL IN-
TERVALO DE VARIACION DE ESTA RAZON.

oo a

DIMENSION Z(31)

COMMON N,LI,LO,LP,LT,I0,X0,XN
COMMON V(31),Q(2,2)
COMMON B(30),A(30),C(30)

DEFINE FILE 10(57,120,U,K00)

DEFINE FILE 101(41,93,U,K01)
DEFINE FILE 102(41,93,U,K02)
DEFINE FILE 103(41,93,U,K03)
DEFINE FILE 104(41,93,U,K04)
DEFINE FILE 105(41,93,U,K05)
DEFINE FILE 106(41,93,U,K06)
DEFINE FILE 107(41,93,U,K07)
DEFINE FILE 108(41,93,U,K08)
DEFINE FILE 109(41,93,U,K09)
DEFINE FILE 110(41,93,U,K10)
DEFINE FILE 111(41,93,U,K11)
DEFINE FILE 112(41,93,U,K12)
DEFINE FILE 113(41,93,U,K13)
DEFINE FILE 114(41,93,U,K14)
DEFINE FILE 115(41,93,U,K15)
DEFINE FILE 116(41,93,U,K16)
DEFINE FILE 117(41,93,U,K17)
DEFINE FILE 118(41,93,U,K18)
DEFINE FILE 119(41,93,U,K19)
DEFINE FILE 120(41,93,U,K20)

LP=2
LI=8
LO=5

1 READ (LT,2000) N

2000 FORMAT (I2)
IF () 2,2,3
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3000

300

10

12

15

400

31
32

WRITE (L0,3000)
FORMAT (59X,°FIN’)
CALL  EXIT

CONTINUE

WRITE (L0O,300)
FORMAT (1X,/)
R=1.0-1.0E-8
DO 30 K=1,41
F=N*(1.0-R)/(1.0-R*x*N)
S=SQRT(R)

X=F

DO 10 J=1,N
A(J)=S/X
B(J)=-2.0/X
C(J)=1.0/(8*X)
X=Rx*X

CALL TRIII

CALL TRIRO

CALL TRIGR (V,6.0)
DO 15 I=1,N

CALL TRIEV (Z,I)
X=SQRT (F)

DO 12 J=1,N
Z(J3)=Z2(J)/X

X=X*S

CALL TRINO (Z,N)
CALL TRIST (Z,N,100+I,K,6)

30 R=R-0.018

WRITE (L0O,400) N

FORMAT (’ GRAFICA DEL NEGATIVO DEL CUADRADO DE LAS FRE’
1’CUENCIAS DE RESONANCIA DE UNA CADENA DE’/,1X,I2,’ PAR’
2°TICULAS, EN LA QUE SUS MASAS VARIAN COMO UNA EXPONEN’
3’CIAL DECRECIENTE, EN EL EJE’/’ VERTICAL SE VARIA LA °
4°RAZON, SE CONSIDERA LA MASA TOTAL CONSTANTE.’)

DO 32 I=1,N

CALL TRIPG (Z,N,0,10,1)
CALL TRIPG (Z,N,0,10,2)

DO 31 K=1,41

CALL TRIST (Z,N,100+I,K,5)
CALL TRIPG (Z,N,K,10,3)
CALL TRIPG (Z,N,0,10,5)

GO TO 1

END
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// FOR

*xLIST SOURCE PROGRAM

*I00S (2501 READER,1403 PRINTER,DISK)
*0NE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION

*NAME TRIVG

APENDICE I

TRIVG ES EL PROGRAMA PRINCIPAL QUE VARIA LA MASA DE LAS
PARTICULAS DE UNA CADENA LINEAL EN FORMA GAUSSIANA

EXP (- ((X-X0) /A) *%2)
CALCULA E IMPRIME LOS EIGENVALORES Y EIGENVECTORES PARA
UN INTERVALO DE LA VARIANCIA A.

oNoNoNoNoNoNONe]

REAL MA(30)

DIMENSION Z(31)
DIMENSION AM(32)

COMMON N,LI,LO,LP,LT,IO,X0,XN
COMMON v(31),Q(2,2)
COMMON B(30),A(30),C(30)

EQUIVALENCE (MA(1),AM(2))
DEFINE FILE 10(57,120,U,K00)

DEFINE FILE 101(41,93,U,K01)
DEFINE FILE 102(41,93,U,K02)
DEFINE FILE 103(41,93,U,K03)
DEFINE FILE 104(41,93,U,K04)
DEFINE FILE 105(41,93,U,K05)
DEFINE FILE 106(41,93,U,K06)
DEFINE FILE 107(41,93,U,K07)
DEFINE FILE 108(41,93,U,K08)
DEFINE FILE 109(41,93,U,K09)
DEFINE FILE 110(41,93,U,K10)
DEFINE FILE 111(41,93,U,K11)
DEFINE FILE 112(41,93,U,K12)
DEFINE FILE 113(41,93,U,K13)
DEFINE FILE 114(41,93,U,K14)
DEFINE FILE 115(41,93,U,K15)
DEFINE FILE 116(41,93,U,K16)
DEFINE FILE 117(41,93,U,K17)
DEFINE FILE 118(41,93,U,K18)
DEFINE FILE 119(41,93,U,K19)
DEFINE FILE 120(41,93,U,K20)

LI=8
LO=5
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2000

3000

300

10

11

12

20

400

READ  (LI,2000) N
FORMAT (I2)

IF () 2,2,3

WRITE (LO,3000)
FORMAT (59X, ’FIN’)
CALL  EXIT

CONTINE
WRITE(LO, 300)
FORMAT (1H1)

XL=-2.0

XR=2.0

DX=(XR-XL) /FLOAT(N-1)
ALFA=-0.5

ALFA=0.0

DO 20 M=1,41
AM(1)=1.0

DO 5 J=1,N

MA (J)=EXP (-ALFA* (XL+(J-1) *DX) **2)
AM(N+2)=1.0

CALL TRINO (MA,N)
F=SQRT (FLOAT(N))

DO 6 J=1,N

MA (J)=MA (J) *F

DO 7 J=1,N

MA (J)=SQRT(MA(J))

DO 10 J=1,N
A(J)=1.0/(AM(J)*AM(J+1))
B(J)=-2.0/(MA(J)*MA(J))
C(J)=1.0/(AM(J+1)*AM(J+2))
CONTINUE

CALL TRIII
CALL TRIRO
CALL TRIGR (V,6.0)

DO 12 I=1,N

CALL TRIEV (Z,I)

DO 11 J=1,N
Z(J)=2(J)/MA(J)

CALL TRINO (Z,N)

CALL TRIST (Z,N,100+I,M,6)

ALFA=ALFA+0.015

WRITE  (L0,400) N

FORMAT (’GRAFICA DEL NEGATIVO DEL CUADRADO DE LAS FRE’

1’ CUENCIAS DE RESONANCIA DE UNA CADENA LINEAL’/’ DE’,I2,
2> PARTICULAS EN LA QUE SUS MASAS SE VARIAN COMO UNA DI’
3’ STRIBUCION GAUSSIANA’/’ EXP(-((X-X0)/A)*%2), EN EL EJE’
4’ VERTICAL SE VARIA LA VARIANCIA A.?)
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CALL TRIGE
GO TO 1

END
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