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Resumen

En el siguiente trabajo se analizan las transformaciones locales que operan sobre un sistema el
cual consiste en un espacio celular de una dimensién. En particular, se discuten aquellas trans-
formaciones locales que generan un comportamiento global reversible, es decir, que conservan la
informacién del sistema.

Damos una caracterizacion de este tipo de transformaciones locales utilizando el trabajo desa-
rrollado por Hedlund en [Hedlund 69] basado en conceptos de dindmica simbdlica, combinato-
ria y registro de corrimientos. Para hacer més entendible esta caracterizacién, los resultados de
Hedlund son complementados con las herramientas gréficas elaboradas por McIntosh y Nasu en
[McIntosh 91b] y [Nasu 78] respectivamente.

Conjuntando las ideas anteriores con el trabajo hecho por Kari en [Kari 96], explicamos el com-
portamiento global reversible por medio de permutaciones en bloque y corrimientos, haciendo esta
idea extensiva para toda transformacién local que genere este tipo de comportamiento global.

Por dltimo, establecemos una cota maxima para el tamano minimo de la transformacion inversa
asociada a una transformacién local que induzca un comportamiento global reversible.
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Capitulo 1

Introduccion

A medida que el hombre, apoyado en el recurso tecnolégico, comprende mejor el mundo que le
rodea; ha visto que su conocimiento profundiza cuando las explicaciones de los comportamientos
de cualquier sistema se d& en términos de la interaccion de sus partes o subsistemas. Los sistemas
naturales: fisicos, quimicos, bioldgicos, ecolodgicos y sociales; en donde la relacién entre sus com-
ponentes es sencilla pero en su conjunto generan un patrén de comportamiento global interesante
o complejo, se les denomina sistemas complejos.

El interés por el estudio de lo sistemas complejos se vié fortalecido después de la segunda guerra
mundial gracias a dos causas. La primera corresponde al desarrollo de la microelectrénica y por
ende a la misma tecnologia de computacién. La segunda, de indole tedrico, corresponde a una serie
de modelos y fundamentos tedricos que han permitido elaborar estudios y desarrollar investigacién
profunda en lo denominado actualmente como sistemas complejos. En particular, los trabajos
tedricos de gente como Alonzo Church, Emil L. Post y Alan M. Turing, entre otros, fueron los
que establecieron los fundamentos tedricos para el estudio de un cierto tipo de sistemas complejos
denominados Autématas Celulares.

El inicio en el estudio de los autématas celulares se debe a John von Neumann en los 50’s.
Influenciado por los trabajos de Turing y Post que se presentaron de manera independiente en
los 30’s acerca de los procesos computables y autématas; y, el trabajo de Warren S. McCulloch y
Walter Pitts sobre el funcionamiento del sistema nervioso a principio de los 40’s. El gran interés que
desperté estas ideas en von Neumann lo llevé a investigar sobre la complejidad requerida para que
un dispositivo pudiera autorreproducirse y la organizacion de éste para tener un funcionamiento
correcto al repararse con partes que pudieran tener un mal funcionamiento. Los resultados no se
dejaron esperar, toda una corriente de investagacién se ha desarrollado con una fuerte interrelacién
en campos como fractales y sistemas dinamicos, asi como aplicaciones en: computacion en paralelo,
simulacion de sistemas dindmicos y reconocimiento de patrones.

Los autématas celulares, segin el enfoque de los investigadores, han sido estudiados bajo
una gran variedad de nombres: “espacios celulares” , “estructuras celulares” , “estructuras ho-
mogéneas” , “estructuras de mosaico” , “autématas de mosaico” o “arreglositerativos” [Voorhes 96].

Los diferentes puntos de vista han vigorizado el estudio de los autématas celulares y, su historia,
aunque muy reciente en comparacién de otras areas, ya ha presentado una alternancia entre fuertes
momentos de interés y periodos de latencia, que otras areas tradicionales de investigacién han
presentado. Nosotros podemos identificar varias etapas histéricas: el origen, el juego de la vida y
el de autématas celulares lineales.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

1.1 Origen

El origen de los autématas celulares, dado a principios de los 50’s, se identifica con el trabajo
de John von Neumann sobre sistemas autorreproductivos [von Neumann 66]. Von Neumann in-
teresado con las ideas de Turing acerca de un autémata universal, propone un autémata celular
equivalente a una méquina universal de Turing [Codd 68]. Ademds, también queria averiguar que
tan complejo podria ser construir un aparato autorreproductivo y como resolver el problema de alta
confiabilidad relacionado con la complejidad de este dispositivo. En este mismo orden de ideas, él
planteaba la necesidad de un mecanismo auto-reparador que utilizara partes que pudieran tener un
mal funcionamiento.

En 1944, von Neumann se integra al proyecto ENIAC (Electronic Numerical Integrator and
Computer) formando un grupo de trabajo cuyos intereses eran investigar problemas de computado-
ras, comunicaciones, control y series de tiempo; y para el sistema nervioso aspectos de comunicacién
y control [Preston 84]. En 1947, von Neumann empieza a estudiar la complejidad requerida para un
dispositivo autorreproductor, empezando con modelos continuos basados en ecuaciones diferenciales
parciales no lineales y también usando la idea de un autémata cinético basado en los principios de
Turing.

Debido a lo dificil de poder probar rigurosamente esta idea y escuchando la sugerencia de
Stanislaw Ulam de utilizar un arreglo de elementos computables, von Neumann empieza a trabajar
en un esquema basado en un espacio celular ocupando una malla de dos dimensiones, en el cual
una célula podia tomar un valor de entre veintinueve posibles. Para su comportamiento cada célula
depende del estado de ella misma y de sus cuatro células “vecinas” ortogonales: arriba, abajo,

izquierda y derecha.

Figura 1.1: Vecindad de von Neumann

John von Neumann muere en 1957 antes de poder publicar su trabajo; pero este es publicado
en 1966 mediante una edicién por Arthur W. Burks [von Neumann 66]. Durante la decada de
los 60’s se trabajo fuertemente con la idea de autorreproduccién destacando el trabajo de E. F.
Codd [Codd 68] que realiza una variante del autémata de von Neumann pero con solo ocho estados
posibles para cada célula. Otro trabajo importante se debe a Edward F. Moore y su concepto de
“Jardin del Edén” [Moore 62]; el cual se tratard con mayor detalle en las secciones subsecuentes.

1.2 El Juego de Life

En 1970, John H. Conway, propone un juego matemdtico llamado Life el cual aparece publicado
en la columna de Martin Gardner [Gardner 70] y d4 una nueva linea de estudio de los autématas
celulares. El juego de Life es muy simple, consiste en un espacio cudriculado en donde cada cuadro
o célula puede tomar un valor de dos posibles, vivo o muerto; una célula depende de su estado y de
sus ocho células vecinas, cuatro ortogonales y cuatro diagonales como lo habia hecho anteriormente

Moore [Moore 62].

Figura 1.2: Vecindad de Moore

Las reglas del juego son que una célula puede “nacer” si hay a su alrededor exactamente tres
células vivas, una célula permanece viva sis existen dos o tres células vivas a su alrededor y en los
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demds casos la célula o permanece inactiva o pasa a estado muerto si se encontraba viva.

A pesar de que las reglas eran simples, el comportamiento del autémata celular se mostraba
complejo, razén por la cual, la propuesta de Conway recibié una gran aceptacién, a la vez que el
acceso a cada vez mejores dispositivos de video aumenté la popularidad de Life.

La conducta de Life es muy similar al de un grupo de microbios en una gota de agua, por
ejemplo, existen construcciones llamadas “gliders” que son capaces de moverse diagonalmente en
el espacio de evolucién, otras figuras conocidas como “space ships” (naves espaciales) capaces de
movimientos horizontales o verticales, ademdas de “glider guns” o cafiones los cuales producen
gliders de manera ilimitada. Estas propiedades hicieron que el estudio de Life ganara popularidad
y produjo que muchos investigadores se dedicaran a la investigacién de los autématas celulares.

Figura 1.3: Ejemplo de una evolucion de Life

1.3 Centrandose en Una Dimensién

A mediados de los 80’s, un nuevo impulso surge en el estudio de autématas celulares gracias al
trabajo desarrollado por Stephen Wolfram [Wolfram 86] y [Wolfram 94]. El estudio de Wolfram se
caracteriza por ser mas general que el de von Neumann y el de Conway. El enfoque de los dos tltimos
autores fue estudiar a detalle un autémata celular asi como sus consecuencias. Mientras que Wolfram
estudia un conjunto de autématas celulares en una dimensién en base a una busqueda computacional
de sus propiedades en términos de mecénica estadistica y dindmica no lineal [McIntosh 87].

Una de las aportaciones importantes de Wolfram fue su clasificacién (que se puede considerar
analoga a la hecha por Stephen Smale en sistemas dindmicos) de los autématas celulares en base a
su comportamiento, dando como resultado cuatro clases distintas:

e La clase I es aquella en que el comportamiento del autémata rapidamente deriva a un valor
fijo o estado de equilibrio.

e La clase IT es aquella en que el comportamiento del autémata llega a un conjunto de estados
finales que se repiten ciclicamente.

e La clase III se caracteriza porque su comportamiento es cadtico, es decir, no se puede predecir.

e La clase IV es aquella en donde la conducta del autémata es una combinacién entre la clase
uno y dos con la clase tres; es decir, se observan zonas de comportamiento cadtico mezcladas
con zonas de comportamiento fijo o ciclico; Wolfram pone especial interés en esta clase por
su deseo de asociarla con computacién universal

Clase 1 Clase II Clase 111 Clase 1V
Figura 1.4: Clases de Wolfram
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1.4 Construccion Basica

Un autémata celular lineal est4 compuesto por un arreglo lineal de celdas o células, en donde cada
una de estas puede tomar como valor un elemento de un conjunto finito de posibilidades o estados.
Al arreglo inicial de células que se tenga se le denomina configuracion inicial. Cada célula va a
actualizar su valor dependiendo del estado que tenga y del estados en que se encuentren también
las r células tanto a su izquierda como a su derecha, al conjunto total que forma una célula con sus
r vecinas izquierdas y derechas se le denomina vecindad y r se conoce como el radio de vecindad.

El mapeo entre el conjunto de todas las posibles vecindades y el conjunto de estados se le
denomina regla de evolucién. Con estos elementos podemos describir facilmente el comportamiento
de un autémata celular lineal:

1.

Se empieza con una configuracién inicial o un arreglo lineal de elementos en donde cada
elemento toma un valor de un conjunto finito de estados.

Cada célula actualiza su valor dependiendo de su estado y de sus r vecinas a cada lado, el
nuevo valor esta especificado en la regla de evolucién del autémata.

En el caso de los elementos extremos del arreglo, estos se concatenan para que su vecindad se
complete. De esta manera la configuracién inicial en realidad forma una circunferencia.

. Al actualizar en cada paso a todas las células del arreglo al mismo tiempo, se forma una nueva

configuracion, sobre la cual se repite el mismo proceso anteriormente descrito.

A la formacién de nuevas configuraciones en base a las anteriores se le denomina como la
evolucion del autémata; esta evolucién forma un cilindro conforme las configuraciones se van
actualizando.

Vecindad impar Vecindad par

Figura 1.5: Mecanismo de evoluciéon de un autémata celular lineal tanto en vecindades impares
como pares.

Los autématas celulares lineales caen en la categoria de sistemas dindmicos discretos por dos
claras razones:

e La actualizacién de todos los elementos de una configuracién se hace en lapsos o pasos dis-

cretos.

e El tamafio de vecindad para actualizar cada configuracién es discreto.

Para cumplir con la segunda propiedad, el valor de r puede ser unicamente de dos formas, (n)
o (n/2) paran € ZT es decir, para tamafos de vecindad par o impar; por razones de una mejor



CAPITULO 1. INTRODUCCION 5

representacién simétrica, el nuevo estado que se forme segun establezca la regla de evolucién serd
colocado abajo y en la parte media de la vecindad que le dio origen.

Las caracteristicas relevantes de estos sistemas son que el espacio donde se desenvuelven es
celular, el nimero de estados que puede tener cada célula es finito, el comportamiento de los
elementos del autémata es homogéneo y el comportamiento global del autémata depende de las
interacciones locales de sus partes.

1.5 Automatas Celulares Reversibles

En particular, un tipo muy interesante de autématas celulares son los denominados reversibles, dada
su alta relacién con conceptos de termodindmica y fisica de particulas, en donde el sistema puede
regresar a estados anteriores. Se dice que un autémata celular es reversible si se puede encontrar
una regla inversa a la original con la cual poder regresar en la evolucién del autémata.

El saber cuando un autémata celular es reversible se ha sido una cuestiéon de gran interés en el
estudio de este tema, obteniendo que es decidible para el caso unidimensional [Amoroso 72] pero
indecidible en dos dimensiones [Kari 92] y [Kari 92]. En los dltimos tres afos se ha desarrollado
trabajo sobre autématas celulares lineales reversibles en donde se analizan sus efectos y como poder
detectar los mismos [Gémez 96] [Seck 98]. Sin embargo, no se tiene ain una caracterizacién para
entender el comportamiento reversible de un autémata celular lineal.

El objetivo de este escrito es investigar y exponer las causas que expliquen el por qué un autémata
celular es reversible, esto es, describir el mecanismo por el cual el comportamiento de un autémata
celular en una dimensién puede regresar a estados globales por los que habia pasado anteriormente.
El trabajo estd organizado de la siguiente manera:

El capitulo 1 trata sobre las el funcionamiento, la terminologia y las herramientas utiliadas
para el estudio de autématas celulares lineales.

El capitulo 2 expone el concepto de autématas celulares reversibles y la teoria fundamental
sobre este tema.

El capitulo 3 explica el funcionamiento de estos autémtas por medio de permutaciones en
bloque y corrimientos aplicando este proceso para cualquier tipo de autémata reversible.

El capitulo 4 muestra cuales son las caracteristicas que deben presentar estas permutaciones
en bloque para funcionar de manera adecuada.

El capitulo 5 es un andlisis concerniente a que tan grande puede ser el minimo campo de
accién requerido para el comportamiento inverso de un automata reversible.

Finalmente, se dan conclusiones sobre estos aspectos tedricos y los campos abiertos de inves-
tigacion que aun quedan por abordar.

En la elaboracién de este trabajo se ha utilizado para el estudio de ejemplos y calculo numérico
el sistema NXLCAU desarrollado por el Dr. Harold V. Mclntosh en la Universidad Auténoma
de Puebla [McIntosh WWW], ademds, junto con este escrirto se elaboré un modulo auxiliar al
sistema NXLCAU denominado RLCAU para el andlisis en particular de autématas celulares lineales
reversibles.



Capitulo 2

Fundamentos

2.1 Resumen

Este capitulo presenta los fundamentos de la teoria de autématas celulares lineales. Dentro de los
fundamentos se considera la descripcién formal de un autémata celular y cual es su terminologia
béasica que permite caracterizar a los mismos. Conceptos principales como el de ancestro y jardin
del edén seran propiedades importantes para la caracterizacién de la reversibilidad de los autématas
celulares.

Con el fin de encontrar nuevos resultados en autématas celulares lineales, uno de los objetivos de
anteriores investigaciones [McIntosh 91al, citekn:mc4, [Gémez 96] y [Seck 98], ha sido la creacién
y uso de herramientas de andlisis. De esta manera, en la tltima seccion de este capitulo se da un
resumen de dichas herramientas que pueden ser consultadas en mas detalle en [McIntosh WWW].

2.2 Funcionamiento de un Autémata Celular Lineal

Podemos definir formalmente los elementos y el funcionamiento de un autémata celular lineal como
un sistema de la forma:

{K,r,¢,Co} (2.1)

en donde K representa al conjunto finito de estados con cardinalidad |K| = k; r es el radio de
vecindad para cada célula; ¢ : K?"t1 — K: ¢ es la funcién de transicién que mapea cada elemento
del conjunto de vecindades a un elemento del conjunto de estados; y una configuracién inicial Cy € C
en donde C es el conjunto de todas las posibles configuraciones que pueden existir en el automata
celular.

Entonces la i-ésima configuracién puede ser vista como el mapeo C; : ZT — K; el mapeo del
conjunto de los enteros positivos al conjunto de estados, para configuraciones finitas que son las que
se estudian en el presente trabajo, dicho mapeo abarca desde 1 hasta nc en donde nc es el niimero
de células que tenga la configuracién inicial; al resto de las configuraciones que se vayan creando
las denominaremos Cy,Cy,...C;,Cit1,...; en donde el subindice indica en que lapso de tiempo se
encuentra la evolucién del autémata.

2.2.1 Caracteristicas de un Automata Celular Lineal

Con esta forma de funcionar de un autémata celular lineal podemos encontrar una serie de carac-
teristicas basicas que cumplen dichos sistemas:

1. El tamano de una vecindad es igual a 2r + 1.
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2. El numero posible de vecindades distintas es k?"11.

3. El nunero posible de reglas de evolucién es kR

Wolfram propone la notacién (k,r) para diferenciar a cada tipo de autémata dado su nimero de
estados k y su radio de vecindad r; cada uno de estos tipos hemos visto tiene en total tantas reglas
como k%" . Para diferenciar cada regla podemos ordenar a las vecindades en forma ascedente con
lo que el conjunto de celulas a las que dan origen cada vecindad también forman una secuencia que
es unica, esta secuencia se puede codificar como un nimero en base k£ como hace Wolfram en el
caso de automatas de dos estados en donde dicha secuencia forma un nimero binario, o en caso de
que el nimero de vecindades sea muy grande y este tratamiento resulte excesivo, podemos partir
esta secuencia de estados en cadenas de longitud n y darle a cada cadena un numero en base k™
como hace Mclntosh, con lo que cada regla queda codificada.

2.3 Ancestro y Jardin del Edén

Dos importantes conceptos que se tienen dentro de la teoria de autématas celulares son los de
ancestro y jardin del edén, los cuales nos servirdn para analizar las caracteristicas y limitaciones de
la evolucién de un autémata celular.

Tomemos a K* como el conjunto de todas las secuencias de cualquier longitud, desde longitud
0 en adelante; a la secuencia de longitud 0 o cadena vacia se denominara como .

Para (i, ) € Z™, una secuencia de estados s; € K* se dice que es ancestro de otra secuencia s; €
K™ si al aplicar la regla de evolucion ¢ a cada uno de sus elementos de s;, la nueva cadena resultante
es igual a s;. Este concepto se puede aplicar para cualquier secuencia de estados, abarcando desde
vecindades hasta la configuraciéon completa; de este modo la configuraciéon C; es ancestro de la
configuracién C; si C; evoluciona a C; bajo la aplicacién de la regla de evolucién ¢.

Por supuesto, con esta misma idea podemos tener distintos casos, pueden existir una secuencia
de estados s; € K* que carezca de ancestros, que tenga un unico ancestro o que tenga mas de un
posible ancestro. A las secuencias que caigan en el primer caso se les denomina como pertenecientes
al jardin del edén de dicho autémata, esta forma tan particular de describir este caso se debe a que
dichas secuencias solo pueden aparecer en la configuracion inicial y no pueden presentarse como
producto de la evolucién del autémata, sino solamente al inicio de dicho proceso.

2.4 Diagramas para el Analisis de Autématas Celulares

Un primer estudio sobre el comportamiento de un autémata celular lineal puede hacerse a través
de la observacion de su evolucién; sin embargo, existen otras herramientas basadas en la teoria
de gréaficas que nos permiten hacer un estudio méas a detalle y completo tanto de las propiedades
globales como locales del comportamiento de un autémata.

La ventaja de utilizar graficas radica en que visualmente hacen més claras la comprensién del
comportamiento y las propiedades de la dindmica de cualquier sistema ademés del tratamiento que
se puede hacer a sus representaciones matriciales.

Las herramientas que nos facilitan este estudio son el diagrama de de Bruijun, el diagrama de
parejas y el diagrama de subconjuntos.

2.4.1 Diagrama de de Bruijn

Los origenes del diagrama de de Bruijn se encuentran en trabajos orientados al estudio de registros
de corrimientos de una secuencia de simbolos para la codificacién de informacién, el nombre de este
diagramas se debe a los trabajos hechos por N. G. de Bruijn [McIntosh 91a] y por Solomon W.
Golomb [Golomb 67].
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El uso del diagrama de de Bruijn en autématas celulares es de gran importancia ya que puede
representar de una manera natural y conveniente la evolucién de las vecindades de un autémata
celular lineal. Cada nodo del diagrama de de Bruijn representa un conjunto de 2r células, entonces
tendremos tantos nodos como k>".

Estos nodos funcionan como vecindades parciales del automata; las ligas van a partir de un nodo
a otro si los ultimos 2r — 1 elementos del nodo inicial concuerdan con los primeros 2r — 1 elementos
del nodo final, la liga representard una vecindad completa compuesta por la secuencia formada por
el nodo inicial y el nodo final traslapando en 2r — 1 elementos; por lo tanto tendremos tantas ligas
como vecindades posibles distintas haya en el autémata, es decir k2”1, La etiqueta o el color de
la liga nos representa el estado que surge de la evolucién del autémata. Por supuesto, hay que
tener en cuenta que mientras mayor sea el ndmero de estados y/o el tamaio de vecindad, también
crece el numero de nodos y de ligas del diagrama de de Bruijn lo que trae consigo problemas de
representacién grafica.

Como toda grifica, el diagrama de de Bruijn tiene una representacién matricial asociada, a la
cual se le conoce como matriz de evolucion. La importancia del diagrama de de Bruijn es que nos
da una forma de representar graficamente la regla de evolucién, por ejemplo, una aplicacién sencilla
podria ser recobrar todos los ancestros que forman una cadena dada con solo hacer un registro de
todos los caminos distintos que tienen la forma de la cadena deseada.

2.4.2 Diagrama de Parejas

El producto cartesiano de dos graficas se utiliza para comparar rutas entre éstas, si hacemos el
producto cartesiano de una grafica consigo misma lo que obtendremos son las distintas rutas que
existen para recorrer un mismo camino en un diagrama. Esta es la idea que hay detras del diagrama
de parejas, utilizado como herramienta bésica en el estudio de autématas en general [McIntosh 91a],
en este caso el diagrama de de Bruijn se utilizard como base para generar al diagrama de parejas.

Cada nodo del diagrama de parejas es una posible dupla de nodos del diagrama de de Bruijn, de
este modo el diagrama de parejas tendra tantos nodos como k%7; las ligas en este diagrama partirdn
de un nodo a otro si el primer elemento del nodo inicial con el primer elemento del nodo final tiene
el mismo color de liga en el diagrama de de Bruijn que el segundo elemento del nodo inicial con el
segundo elemento del nodo final.

Debido a esta construccion, las rutas del diagrama de parejas corresponden a parejas de rutas
iguales del diagrama de de Bruijn, este diagrama esta contenido tal cual en la diagonal principal
del diagrama de parejas.

2.4.3 Diagrama de Subconjuntos

Hemos visto que el diagrama de de Bruijn nos da la oportunidad de trazar rutas en él y conocer sus
ancestros, sin embargo, una pregunta importante es conocer si una ruta dada existe en el diagrama
o lo que es lo mismo si el autémata tiene un jardin del edén, para responder esta pregunta se utiliza
el diagrama de subconjuntos [Moore 62] el cual es bien conocido en su aplicacién para la teoria
general de autématas para conocer si una cierta cadena es parte del lenguaje de un autémata, el
uso de dicho diagrama en el contexto de autématas celulares lo podemos encontrar en el trabajo de
Amoroso y Patt [Amoroso 72].

Como su nombre lo indica, el diagrama de subconjuntos estd formado por todos los subconjuntos
posibles que se puedan formar con los nodos del diagrama de de Bruijn empezando desde el conjunto
vacio hasta el conjunto que contenga todos los nodos, el diagrama de subconjuntos tendra tantos
nodos como 2¥°". Va a existir una liga de un color dado de un nodo a otro si al menos un elemento
del primer nodo tiene enlace con todos los elementos del segundo nodo en el diagrama de de Bruijn
con esa misma liga, para el conjunto vacio todas las ligas que salgan de él llegan a el mismo.

La importancia del diagrama de subconjuntos radica en que nos da una funcionalidad que el
diagrama de de Bruijn no tiene en el sentido que para cada nodo en el diagrama de subconjuntos
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todas las ligas estan definidas gracias a la inclusién del conjunto vacio, y cada liga lleva exactamente
a un nodo unico. Uno de los usos importantes del diagrama es encontrar secuencias que no tengan
ancestros, es decir que sean parte el jardin del edén; esto se puede detectar si existe un camino que
nos lleve del conjunto completo hasta el conjunto vacio, ya que dicho camino indica que empezando
desde cualquier nodo posible en el diagrama de de Bruijn llega un momento en que dicha secuencia
no puede continuar forméndose en dicho diagrama, por lo que no puede aparecer como efecto de la
evoluciéon del autémata.

2.5 Caso de Estudio: Autémata (4,1/2)

Para ver en la practica los conceptos anteriores, tomemos como ejemplo un autémata (4,1/2); es
decir, de 4 estados y un radio de vecindad de 1/2, entonces tenemos las siguientes caracteristicas:

Numero de estados: k=4

Radio de vecindad: r=1/2

Tamano de vecindad: 2r+1 =2

Numero de vecindades distintas: E2FT =16

Numero de reglas de evolucién distintas: kk27»+1 = 4294967296

Tabla 2.1: Caracteristicas generales de un autémata (4,1/2)

Escojamos una de estas reglas:

| Vocindados | Evolucion | Bloques de 2 clomontos Valor
on basc 4 hexadecimal
33 0 4l 3
32 3 40
31 1 4l 4
30 0 40
23 0 4l 2
22 2 40
21 2 4l ]
20 1 49
13 0 4l 1
12 1 49
11 1 41 7
10 3 49
03 3 4T [S]
02 0 49
01 1 41 3
00 2 49

Tabla 2.2: Autémata (4,1/2) con regla de evolucién 342917C6

Usando esta agrupacion en la regla de evolucion, ésta se puede representar por el numero
hexadecimal 342917C6; una evolucién tipica de este autémat es la siguiente:

Ewvolucion [%]

By

k3
No. de Células: ﬂi‘i‘i‘ﬂl
Figura 2.1: Ejemplo de una evolucién del autémata (4,1/2) regla 342917C6
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Las caracteristicas del diagrama de de Bruijn son las siguientes:

Niimero de nodos: k2 =4
Nimero de ligas: k2T =16

Tabla 2.3: Caracteristicas del diagrama de de Bruijn en un autémata (4,1/2)

El diagrama de de Bruijn y su representacién matricial son las siguientes:

5
L]
]
L]

[I-1-]~Te

(]~ =Fw
[]=]-]-Te

W N = o

Esnado 0 [l
Eswdo 1 [l
Esmdo 2 []
Eetado 3 [

Figura 2.2: Diagrama de de Bruijn y su representacién matricial para la regla 342917C6

Por medio del diagrama de de Bruijn podemos conocer los ancestros de una secuencia dada, por
ejemplo, para la secuencia 20 los ancestros son los siguientes:

Ancestro 1 | 002
Ancestro 2 | 213
Ancestro 3 | 223

Figura 2.3: Ancestros de la cadena 20 en el diagrama de de Bruijn

El diagrama de parejas tiene k*" = 16 nodos posibles, la gréifica es la siguiente:

» ) 'o ]
e

LN lf
/e i

Figura 2.4: Diagrama de parejas del autémata (4,1/2) regla 342917C'6

Podemos editar este diagrama de tal modo que observemos los ciclos que este contenga ademas del
de su diagonal principal, que como se dijo anteriormente es el mismo diagrama de de Bruijn; para
la cadena 30 tenemos dos distintos ancestros, la secuencia 323 y la secuencia 030, dada la forma de
estas secuencias, la cadena formada por la repeticién indefinida de la secuencia 30 tendra siempre
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dos posibles ancestros, uno formado por la repeticién indefinida de 323 y otro con la misma forma
usando la secuencia 030.

EIBEICEREIRE)

Alolslo]- - -[o]3]0]

P BEITI B EIT)

Figura 2.5: Ancestros de la secuencia 03...03

El diagrama de subconjuntos tendré tantos nodos como L 16, que son todos los posibles sub-
conjuntos que se pueden formar con los nodos del diagrama de de Bruijn, McIntosh [McIntosh 91a]
codifica los distintos subconjuntos ordenando los nodos de de Bruijn, y formando un nimero binario
colocando un uno si el nodo aparece en el subconjunto, de este modo cada subconjunto recibe un
valor binario distinto, la clasificacién de subconjuntos queda de la siguiente manera:

Nodos de
Subconjunto de Bruijn Clasificacién
presentos binario
0123
[ 0 Jo0Jo0To0 0
0 T o000 1
1 0 [ 100 2
2 0 010 1
3 0 |0 ]o0 1 5
01 T 1]0]0 3
02 T o [1]o0 5
03 T 001 5
12 0 [ 1|1 |0 G
3 0 [ 1 |01 10
23 0 [0 |t |1 12
012 T [ 1 [1]0 7
013 T 1 [0 1 11
023 T o0 [ 1 ]1 13
123 0 [ 1 |1 |1 14
0123 T 1 [ 1 ]1 15

Tabla 2.4: Clasificacién de los subconjuntos de nodos del diagrama de de Bruijn del autémata (4, 1/2)

El diagrama de subconjuntos asociado a este autémata es el siguiente:

=

Figura 2.6: Diagrama de subconjuntos del autémata (4,1/2) regla 342917C6

Si editamos este diagrama se puede observar que existe un camino formado por la secuencia 3333
que va del conjunto total al conjunto vacio, por lo que esta secuencia pertenece al jardin del edén
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de dicho autémata, como podemos observar si editamos el diagrama de de Bruijn y solo dibujamos
los ancestros del estado 3.

Figura 2.7: La configuracién 3333 pertenece al jardin del Edén

Se observa en la Figura 2.7 que la secuencia més larga que se puede formar utilizando unicamente
al estado 3 es de tamano tres, por lo que tratar de generar un secuencia de tamano mayor o igual
a cuatro resulta imposible en la evolucién como indica el diagrama de subconjuntos.

2.6 Observaciones Finales

Hemos visto que la descripcién y funcionamiento de un autémata celular lineal es muy simple, se
puede resumir en que secuencias de estados evolucionan en otras por medio de una regla homogénea
de influencia local.

Dos conceptos importantes para analizar la evolucién de un autémata celular lineal son el de
ancestro y el de jardin del edén. El primero nos dice cuales son las configuraciones de las cuales
surge una cierta secuencia y el segundo sefiala aquellas configuraciones que no tiene antecesores
o una historia anterior y que solo pueden aparecer al inicio de la evolucién del autémata celular
lineal.

Las graficas asociadas al estudio de estos sistemas nos ofrecen una forma directa y sencilla de
encontrar los ancestros y el jardin del edén (si éste existe) para cada autémata celular lineal. El
diagrama bdsico en este aspecto es el diagrama de de Bruijn. pues de él se desprenden los demas;
el diagrama de parejas y el diagrama de subconjuntos.



Capitulo 3

Reversibilidad en Automatas
Celulares Lineales

3.1 Resumen

Una vez definido el concepto de autémata celular lineal asi como su funcionamiento, estudiaremos
las propiedades de una clase especial de autématas celulares conocidos como reversibles. Estos
autémats tienen la caracteristica de que la historia de su evolucién es invertible, es decir, podemos
encontrar una manera tal que de una configuraciéon C; dada, regresemos a la configuracién C;_1;
pudiendo realizar este proceso de manera indefinida.

Primero se presentard una pequena resena sobre el desarrollo del estudio de este tipo especial
de autématas celulares, después se expondrin toda una serie de resultados tedricos que describen
las propiedades de dichos sistemas y como podemos detectar estas caracteristicas utilizando las
herramientas gréaficas presentadas anteriormente. Por dltimo para hacer més claro estos conceptos
se presentard un caso de estudio para ejemplificar los resultados tedricos.

3.2 Antecedentes Historicos

Asi como la teoria general de autématas celulares se han tenido tres etapas importantes, en el caso
de los reversibles, andlogamente, se tienen tres épocas importantes:

La primera se presenta en los anos 60’s destacando en principio el trabajo de Edward F. Moore
[Moore 62] y las ideas del Jardin del Edén. Desde un enfoque de dindmica simbdlica y topologia
Gustav A. Hedlund, en 1969, contribuye a la teoria de los autématas celulares reversibles con un
estudio que ha sido piedra angular dentro del campo [Hedlund 69]. Hedlund logra un andlisis
muy detallado y profundo de las propiedades de los autématas celulares reversibles destacando dos
conceptos importantes; Multiplicidad Uniforme e Indices de Welch que se explicaran con detalle
maés adelante.

La segunda etapa importante la podemos encontrar a finales de los 70’s gracias al trabajo de
Serafino Amoroso y Yale N. Patt [Amoroso 72], los cuales dieron un primer algoritmo para detectar
cuando un autémata celular lineal es reversible. Masakasu Nasu [Nasu 78], [Nasu 79] y [Nasu 82],
retoma los resultados de Hedlund y les da un nuevo enfoque utilizando teoria de graficas, en especial,
dos herramientas: el diagrama de de Bruijn y las grificas Bundle que aqui mencionaremos como
diagramas de Welch.

La época maés reciente se tiene en esta década con las contribuciones hechas por Jarkko Kari
[Kari 92] y [Kari 96]. El hace uso implicito de los andlisis hechos por Hedlund y Nasu ofreciendo
una nueva perspectiva acerca de las causas que hacen que un autémata celular lineal sea reversible

13
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y de las propiedades que en estos se presentan.

De lo anterior podemos destacar que los autématas celulares lineales reversibles han seguido
un proceso de estudio intenso a pesar del corto tiempo de desarrollo que se tiene de esta teoria en
comparacion con otras. En este proceso se han retomado trabajos anteriores para enriquecerlos y
darles un nuevo enfoque como sucede con Nasu y Kari, o simplemente se ha vuelto a rehacer parte
del estudio como es el caso de Amoroso y Patt con respecto al trabajo de Hedlund.

3.3 Concepto de Reversibilidad

Una definicon general de reversibilidad es la cualidad que tiene un sistema de “ser capaz de ir a
través de una serie de acciones (o cambios) ya sea hacia adelante o hacia atrds” [Digital Webster].
En otras palabras, la idea bésica de un proceso reversible es que es capaz de regresar a etapas que
anteriormente ya habia visitado.

La reversibilidad es una caracteristica universal de las leyes de la fisica; en particular, corre-
sponde a una propiedad de los sistemas microscopicos definida en la segunda ley de termodindmica.
Como un apunte, diremos que la segunda ley de termodindmica establece que ningun dispositivo
que convierta calor en trabajo puede ser maés eficiente que uno reversible trabajando entre dos
temperaturas fijas [Toffoli 87] y [Kari 96].

En el d&mbito de nuestro estudio, un autémata celular se dird reversible si para cada posible
configuracion la regla de evolucién especifica uno y sélo un dnico sucesor. Esto es, dada una regla
de evolucién podemos construir una nueva con la cual podamos volver a generar las configuraciones

que se habian producido anteriormente.
|
| |
|

0 1

01 1

110 O
! |

0 1

0o(1 0

111 0

Regla Original:3
Regla Inversa:5

Figura 3.1: Autémata (2,1/2) reversible, cuya regla original es 3 y regla inversa 5. De una con-
figuracién inicial, evoluciona a una configuracion dada tal que aplicando la regla inversa se pueda
retornar a la configuracién original

3.3.1 Propiedades de los Automatas Celulares Lineales Reversibles

El problema de reversibilidad en autématas celulares se puede plantear como un anélisis del mapeo
que existe del conjunto de configuraciones globales del autémata a si mismo. Si dicho mapeo es
biyectivo entonces la evoluciéon del autémata es reversible.

Figura 3.2: El mapeo biyectivo entre configuraciones globales define un autémata celular reversible
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Hay que hacer notar que desde el punto de vista de comportamiento local no se puede hablar de
autématas reversibles, ya que la regla de evolucién mapea un conjunto de vecindades a un conjunto
de estados, esto es ¢ : K2"t1 — K el cual es evidente que no es un mapeo biyectivo para r > 0; sin
embargo, el interés y por qué no decirlo, la belleza de este tipo de sistemas es que la dindmica de los
mismos dependiente de reglas de comportamiento local no reversibles inducen un comportamiento
global que si es reversible. La cuestién a investigar es de que forma el funcionamiento del autémata
es capaz de conservar la informacién del sistema para que en un momento dado podamos hacer uso
de esta misma y poder reconstruir las configuraciones globales anteriores; con esta idea se pueden
establecer dos propiedades importantes que deben tener estos sistemas:

e En un automata celular reversible no existe Jardin del Edén.

e Cada configuracién global tiene una tnica configuracion de la cual precede.

3.4 Multiplicidad Uniforme

Sin duda alguna uno de los trabajos mas elegantes y sobresalientes es el denominado “Endomorphisms
and Automorphisms of the Shift Dynamical Systems” publicado por Gustav A. Hedlund en 1969
[Hedlund 69]. El escrito se presenta elegantemente mediante una exposicién de dindmica simbdlica
y sistemas dindmicos de corrimiento. Los andlisis de los sistemas dindmicos de corrimiento a través
de sus aspectos topoloégicos y tedricos de medida permite llegar a resultados muy relevantes.

La elegancia del teorema fundamental de estructura hace posible la derivacién de numerosos
resultados concernientes a las transformaciones de corrimientos conmutativos.

La estructura local relacionada con la estructura global resulta ser una cuestién importante
que se presenta en cualquier sistema dindmico en donde la existencia y las propiedades de las
transformaciones continuas conmutan con el grupo de accién. La induccién de un mapeo global
a partir de uno local se presenta a través de la definicién de un mapeo de bloques (palabras) de
simbolos de una longitud especifica en simbolos simples y extendiendo este mapeo en una manera
natural en secuencias infinitas.

En el andlisis de los autématas celulares lineales reversibles, debemos empezar por conocer las
propiedades que cumplen los autématas sin Jardin del Edén, es decir, donde toda secuencia tenga
al menos un ancestro. Relacionado a esta idea, en el trabajo de Hedlund encontramos un concepto
fundamental al cual él denomina Multiplicidad Uniforme.

La multiplicidad uniforme en un autémata celular reversible nos dice que cada cadena de estados
tiene el mismo numero de ancestros que las demds cadenas; y este nimero es igual al nimero de
nodos del diagrama de de Bruijn.

Se parte de un autémata celular reversible (K, r, ¢,C,), con las siguientes convensiones:
e ¢! esla regla inversa de ¢
e A los ancestros de una secuencia de estados S € K* los representaremos como ¢~ *(5)
e La evolucién de S € K* la representaremos como ¢(S)
e La cardinalidad de un conjunto N elementos se representara con | V|

En seguida vamos a parafrasear algunos de los resultados mas importantes del trabajo de Hed-
lund [Hedlund 69]. La indicacién (Resultado (m.n)) en cada uno de los siguientes enunciados indica
la seccién en que aparece el mismo enunciado en el trabajo original de Hedlund.

Nuestro interés es usar estos resultados dentro del contexto de los autématas celulares lineales.
La relevancia para los casos reversibles estriba en que los siguientes resultados nos indicaran cuales
son las propiedades que tienen los autématas celulares sin Jardin del Edén. El primer resultado nos
d& un comportamiento cuantitativo de los ancestros de una cadena y se presenta a continuacion.
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Hedlund 1 (Resultado (5.2)) Sea m yn € Z*. Si S € K™ cumple que |¢~'(S)| = n y para todo
s € K se cumple que |¢~1(Ss)| > n. Entonces |¢~(Ss)| = n para todo s € K.

Prueba: Tomemos a ¢~1(S) = {Ap,...,A,_1} = A; tomemos a SK como las secuencias formadas
al concatenar S con todo elemento de K. Si ¢~!(S) = A, entonces ¢~ (SK) = AK lo cual cubre
todas las posibilidades de ancestros de SK.

Para una cadena As € AK, su evolucién, ¢(As) pertenece a SK siy solo si A es un bloque de
longitud m + 2r tal que ¢(A) = S, es decir, si A € A.

r

. — AK{

\

Figura 3.3: ¢71(S) = Ay ¢~} (SK) = AK

De este modo el niimero de ancestros de las secuencias SK esta dado por la suma de los ancestros
de toda posible secuencia Ss; es decir:

67! (SK)

=nk=7]¢7"(Ss)] (3.1)

seK

Sabemos por el enunciado que |¢~!(Ss)| > n para cada s € K. Si para cualquier s € K, se
cumple que |¢~1(Ss)| > n, se tiene entonces que |¢p~1(SK)| > nk lo cual es una contradiccion.

| ‘
(M O IR N R | N
L s o] Lsldf o
Figura 3.4: Si |¢~1(Ss)| > n para alguna s € K no se cumple que |¢~1(SK)| = nk

De aqui concluimos que |¢~1(Ss)| = n para cada s € K.

Lo que indica el resultado anterior es que en un autémata celular lineal reversible, el nimero de
ancestros de cualquier secuencia se mantendrd igual no importando que tanto extendamos la misma.
Una cuestion importante ahora, es conocer cual es este niimero de ancestros, esto se respondera en
el siguiente resultado.
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Hedlund 2 (Resultado (5.3)) Seam yn € ZF, sea K el conjunto de estados del autémata celular
con |K|=k. Si S €K™ cumple que |¢~1(S)| =n y |¢~(SES)| =n para cada E € K?", entonces
n=k?.

Prueba: Definamos los siguientes conjuntos que utilizaremos en la demostracién:

o 1(S)={A;,...,A,} = A
£ = K’2r
B = AA

Como cada A; € A tiene tantos elementos como m + 2r, cada B € B es de longitud 2m + 4r y
su evolucidén, ¢(B), es de longitud 2m + 2r.

Ya que ¢(4;) = ¢(A;) = S, se tiene que ¢(B) es de la forma SES; donde E € £ aparece en
medio de cada evolucién de (A;4;). Es decir, AA C ¢~1(SES).

Toda evolucién de cualquier secuencia B pertenece al conjunto SE.S sin que falte ningin elemento
de &€ pues el mapeo global es sobreyectivo (no existe el Jardin del Edén), en otras palabras, todos
los ancestros del conjunto SES estédn contenidos en el conjunto AA. Es decir, ¢~ (SES) C AA; de
aqui llegamos a que:

o~ (SES)| = AA (3.2)
Ay Ay Ag Ag
B Ay A — Ay A | B ’: n?
| An 1 | An 1 | | An 1 | An 1 |

ses{ s [ &1 s | : | SES |= k¥

Figura 3.5: Ancestros de las secuencias SES

Dado que |A| = n, se tiene que |AA| = n?.

Del enunciado, sabemos que |¢"'(SES)| = n para cada E € £ con |£] = k*". Si tomamos en
cuenta todos los ancestros de SES entonces |¢p~1(SES)| = nk?".

Figura 3.6: El total de ancestros de SES es nk?"
De este modo llegamos a que n? = nk?", por lo que n = k?".

Lo que este resultado nos aporta es que si el nimero de ancestros de una secuencia se mantiene
para las extensiones de la misma, este ntimero es igual a k%". Haciendo uso de los dos resultados
anteriores, hagamos una generalizacién del comportamiento cuantitativo de los ancestros en un
autémata celular lineal reversible.
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Hedlund 3 (Resultado (5.4)) En un autémata celular lineal reversible se cumplen dos condiciones:
1. Todas las secuencias tienen el mismo niumero de ancestros.

2. El ndmero de ancestros de cada secuencia es k>".

Prueba: Param y n € Z™, definamos a S = K™ como el conjunto de secuencias de longitud m.
Por el hecho de que el autémata es reversible, el mapeo entre configuraciones es sobreyectivo, por
lo que toda secuencia de estados tiene al menos un ancestro.

Tomemos a n como el minimo nimero de ancestros que tenga alguna S € S§. Para dicha
secuencia, el valor de n se mantendrd (resultado 1) cumpliendo ademds que n = k2" (resultado 2).

Todos los posibles ancestros de S se encuentran en el conjunto K™%27; el total de nimero de
elementos de este conjunto es |K™+2"| = k™*2". Por otro lado, dado que n es el minimo ntimero
de ancestros de toda cadena en S, y como |S| = k™ , entonces minimamente hay tantos ancestros
como k™*" con n = k",

Si existe alguna cadena en S con un nimero de ancestros mayor que n, entonces se cumple que
|¢p~1(S)| > k™T2" lo cual no puede ser pues no hay mas ancestros que |[K™2"| = k™27, Por lo
tanto cada cadena en S tiene n ancestros con n = k2",

Por los resultados anteriores sabemos entonces cual es el nimero de ancestros de una secuencia y
que este valor es el mismo para todas las demés secuencias de un autémata celular lineal reversible.
Hay que senalar que el niimero de ancestros concuerda con el nimero de nodos en el diagrama de
de Bruijn.

3.5 Indices de Welch

Si bien el concepto de multiplicidad uniforme nos ofrece una caracterizacion cuantitativa del com-
portamiento de los ancestros de una secuencia de estados, este concepto no nos dice cual es la
mecdanica interna del comportamiento de estos antecesores. Para tratar este aspecto haremos uso
de los indices de Welch. Este concepto se debe a Lloyd R. Welch el cual trabaja con Hedlund en
la elaboracién del articulo [Hedlund 69]; Welch expone los indices que llevan su nombre como las
distintas partes de los ancestros de una secuencia y cuantos tipos distintos hay de cada parte.

Indice R:
e Sea S € K™ param € Z™.

Sea R; C K™ paran € Z™.

e Sea E € Kmtn—2r
e Para que R € R; debe cumplirse que ¢(SR) = E.
e Se tendrd que R = max{r;}, donde r; = |R;| para toda 1.

Es decir, dada una secuencia de estados .S, se formara un conjunto D; con aquellas cadenas que
al concatenarse con S a la derecha generan la misma evolucién. Por supuesto, para cada distinta
evolucién que sea posible existen distintos conjuntos R;. Se tomard aquel R; con mayor nimero
de estados y su cardinalidad se asignara al indice R.

Indice L:
e Sea S € K™ param € Z™.

e Sea L; C K™ paran € ZT.
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e Sea E € Kmtn=2r
e Para que L € £; debe cumplirse que ¢(LS) = E.
e Se tendrd que L = max{l;}, donde [; = |£;| para toda i.

En otras palabras, para una secuencia de estados S, se formara un conjunto £; con aquellas
cadenas que al concatenarse con S a la izquierda produzcan la misma evolucién. Habra tantos
conjuntos £; como evoluciones posibles. Tomaremos aquel de mayor nimero de estados y su car-
dinalidad se asignard al indice L. A cada conjunto R; o £; se le denomird como compatible de S ya
sea por la derecha o por la izquierda segin corresponda.

Indice M:

e Sea A; = K™ param € Z™T.

Sea R; = K™ paran € Z™.

Sea L; = KP parap € Z™.

Sea E € Kmtntp—2r

Para que A € A; debe cumplirse que ¢(Z;AD;) = E.
e Se tendrd que M = min{m;}, donde m,; = | A;| para toda i.

Lo que indica el indice M es el minimo nimero de bloques de estados A; tal que su evolucién
con sus conjuntos compatibles izquierdos y derechos particulares es la misma.

Con estos indices se puede contabilizar todas las posibles secciones que tengan los ancestros de
una secuencia: a la izquierda, al centro y a la derecha. Sabemos que en un autémata reversible,
para toda secuencia S € K™, debe existir un dnico estado con el cual regresar en la evolucién.
Tomando esto como base, los elementos de ¢~!(S) concuerdan con un tnico estado en la misma,
posicion y, de esta posicién, se desprenden a la derecha y a la izquierda variaciones que producen
las k%" posibilidades. Asi, podemos tomar esta posicion idéntica como el conjunto A;; dado que
esta situacién se presenta para todos los ancestros de cada S llegamos a que |A;| = 1 para toda A;.

Otra observacién importante es acerca del comportamiento de estos ancestros. Una vez que los
elementos de ¢~!(S) comparten un tnico estado comiin con S € K™; entonces para T € K™, con
n > m, los elementos de ¢~!(7T') siguen conservando a su vez un tinico estado en comtin; pues los
ancestros de 7', son originados por extensiones de los ancestros de S que ya comparten un elemento
tnico. Con esto en mente se presenta otro resultado de Hedlund.

Hedlund 4 (Resultado (14.9)) Si el autémata es reversible, entonces LM = k"

Prueba: Sea S = K™ con m € Z™; numeremos los elementos de S con un subindice. Sabemos
que en un autémata reversible toda S; € S tiene k2" ancestros, los cuales se pueden representar asi:
#71(S;) = {£iA;R;} en donde para toda S; se cumple que |.4;| = 1, un tinico elemento con el cual
regresar en la evolucién, esto indica que M = 1.

Figura 3.7: Ancestros de S;, en donde M =1
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Para alguna S; tenemos que |£;| = L y para alguna otra S; se cumple que |R,| = R, concaten-
emos las secuencias S;S; € K™ con n € Z* y n > m. S;S; sigue conservando un tnico elemento
central A"y cumple, por el resultado (Hedlund 3) que |¢~%(S;S;)| = k*". La forma de estos ances-
tros es (L;A'R;) y se debe cumplir que |[(£;A'R;)| = k*".

: :\ -
Lk "Ry |

I
LG AR
14y : : =
:

Figura 3.8: Ancestros de la secuencia S;S; con |£;| =Ly |Rj| =R
Dado que |[A'| =1, |£;] = L y [R;| = R, se cumple que LR = k*".

Este resultado nos dice que en los autématas reversibles, los indices de Welch contabilizan las
diferencias que tienen los ancestros de cada S € K™ donde M = 1; el valor LR = k" implica que
estas diferencias se muestran en los extremos y que estos indices son multiplicativos para expresar
el numero de ancestros de S. Un punto a resaltar es que el minimo valor de m para el cual toda
S € K™ cumple con M = 1 es la minima longitud que debe tener cada vecindad en ¢! y el
conjunto S € K™ especifica todas las posibles vecindades de ¢!

3.6 Diagramas de Welch

Otro trabajo importante acerca del tema es “Local Maps Inducing Surjective Global Maps of One-
Dimensional Tessellation Automata” de Masakazu Nasu [Nasu 78], en donde analiza la reversibil-
idad de los autéomatas celulares lineales mediante graficas bundle que aqui denominaremos como
diagramas de Welch por su relacién con los indices expuestos en la seccion 3.5.

3.6.1 Mas Propiedades de los Indices de Welch

Nasu hace importantes observaciones sobre el comportamiento de los ancestros en un autémata
reversible por medio de los indices de Welch. De la misma forma que se mostraron los resultados
de Hedlund; el enfoque de Nasu es tratado en esta seccién haciendo referencia de los resultados a
usar con (Resultado(m.n)) que corresponden a la seccién (m.n) de la referencia [Nasu 78]. 1

Nasu 1 (Resultado (5.1)) Sea m el tamario minimo de las vecindades de =1, sea S = K™, n > m.
Si L; A;R; son los ancestros de cada S € S, entonces se cumple que:

[ ] |£7, |: L
[ ] |Rz |: R
para toda S € S

Prueba:Iniciemos con la proposicién que para cada S € S, se tiene que |£;| < Ly |Ri| < R.

i
L>{ i /ﬁ\ i <R

Figura 3.9: Ancestros de S con |£;| < Ly |Ri|<R
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Por el lado izquierdo, supongamos que para alguna S € S se tiene que |£;| < L, Dado que
para S ya se fijé un unico elemento A;, los ancestros deben mostrar sus diferencias en £; y en R;.
Debido a que |£;| < L; se tiene |Z;||D;| < LR = k*" lo cual contradice la multiplicidad uniforme
(Resultado 2 en la seccién 3.4).

De manera andloga la demostracién se lleva para el lado derecho con R;. De los resultados
anteriores concluimos que |£;| =Ly |R;| =R

|

N (IS . |

Ls] :\ P {<R | p<LR=FK
s |

Figura 3.10: Si | Z; |< L entonces | Z; || D; |< LR = k*" contradiciendo a la multiplicidad uniforme

Si extendamos a S hacia la izquierda concatenandole estados, entonces ¢~ (S) = {EliAiRi}.
Dado que |R;| = Ry |Ai] = 1 se mantienen , entonces |L ;| debe seguir siendo igual a L pues
de otro modo no se cumple con la multiplicidad uniforme; esto es andlogo si extendemos S a la
derecha.

Figura 3.11: Extensiones de S siguen conservando el valor de los indices L y R
Por lo tanto, |£;| = Ly |R;| = R para toda S € K™ con n > m.

La nota concluyente de este resultado es que en un automata reversible, los ancestros de todas
las posibles secuencias de longitud mayor o igual a las de las vecindades de la regla inversa ya tienen
bien definidos sus indices L y R y estos valores se conservan no importando que tanto extendamos
dichas secuencias ni en que direccién.

Del resultado anterior se desprende otro importante acerca de la relaciéon entre los conjuntos com-
patibles izquierdos y derechos.

Nasu 2 (Resultado (3)) Sea m el tamano minimo de las vecindades de ¢~!, sea S = K™ con
n >m. Si L;A;R; son los ancestros de cada S; € S, entonces para S; y S; € S se cumple que
|Ri n LJ| =1.

Prueba: Tomemos a ¢~ (S;) = (£; AiR;) y a ¢71(S;) = (£;A4;R;). Si formamos la cadena S;5;,
entonces ¢ (S;S;) = (L;A4:(R; N L;)A;R;). Si (RiNL;) = 0 entonces no se podra formar un
ancestro de 5;5; y ésta serd una cadena del jardin del edén, situacién que no puede ser en un
autémata reversible.

| I AR (b ARI)
IL; ~— Al Rjl}=0
| u S ﬂ . :
\ S
l s X Si l
7N

Figura 3.12: Si D; NZ; = () entonces la cadena pertenece al jardin del edén y el autémata no es
reversible
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Por otro lado, si |[R; N £;| > 1 para A; se tendrd un conjunto compatible derecho de la forma
(RiNL;)A;R;) en donde |(R;NL;)A;R;)| > R ya que para cada elemento de (R; N L) existirdn
tantas posibilidades de continuar a la derecha como |R;| = R generando en total un valor mayor
que R, lo cual contradice el resultado (Nasu 1).

L {- ,I} ]{ll}_R, o

AL
L ,,,,,

Figura 3.13: Si D; NZ; > 1 entonces la cadena tiene més ancestros que k?" contradiciendo la
multiplicidad uniforme

Por lo tanto |R; N L;| = 1.

Lo que nos expone el resultado (Nasu 2) es que las extensiones compatibles derechas e izquierdas
de toda vecindad inversa de ¢! intersectan en un solo elemento y esto se mantiene para todas las
posibles extensiones de cada vecindades de ¢~ 1. Algo m4s stitil que puede encontrarse en el resultado
anterior es que, cuando solamente concatenamos los ancestros de las secuencias S; y S;, la evolucién
de estos antecesores tiene la forma S;ES; donde E € K?".

Si ahora solamente queremos a S;5; en la evolucién debemos traslapar los ancestros de ambas
cadenas y estos solo deben traslapar de una forma posible como se demostré en (Nasu 2). Lo
importante es ver que el tamano del traslape es 2r, es decir, los ancestros concuerdan en sus 2r
elementos extremos, o lo que es lo mismo, en un nodo de de Bruijn.

3.6.2 Formando el Diagrama de Welch

Hemos establecido que en un autémata reversible, las cadenas de una longitud dada tienen un tinico
elemento con el cual regresan hacia atrds en la evolucién, por lo que estas cadenas funcionan como
las vecindades de tamano minimo de la regla inversa, en dichas secuencias se cumplen las siguientes
propiedades:

e Toda secuencia tiene el mismo numero de ancestros.

e El nidmero de ancestros es igual a k2",

La forma de los ancestros de cada secuencia se puede representar como (£;A4;R;).

o | L =L
o |Ai|=1
e |Ri|=R
e LR =Fk%.

|R:N L;| =1 para todo posible R; y L,.
e El tamano del traslape de R; N L; es de 2r.

De lo anterior se desprende que si para cada vecindad inversa solo utilizamos los 2r elementos
extremos distintos de los ancestros, con estos podemos formar todos los posibles conjuntos £; vy R;.
Tomemos todas las clases £; y con éstas establezcamos un diagrama que seréd llamado diagrama de
Welch izquierdo. Va a existir una arista de un nodo hacia otro si del inicial se tiene un conjunto de
elementos con al menos un miembro; de tal modo que, en el diagrama de de Bruijn este conjunto
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este ligado con el mismo tipo de liga con todos los elementos del conjunto final, tal como se hizo
en el diagrama de subconjuntos. Haciendo el proceso andlogo para todas las clases R; obtenemos
el diagrama de Welch derecho.

Una vez construidos ambos diagramas para un autémata reversible particular, Nasu aplica
en ellos la teoria de autématas definidos dada en [Perles 63]. El diagrama de Welch derecho es
p — definido si empezando desde cualquier nodo, una misma secuencia de longitud mayor o igual
a p finaliza en un Unico nodo; del mismo modo, el diagrama de Welch izquierdo es ¢ — de finido si
empezando desde cualquier nodo, una misma secuencia de longitud mayor o igual a ¢ finaliza en
un Unico nodo.

Una pregunta inmediata es: jque tan grandes pueden ser los valores de p y ¢?7. Sea W1 el
nimero de nodos del diagrama de Welch izquierdo y sea W D el numero de nodos del diagrama de
Welch derecho, entonces del Teorema I de [Perles 63] tenemos que:

p<WD-1

LS WI-1 (3.3)

Un uso inmediato de los diagramas de Welch es conocer cual es elemento tnico con el que una
cadena debe regresar hacia atras en la evolucién, esto se puede hacer tomando el diagrama de
Welch izquierdo y encontrar a que nodo llega toda posible instancia de una ruta r; dada, hacemos
lo mismo con el diagrama de Welch derecho para toda instancia de una ruta r;. Dado que los
nodos del diagrama izquierdo son conjuntos £;, los nodos del diagrama derecho son conjuntos R;
y L;NR; = e con e € K?7; el nodo final de la ruta r; y el nodo inicial de la ruta r; concuerdan
en una tnica secuencia e de tamafio 2r, asi, la cadena formada concatenando r;r; tiene una sola
forma de regresar hacia atras en la evolucién seleccionando un estado de e.

3.7 Propiedades de Reversibilidad Basadas en Diagramas

Veamos ahora como se manifiestan las propiedades de reversibilidad en los diversos diagramas que
se usan para estudiar el comportamiento de los autématas celulares lineales.

3.7.1 Diagrama de de Bruijn y Propiedades de Reversibilidad

Observaremos que cada liga aparecerd el mismo nimero de veces que el resto, es decir, cada estado
es igualmente probable de aparecer en la regla de evolucién que los demds, mds aun, cada secuencia
factible de estados tiene k2" rutas diferentes que la producen y para toda secuencia de longitud
mayor o igual a n, se tendran L nodos iniciales, uno dnico nodo al que convergen la L rutas de
comienzo y de ahi habrdn R posibles nodos donde dichas rutas terminen.

3.7.2 Diagrama de Parejas y Propiedades de Reversibilidad

Como se mencioné en el capitulo 2 seccién 2.4, el diagrama de parejas tiene en su diagonal principal
contenido al diagrama de de Bruijn, y los ciclos que aparezcan fuera de la diagonal principal indican
dos formas distintas de producir una misma secuencia indefinidamente, teniendo esto en mente, el
diagrama de parejas de un autémata celular reversible no contendra ningtn ciclo fuera de la diagonal
principal ni algin ciclo que esté conectado con esta diagonal pues no puede existir una secuencia
que se pueda repetir indefinidamente y que tenga en todos los casos mas de un ancestro posible
pues se perderia la biyectividad entre configuraciones.

3.7.3 Diagrama de Subconjuntos y Propiedades de Reversibilidad

En el principio de este capitulo se hizo la observacién que en un autémata reversible no puede
existir una configuracién que pertenezca al jardin del edén pues esto violaria la biyectividad que
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debe existir entre el conjunto de configuraciones globales, observar si dichas configuraciones existen
o no se puede realizar inspeccionando el diagrama de subconjuntos, en un autémata reversible
observaremos que no existird una ruta que vaya desde el conjunto completo hasta el conjunto vacio
en este diagrama.

Otra informacién importante es que por medio de esta grafica podemos conocer cual es el valor de
los indices de Welch, si observamos cual es el nivel maximo que podemos alcanzar empezando desde
los conjuntos unitarios estaremos conociendo el valor del indice R, a continuacién reflejemos la regla
de evolucién, esto es, tomemos en sentido inverso las vecindades conservando su mapeo original y
de esta regla reflejada formemos su diagrama de subconjuntos, haciendo el mismo anélisis, veamos
hasta que nivel llegamos empezando desde las clases unitarias y este nivel indicard el valor de L.

El proceso anterior funciona ya que las clases unitarias son nodos aislados de de Bruijn, de estos
nodos deben surgir todas las posibles variaciones a la derecha para una secuencia dada, y en todos
los casos el numero de variaciones debe ser R, de aqui que estas rutas lleguen hasta el nivel R al
cual lo conforman subconjuntos con este nimero de elementos sefialando las posibilidades existentes
que tienen de terminar los ancestros de cada ruta, lo andlogo sucede en la regla reflejada y el nivel
L.

Se vio también que una vez se han fijado en los ancestros de una cadena los valores de L y R,
estos se conservan no importando que tanto y hacia que direccién extendamos dicha cadena; por
esta razén veremos que en el diagrama de subconjuntos empezando desde las clases unitarias, las
rutas llegan al nivel R y ya no saldran de este nivel conservando el valor del indice R, lo mismo
ocurre con el diagrama de subconjuntos de la regla reflejada, de los conjuntos unitarios las rutas
llegaran al nivel L y sus continuaciones se seguirdn manteniendo en dicho nivel.

Gracias a la propiedad anterior, del diagrama de subconjuntos de la regla original podemos
obtener el diagrama de Welch derecho, y del diagrama de subconjuntos de la regla reflejada se
puede generar el diagrama de Welch izquierdo, pues como explicamos con anterioridad, los nodos
de estos diagramas no son mas que subconjuntos de R elementos y L elementos respectivamente
y estos por definicién deben aparecer en el diagrama de subconjuntos, asi, si observamos en el
diagrama de subconjuntos de la regla original que familia de nodos del nivel R tienen todas sus
rutas autocontenidas en la misma, esta familia contiene los nodos del diagrama de Welch derecho,
el proceso similiar ocurre para el diagrama de Welch izquierdo, en la grafica de subconjuntos de la
regla inversa observemos en el nivel L que familia de nodos conducen todas sus posibles rutas hacia
si misma y en esta familia tendremos los nodos del diagrama de Welch izquierdo.

3.7.4 Diagramas de Welch y Propiedades de Reversibilidad

Dado que los diagramas de Welch heradan todas las propiedades del comportamiento de los indices
de Welch, se pueden observar propiedades muy claras y evidentes en ellos. Todo nodo del diagrama
derecho de Welch tiene tantos nodos de de Bruijn como R y todo nodo del diagrama izquierdo de
Welch tiene tantos nodos de de Bruijn como L.

Si el diagrama derecho tiene WD nodos y el izquierdo W I nodos, tendremos que para (1 < p <
WD)y (1 <q<WI), después de p pasos toda ruta converge a un dnico nodo en el caso derecho y
para el caso izquierdo toda ruta después de ¢ pasos llega a un sélo nodo. Por estos valores entonces
tenemos que el maximo tamafio de la minima vecindad de ¢~ est4d dado por p + g — (2r — 1); la
resta que se hace a la suma de p+ ¢ se debe a que el elemento en que ambos nodos concuerdan esta
conformado por un nodo de de Bruijn, es decir, concuerdan en 2r elementos, solo necesitando uno
con el cual regresar hacia atras en la evolucién, es por eso que 2r — 1 elementos son redundantes. El
problema de cual es el maximo tamafio posible de la minima vecindad inversa se tratard con mayor
detalle el el capitulo 5.
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3.8 Propiedades Matriciales

El diagrama de de Bruijn es la construccién fundamental que representa la regla de evolucién y
por lo tanto el comportamiento de un autémata celular. Aplicando conceptos bésicos de teoria de
graficas, existe una matriz binaria para cada estado o tipo de liga. El diagrama de de Bruijn tiene
una representacién matricial para cada tipo de arista en donde los indices representan los nodos y
los elementos las ligas que existen entre estos. Si un nodo estd conectado con otro con ese tipo de
arista, el elemento definido por estos indices serd un 1, en otro caso serd un 0; a esta matriz se le
denominard la matriz de conectividad del tipo de liga o estado correspondiente.

Para una secuencia de estados dada, tomemos la matriz de conectividad de cada estado y
multipliquemos éstas siguiendo el orden que dicta dicha secuencia, el resultado de este proceso dara
lo siguiente:

e La suma de los elementos matriciales indica cuantas posibles formas tenemos de producir
dicha secuencia.

e El nimero de renglones con elementos no todos 0 indica cuantas formas tenemos de iniciar la
secuencia.

e Los renglones con elementos no todos 0 senalan de cuales nodos surge esta secuencia.

e El nimero de columnas con elementos no todos 0 indica cuantas formas existen de terminar
dicha secuencia.

e Las columnas con elementos no todos 0 indican en cuales nodos finaliza dicha secuencia.

Con estas simples observaciones tenemos que en un autéomata reversibles, la matriz de conec-
tividad de toda secuencia debe cumplir que la suma de sus elementos sea igual a k27, la suma de
sus renglones diferentes a 0 debe ser L y la suma de sus columnas con la misma propiedad debe ser
R. En otras palabras, las representacién matricial, nos manifiesta numéricamente la multiplicidad
uniforme y los indices L y R, ademds de, presentarnos cuales son los elementos que conforman los
extremos de los ancestros, o sea, los conjuntos R; y L; de dicha secuencia, con lo que se puede
obtener con este proceso los nodos de los diagramas de Welch derecho e izquierdo; un andlisis més
detallado en este aspecto puede encontrarse en [Seck 98].

Al trabajar con matrices es una tentacién aplicar la teoria de algebra matricial para obtener més
informacién sobre el comportamiento de las mismas. La obtencién de eigenvalores y eigenvectores
indican, para los primeros, la proporcién de proliferacién de los elementos al elevar la matriz a
potencias sucesivas; del mismo modo, viendo la matriz como una transformacion en el espacio los
eigenvectores nos indican sobre que ejes y en que medida se presentaran dichas transformaciones.

Trabajando con las matrices de conectividad del diagrama de de Bruijn, observaremos que para
cada estado, su matriz de conectividad tendrd un unico eigenvalor igual con 1, en otras palabras,
los ancestros no proliferardan m$ alld de como estan definidos al principio, y los eigenvectores repre-
sentardn de cuantos y cuales nodos en el diagrama de de Bruijn partirdn las rutas que comienzen
en dicho estado. Si quisieramos conocer lo contrario, es decir, de cuantos y a cuales nodos llegaran
las rutas que terminen en dicho estado, solo basta con transponer la matriz y obtener el eigenvector
correspondiente, los elementos del mismo nos mostraran esa informacién.

En sintesis, el que las matrices de conectividad tengan un unico eigenvalor igual con 1 es senal
que el nimero de ancestros se mantendrd; si esto es igual para todas las matrices de conectividad
posibles es debido a la multiplicidad uniforme. Por medio de los eigenvectores podemos reconstruir a
las matrices de conectividad, multiplicando los eigenvectores renglén con los eigenvectores columna,
formando asi todas las posibles instancias de las matrices de conectividad.
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3.9 Caso de Estudio: Autémata (4,1/2)

Para ver como funcionan todos los resultados anteriores tomemos un autémata reversible (4,1/2)
con ¢ = BB991133 y ¢~ = 28F528F5. En ambos casos las dos reglas tienen el mismo valor de
r =1/2y, por lo tanto, el mismo tamaiio de vecindad, 2r + 1 = 2.

Estado 0 [ 0 1 2 3 LCAU4H Evolution Eﬂ LCAU4H Evolution

m ] RO ’“fq
-

Emio3 @  Regla Original : BE991153 ,il Regla Inversa 28FS28F ,il

Figura 3.14: Autémata celular lineal reversible (4,1/2) regla BB991133

Se ve que cada estado tiene la misma probabilidad de generarse que el resto tanto en ¢ como
en ¢~ 1; tomemos varias cadenas aleatorias de elementos y veamos cuales son sus ancestros para ¢.

213|0 110{1]0 0[0]1]2]1 0]1]1
213120\ _y [LJOJT{2)1_, |0]0] 1213}/ _, [O/1}3]{_4
313]0 2(0[1]0 31011211 1111
313]2 2(0[1]2 3/1011]2]3 1{1]3

[3]o[1]2]

Figura 3.15: Ancestros de diversas cadenas

En todos los casos se observa que el nimero de ancestros es igual a k%" = 42*(1/2) = 4. Ahora
analizemos las distintas partes de los ancestros para dichas cadenas.

=2 R=1 [=) R=2 L=2 R=2 L=2  R=2
N\ M=1/ NoM=1 ) oM=L/ \oM=1 [/
iyt el eesto—oer Aotk
(243400 Lofion 10101 2il e j0j1ELY
1243420 jLot@g 10401112431 101113
11313101 21001010 H310(1 201 | 11t
131302 2lol1]2] 131012131 sl
e s el | | R | g | gl | M s pp——— — It
[2]3] (1]o]1] lofo]

Figura 3.16: Indices de Welch para los ancestros del autémata (4,1/2)

Se puede observar que en todos los casos se cumple que L =2, M =1y R = 2;con LR = 4 = k?".
Se cumple que las diferencias de los ancestros se presenten a los extremos, dejando una parte central
tnica. Ahora observemos el diagrama de de Bruijn asociado a la regla de evolucién.

G i

Figura 3.17: Diagrama de de Bruijn del autémata reversible (4,1/2) , regla BB991133
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Cada liga aparece el mismo numero de veces que las demds, si tomamos las ligas que forman la
secuencia 00, observamos lo siguiente:

Figura 3.18: Rutas posibles de la secuencia 00

Esta ruta tiene L = 2 posibles nodos iniciales ((0), (1)), comparten un tinico nodo central (1)
indicando que M =1y terminan en R = 2 nodos distintos ((1), (3)).

Tomemos ahora el diagrama de parejas de dicho autémata:

g%

L 2B

Figura 3.19: Diagrama de Parejas del autémata reversible (4,1/2) , regla BB991133

Si editamos este diagrama de modo que solo presentemos los ciclos que existen en él obtenemos
la siguiente construccién.

Figura 3.20: Diagrama de Parejas editado mostrando solamente sus ciclos

Los unicos ciclos que existen aparecen en la diagonal principal que es el diagrama de de Bruijn
mismo, y aparte de esto no se presentan de ninguna otra forma, lo que indica que no es posible
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construir una secuencia de longitud indefinida de 2 o més modos distintos. Los diagramas de
subconjuntos de la regla original y la regla reflejada son los siguientes:

Regla Original Regla Inversa

Figura 3.21: Diagramas de subconjuntos del autémata reversible (4,1/2) , regla BB991133

Para la regla original el méximo nivel que se puede alcanzar empezando desde las clases unitarias
es el nivel 2, lo que indica que R = 2, y de ahi, estas mismas rutas no salen de este nivel. Lo
mismo ocurre con las clases unitarias del diagrama de la regla reflejada, en donde el maximo nivel
al que se arriba es el 2 también, mostrando que L = 2 y tampoco estas rutas abandonan este nivel.
Editemos los diagramas y tomemos los conjuntos que estan auto-ligados en estos niveles.

Diagrama de Welch Diagrama de Welch
Derecho Izquierdo

Figura 3.22: Diagramas de Welch del autémata (4,1/2) regla BB991133

De esta forma obtenemos los diagramas de Welch del autémata (4, 1/2) regla BB991133. Veamos
ahora en el diagrama derecho las rutas de la secuencia 0 y en el diagrama izquierdo las rutas de la
secuencia 0.

()

Diagrama de Welch Derecho Diagrama de Welch Izquierdo

Figura 3.23: Rutas de la secuencia 0 en los diagramas de Welch

Ambas rutas convergen a un unico nodo, estos nodos finales tiene un solo elemento en comin
que es 1; es decir, que la secuencia 00 regresa hacia atrés en la evolucién con el estado 1 como se
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vio anteriormente. Del diagrama de de Bruijn obtengamos la matriz de conectivdad de 0 (Mp)

My =

o O O O
O O = =
o O O O
O O =

En esta matriz existen k2" = 4(2%(1/2)) = 4 elementos distintos de 0. Ahora bien, si elevamos
My al cuadrado, obtenemos la matriz de conectividad de la secuencia 00 denotada como Mgg.

MOO =

o O O O
O O =
o O O O
O O = =

Vemos que el nimero de elementos distintos de 0 sigue siendo 4 cumpliendo con la multiplicidad
uniforme, ademds, los renglones distintos de 0 son (0,1) y las columnas distintas de 0 son (1,3)
indicando cuales son los nodos iniciales y finales de esta ruta. En ambos casos la suma de renglones
distintos de 0 es igual a L = 2 y la suma de columnas con la misma propiedad es R = 2. Ahora
vamos a resolver el problema de eigenvalores para la matriz de conectividad My. Calculando los
eigenvalores tenemos |My — M| = 0.

2\ 1 0 1
8 16)\ _0/\ (1) =0; M=M=0 =0y =L
0 0 0 =)\

Los eigenvalores que se obtienen son A\; = 0 de multiplicidad tres que es el caso trivial y As =1
el cual indica que si elevamos esta matriz, equivalente a obtener la matriz de conectividad de una
secuencia formada concatenando el mismo estado repetidamente, se seguird conservando el mismo
numero de ancestros.

Mg = ; paran > 0.

o O OO
O O = =
o O OO
O O = =

En todos los casos el nimero de elementos distintos a 0 es k" = 4. Ahora obtengamos el
eigenvector-renglén de My denotado por |ep > y el eigenvector-columna de My transpuesta que
denotaremos con < eg|.

11 0 1]0 1
00> = 00 0 1|0 B 1
> = 00 -1 0]0 = 0
00 0 —-1]0 0
-1 0 0 o]0
1 -0 0 o]0 T
<ey| = 0 o0 -1 olo = (0 10 1)
1 1 0 =110
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Si multiplicamos ambos eigenvectores obtenemos la siguiente matriz:

o O O

|e0><eo|: (0 1 0 ].) = = Mo

O O = =
O O = =
o O OO
O O = =

0

Esta es la matriz de conectividad de la secuencia 00 obtenida anteriormente, la cual hemos
podido reconstruir por medio de los eigenvectores.

Trabajemos con estados distintos, tomemos la matriz de conectividad del estado 1.

M, =

O = = O
o O O O
O = = O
o O O o

Obtengamos los eigenvalores de la matriz de conectividad de la secuencia 00 y del estado 1.

-\ 1 0 1

Moo — M| = 8 1_3 _2 (1) =0; M-X=0, \M=0 =1
0 0 0 -\
-2 0 0 0

My — M| = } _3 1_; 8 =0; M-M=0 \M=0 \=1
0 0 0 -\

Los eigenvalores no triviales en ambos casos son iguales a 1; calculemos el eigenvector-renglon
de M; y el eigenvector-columna de Mgg.

-1 0 0 o0]o0 0
o> = 1 -1 1 010 _ 1
! - 1 00 010 - 1
0 00 —-110 0
-1 0 0 o0]o
10 0 010 T
<800|: 00 -1 olo :(0101)
1 1 0 =110

Multiplicando el eigenvector-renglon |e; > con el eigenvector-columna < eg| se obtiene la
siguiente matriz.

|e1 >< 600| =

O = = O

—

o

—

o

=

N

I
o O O O
O = = O
o O o o
O = = O
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Si tomamos las matrices de conectividad de 0 y de 1 y las multiplicamos en el orden que indica
la secuencia 100 obtenemos:

(M1)(Mo)(Mo) =

O = = O
o O OO
O = = O
o O OO
o O OO
SO ==
o O OO
(=i
o O OO
(=i
o O OO
SO ==

= Mioo

I
o O oo
O == O
o O oo
O == O
o o oo
(=
o o oo
(=

I
o o oo
o == O
o o oo
o == O

Que fue la matriz que obtuvimos por eigenvectores anteriormente.

3.10 Observaciones Finales

Dentro de los autématas celulares lineales, un tipo especial son los denominados reversibles, los
cuales pueden regresar hacia atras en su evolucién gracias a una regla inversa a la original. Los
trabajos desarrollados por Hedlund [Hedlund 69] y Nasu [Nasu 78] nos han permitido conocer cuales
son las propiedades del comportamiento local de estos autématas, resumiéndose en las siguientes
caracteristicas:

1. Cada secuencia tiene el mismo nimero de ancestros que las demas.
2. El nimero de ancestros de cada secuencia es igual a k2".

3. Los ancestros de todas las secuencias de una longitud dada comparten un uUnico elemento
central, del cual surgen L variantes izquierdas y R variantes derechas.

4. LR = k*".

Los diagramas para el estudio de estos sistemas demuestran la reversibilidad de un modo pro-
pio, aunque en general estas manifestaciones del comportamiento reversible dependen del valor
de los indices de Welch. El estudio matricial del diagrama de de Bruijn también nos muestra
las caracterfsticas relevantes de dichos sistemas, equilibrio en el nimero de ancestros (observando
los eigenvalores) y el poder conocer tanto los indices como los nodos de Welch (por medio de los
eigenvectores).

Hasta el momento se ha explicado el funcionamiento de un autémata celular lineal reversible y
las propiedades que exhibe a nivel local; sin embargo, ain no es claro cémo es que la informacién
del sistema se va conservando de tal modo que es posible volver a utilizarla y reconstruir la historia
global anterior del proceso, esto nos lleva a analizar un trabajo fundamental al respecto realizado
por Jarkko Kari [Kari 96].



Capitulo 4

Permutaciones en Bloque

4.1 Resumen

Hasta ahora se ha expuesto cual es el comportamiento local de un autémata celular lineal reversible
por medio de la multiplicidad uniforme y los indices de Welch. También se ha senalado como
encontrar los indices L y R, ya sea por medio de el diagrama de subconjuntos, los diagramas de
Welch, o bien, analizando las matrices de conectividad del diagrama de de Bruijn. Sin embargo,
no se ha alcanzado una caracterizaciéon completa que explique el comportamiento reversible de un
autémata, es decir, conocemos las propiedades y los efectos a un nivel local pero no se ha dado
una perspectiva que nos indique como funcionan estas carcateristicas de tal manera que se conserve
la informacién del sistema y la manera en que ésta funciona para regresar en la evolucién de un
autémata.

Sin duda un trabajo de gran importancia e interés en este aspecto se debe a Jarkko Kari titulado
“ Representation of Reversible Cellular Automata with Block Permutations” [Kari 96]. A principios
de los 90’s Kari empez6 a abordar el problema, explica el funcionamiento de cualquier autémata
celular lineal reversible como una combinacién de dos permutaciones en bloque y un corrimiento.
El objetivo de este capitulo es ver como funciona este concepto, analizdndolo con un ejemplo y
haremos esta idea extensiva a todo tipo de autémata celular lineal reversible.

4.2 Proceso de Kari

La seccién tres del trabajo de Kari [Kari 96] nos dice que todo autémata celular lineal reversible
puede ser generado por medio de permutaciones en bloque y corrimiento parciales. Nosotros en esta
seccién daremos un paréfrasis del resultado de Kari, mediante el ejemplo del autémata reversible
(2,1) regla 204, visualizando paso a paso algunos resultados parciales que encontramos en el proceso.

El autémata reversible (2, 1) regla 204 tiene la siguiente evolucion.

LCAUZ1 Evolution [X]

204 5|

Figura 4.1: Autémata (2, 1) regla 204

32
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La regla de evolucién 204 es la siguiente.

00 01 10 11

00 0 0
01 1 1
10 0 0
11 1 1

Tabla 4.1: Regla de evolucién 204 de un autémata (2,1)

Como se puede observar en la Figura 4.1 la regla de evolucién consiste en copiar el elemento
central de la vecindad, por lo que a esta regla también se le conoce como la regla identidad.

La multiplicidad uniforme nos dice que cada secuencia tendré tantos ancestros como k%" = 22 =
4; los valores de los indices de Welch de esta regla de evolucién son L = 2 y R = 2, cumpliendo con
que LR = k?" = 4. Adem4s, tenemos que la regla inversa es la misma regla 204 debido a que solo
se copia el elemento central de la vecindad.

Vamos a empezar ahora con la selecciéon del radio de vecindad. Sabemos que si un autémata
es reversible, para un radio de vecindad r, éste lo seguird siendo para otros radios de vecindad
mayores que r. De esta manera, seleccionaremos el valor de r mayor, entre la regla original ¢ y la
regla inversa ¢!, teniendo la seguridad que para ambos casos la reversibilidad se mantendrs. En
el ejemplo como tanto la regla original como la inversa es la misma, entonces r = 1.

Para la regla original ¢, definamos ahora dos conjuntos, el Ly y el Ry. Estos se forman con
todas las posibles cadenas de tamano 27 y las terminaciones izquierdas y derechas respectivamente
de todos los posibles ancestros de cada cadena, siendo cada una de estas terminaciones también de
tamano 2r.

Para obtener dichos conjuntos Ly y Ry, formemos todas aquellas secuencias posibles de tamafio
6r, para obtener posteriormente su evolucién, la cual serd una secuencia de tamano 4r. Finalmente
tomaremos de dichas secuencias los siguientes elementos segtin indiquen fz, y fr,-

| Co Cor-1 |
h, Iy,
co Cor g Car Cor-1
[oe) - olesen]otes) -~ dlesen)]

Figura 4.2: Elementos de Ly y Ry

Sabemos que dicho autémata es reversible con un radio de vecindad r; de este modo, si un
bloque de tamano 2r + 1 define una tnica célula central en sus ancestros, un bloque de tamano 4r
define a su vez un unico bloque central de tamano 2r en sus ancestros, dejando las discrepancias
de los mismos en los extremos, dichas diferencias estardn contenidas en los conjuntos Ly y R.

Del ejemplo tomemos todas las secuencias de tamano 4r, es decir, de 4 células y sus ancestros.

000000 000010 000100 000110 001000 001010 001100 001110
000001 000011 000101 000111 001001 001011 001101 001111
100000 100010 100100 100110 101000 101010 101100 101110
100001 100011 100101 100111 101001 101011 101101 101111
0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111
010000 010010 010100 010110 011000 011010 011100 011110
010001 010011 010101 010111 011001 011011 011101 011111
110000 110010 110100 110110 111000 111010 111100 111110
110001 110011 110101 110111 111001 111011 111101 111111
1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

Tabla 4.2: Ancestros de las secuencias de longitud 4
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Ahora de estas secuencias obtengamos los conjuntos Ly y Re.

([0 0] [0 0] [0 1] [0 1] )
[0 0] [0 1] [1 0] [1 1]
Ly =
[1 0] [1 0] [1 1] [1 1]
([0 o] [0 1) [ o] [L 1])
([0 0] [0 O] [0 1] [0 T])
[0 0] [1 0] [0 0O 1 0
Ry =
[1 0] [1 0] [1 1] [0 1]
(o 1] [ [ ] [ 1] )

Tabla 4.3: Conjuntos Logs v Ra2o4

En este punto, en el cual nos encontramos, el primer resultado que vamos a parafrasear es el
(Lema 3.1) de [Kari 96] en el que senala que |Ly||Ry| = k°7.

Los conjuntos Ly y Ry se obtuvieron de las secuencias de tamafio 47 y sus ancestros, existiendo
tantas secuencias distintas de esta forma como k*". Debido a que el autémata es reversible cumple
con el principio de multiplicidad uniforme y cada una de estas secuencias tiene k2" ancestros, dando
como resultado un total de k*"k?" = k57 construcciones de este tipo.

Como se menciono anteriormente, cada bloque de tamano 4r tienen en sus ancestros una tnica
parte central de tamano 2r, dejando las diferencias en sus partes izquierdas y derechas, cuantificadas
por los indices L y R respectivamente. Por medio de fr, y fr, obtenemos los conjuntos Ly y Ry,
formados por bloques de tamafio 2r y los extremos de sus ancestros también de tamafio 2r.

En el caso de L, existen tantos bloques de tamano 2r como k*" y tantos extremos diferentes de
ancestros como L; teniéndose lo mismo en el caso andlogo R4. Con lo que respecta a la cardinalidad
de estos conjuntos estd dada por

|Ls| = LE*" y |Ry| = RE*" (4.1)
multiplicando
|Ls||Ry| = LE*" RK*" = LRE*" (4.2)
Debido a que el autémata es reversible LR = k?r por lo que:
LREY = E? kA = k57 (4.3)

justamente lo que Kari senala.

En el ejemplo del autémata (2,1) vemos que |Ly| = 8, |Ry| = 8, obteniendo 64 con el producto
|L||Ry|. Justamente es el resultado que d4 Kari con k°" = 2% = 64.

Kari define dos indices h_ y hy, que se pueden tomar como una normalizacion de |Lg| y |R4|
respectivamente.

b = Lel y hy = Ryl (4.4)

k37

Se puede observar que uno es el reciproco del otro.

_ |Lg|Rs| _ KO

hoshy =gt = 5 =1 (4.5)
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El segundo resultado importante de Kari es el (Lema 3.2), seialando que

hi (¢ o) = hy(9) * hy () (4.6)

para dos reglas de evolucién reversibles ¢ y 1) en un autémata celular; siendo esto igual para
h_. Esto es ficil de ver en el siguiente diagrama:

€0 Cor-1 | Cor o C4r-1

peo) o wenfwe o wles
(pop)(ca) = (pop)(c.D|(Pop)(co) - (Pop)(Car1)

Figura 4.3: Composicién de dos reglas de evolucién

Observamos en la Figura 4.3 que mientras la primera y la segunda linea son miembros del
conjunto Ry, la segunda y tercer linea son miembros de Ry;. Sin embargo, los bloques en gris
claro, son determinados de manera unica por el segundo bloque ya que son reglas reversibles; lo
que significa finalmente que solo depende de hy (¢) * h_(1)).

Mostremos esto con el autémata (2,1) regla 204 como ¢ y otro autémata reversible (2, 1) regla
15, como .

Regla 204 Regla 15

00 01 10 11 00 01 10 11
o0 o0 O 00| 1 1
01 1 1 01 1 1
100 O 1000 O
11 1 1 11 0 0

Tabla 4.4: Regla 204 y 15 del autémata (2,1)

Observemos en detalle como hacen evolucionar en composiciéon ambas reglas un secuencia de
estados.

0 1[0 0/1 1|1 O Regla 204
110 1[4 0l0 0[1 Regla1s

Figura 4.4: Composicién de las reglas 204 y 15 en el autémata (2,1)

Analizando la Figura 4.4, para formar un elemento Rgp4,15 primero de la secuencia inicial,
tomaremos en cuenta dos bloques de tamano 2r con dos bloques de la segunda secuencia; producto
de aplicar la regla 204 con la 15, obteniendo dos elementos del conjunto Rsgs. Después, estos dos
bloques junto con otros dos de igual longitud de la tdltima linea, son elementos de R;5. Los dos
bloques en la segunda linea tienen definidos de manera tinica a los bloques con fondo gris tanto en
la primera y tercer linea. Lo anterior debido a que la longitud de estos dos bloques les permite
tener una unica parte central en sus ancestros tanto en el sentido original como en el inverso y que
estos ancestros muestren sus diferencias a los extremos, de lado derecho en los bloques con margen
negro y del lado izquierdo con los bloques con margen gris.
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Tomando estos resultados preliminares como base, llegamos al resultado més importante del trabajo
de Kari [Kari 96].

Kari 1 (Resultado (3.8)) Cada autémata celular lineal reversible en el kernel de h— es una com-
posicion de dos permutaciones en bloque.

Definamos una permutacién en bloque dada como p = (Bt("))—1 offo Bt("). B}* primero divide
la configuracién en secuencias de longitud n, empezando en la posicién ¢; posteriormente mediante
la composicién aplicamos la permutacién 7 a cada secuencia (donde Kari denota la aplicacién de 7
con 7) obteniendo una nueva configuracién de estados.

La prueba se basa en que el valor de h_ = 1 establece que los conjuntos Ry y L¢ tienen el mismo
ndmero de elementos el cual es k37, por lo que cual podemos definir cualquier tipo de biyecciones

by, : Ly — K537

y (4.7)
br : R¢ — K°®7

Las permutaciones estardn dadas de la siguiente manera:

m1(coy- -5 c6r—1) = [(br © fL,)(cos- .- ¢6r-1), (br © fR,)(CO,. .., Cor—1] (4.8)

7'&'2(607 ce 7C6r_1) = [(bL o fL;1)(CO7 .. ~7C6r—1)7 (bR o fR(Zl)(C()’ .. -7c6r—1] (49

Es decir, realizar cada una de ellas serd una composicién en donde primero se aplica a cada
secuencia de tamafo 6r las funciones fr, y fr,, después, cada miembro de Ly y Ry se mapea
con la biyeccién que se haya estipulado en by, y br respectivamente. En sintesis, la permutacién 7
mapea una secuencia de estados de tamafio 6r a otra secuencia del mismo tamafo formada por dos
elementos de K37 y queda representada en la Figura 4.5.

T

co Cor-1

qu) jR¢
€ - Corl Car o Cor-l

[ote) - oesenfpCes) -o(es.)|

by, br

Elementos de K>

Figura 4.5: Permutacién 7 de un bloque de tamafio 6r

Entonces, en la evolucién de un autémata reversible el paso de una configuracion a otra por la
regla de evolucion puede ser definido por dos permutaciones en bloque, la primera, p; = (Bt(GT))_1 o
7 o Bt(ﬁ’“)7 la cual divide la configuracién antecesora en bloques de tamano 67, empezando desde
la posicién 0 y aplicando a cada bloque la permutacién 7. Y la segunda permutacién, py =
(Bé(:r))’l 07y 0 B?()?T), la cual divide la configuracién sucesora en bloques de tamaio 6r, empezando
desde la posicién 3r y aplicando a cada bloque la permutacién .

Al final en ambos casos, las permutaciones coinciden en parte con un desfase de 3r posiciones
(bloque gris en la Figura 4.6), aplicindolas desde el sentido original y el inverso. El mapeo global
entre configuraciones inducido por la regla de evolucién ¢ puede representarse como la composicién
de dos permutaciones en bloque p; o p5 L
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C(\e

-« Cor-1]Cer

q>(w eser) (7 (Cor) Pz
ez oles) 0cor)

Figura 4.6: Representacién del funcionamiento de un autémata reversible por medio de dos per-
mutaciones en bloque y un corrimiento

Veamos este proceso tomando el autémata (2,1) regla 204. Primero formemos b, asignando
al conjunto L, un mapeo biyectivo con el conjunto K37; como la regla de evolucién original y la
inversa es la misma, ambas tienen los mismos conjuntos L4 y Ry; ademds, tenemos que se cumple
que Ly = R;l y Ry = L;17 por lo que Ly = Ry para este caso. De este modo, dado el mapeo bz,
el mapeo br queda definido al mismo tiempo.

br br
m{] ) — 1 1 1 ) m{] — 1 1 1
L1l - T N
- [0 0] - [
1 0 0 1
o v T - o
o1 - UNNILLEN
— 1 0 0 — 1 0 0
E o1 1] T
- -
1 0 T T
— 0 0 1 — 0 0 1

Tabla 4.5: Mapeo by, y bgr para el autémata (2,1) regla 204

Tomemos ahora una configuracién inicial cualquiera y su evolucion con la regla 204.

Configuracion Iniciali)o 1 1 0 1 O 0 0 1 O 1 1
Evolucién———>»(0 11010001011

Figura 4.7: Evolucién de un autémata (2,1) regla 204
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Apliquemos ahora las permutaciones p; y pa, es decir, dividamos dichas configuraciones en
bloques de tamano 6r, en este caso en bloques de longitud 6; posteriormente hacemos un corrimiento
de estas divisiones entre la primera y segunda configuracién de tamaiio 3r o de tamano 3. Por
dltimo apliquemos a cada bloque de la primera configuracién la permutacién 7 y a cada bloque de
la segunda configuracién la permutaciéon .

[011010001011

}i&%‘ TRy i i TR

p| 01 [toloo] [11

! 1101 010
b bg

17j01] [oo1 b,
Tl Vi It i

011010001011

—

Figura 4.8: Funcionamiento de las permutaciones en bloque en el autémata (2,1) regla 204

Hagamos més claro este proceso, asignemos a cada posible configuracién de tamano 6r sus
permutaciones correspondientes a 71 y 72, dado que en este autémata las reglas de evolucién original
e inversa son idénticas, las permutaciones m; y w2 lo son también, por lo que basta enumerar sélo
una de ellas.

Blogue 71 (72) Blogue 71 (72) Blogue 71 (72) Blogue 71 (72)
000000 | < | 111111 010000 | < | 000111 100000 | < | 010111 110000 | < | 011111
000001 | « | 111110 010001 | « | 000110 100001 | < | 010110 110001 | < | 011110
000010 | « | 111000 010010 | « | 000000 100010 | « | 010000 110010 | « | 011000
000011 | « | 111101 010011 | « | 000101 100011 | « | 010101 110011 | « | o11101
000100 | « | 111010 010100 | « | 000010 100100 | « | 010010 110100 | « | 011010
000101 | « | 111100 010101 | « | 000100 100101 | + | 010100 110101 | « | 011100
000110 | « | 111011 010110 | « | 000011 100110 | « | 010011 110110 | « | o11011
000111 | « | 111001 010111 | « | 000001 100111 | « | 010001 110111 | « | 011001
001000 | « | 110111 011000 | « | 101111 101000 | « | 100111 111000 | « | 000111
001001 | « | 110110 011001 | « | 101110 101001 | « | 100110 111001 | < | 000110
001010 | « | 110000 011010 | « | 101000 101010 | « | 100000 111010 | « | 000000
001011 | « | 110101 011011 | « | 101101 101011 | « | 100101 111011 | « | 000101
001100 | « | 110010 011100 | « | 101010 101100 | « | 100010 111100 | « | 000010
001101 | « | 110100 011101 | « | 101100 101101 | < | 100100 111101 | < | 000100
001110 | « | 110011 011110 | « | 101011 101110 | « | 100011 111110 | « | 000011
001111 | « | 110001 011111 | « | 101001 101111 | & | 100001 111111 | © | 000001

Tabla 4.6: Permutaciones 7; y w2 para la regla 204

Tomemos una configuracién inicial aleatoria, dividamos esta en bloques de tamafio 6 y permute-
mos cada bloque como lo indica .

0101001001000111011101101001011101001010000100011110100110110

1001001010110010010011010110011 111/010101/011010011011

Figura 4.9: Aplicando p; a una configuracién inicial aleatoria

Hemos obtenido una nueva configuracién resultado de las permutaciones de cada bloque. Esta
nueva configuracién la dividimos también en bloques de tamafio 6 pero empezando ahora 3 posi-
ciones méas a la derecha de donde comenzamos a dividir la configuracién inicial y a cada bloque
resultante lo permutamos como indica p; '

0000100100101011001001001101011001100001111010101011010011011

Y Y Y Y \ 4
010100100100011101101101001011101/001010000100011110100110110

Figura 4.10: Aplicando pgl después de p; con un corrimiento de 3 posiciones
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Por dltimo, observemos la configuracién inicial y la configuracién producida al aplicar las per-
mutaciones en bloque p; y py L

‘ 0101001001000111011011010010111010010100001000111101 00110110‘
‘ 0101001001000111011011010010111010010100001000111101 00110110‘

Figura 4.11: Evolucién final producida por dos permutaciones en bloque

Como podemos verificar, esta construccién corresponde a la evolucién de la configuracién inicial
bajo la regla 204; es decir, hemos podido representar dicha evolucién por medio de corrimientos y
permutaciones en bloque, siguiendo el proceso descrito por Kari.

4.3 Generalizando el Proceso

Usando los conceptos anteriores hemos podido representar la evolucién de un autémata celular lineal
reversible; sin embargo, la pregunta que se presenta es: jeste proceso funciona para representar a
todo tipo de sistemas de esta clase?. En esta seccién trataremos de dar respuesta a dicha cuestién.

Una de las primeras preguntas que surgen es: ;qué sucede cuando el tamano de vecindad es par,
o sea si el valor de r no es entero?. En el proceso de Kari, se definen las biyecciones by, : Ly — K37
y br : Ry — K37, las cuales son fundamentales para definir la permutacién en bloque.

Tomemos el siguiente ejemplo, un autémata reversible (2,1/2), es decir de 2 estados y r = 1/2,
con la regla de evolucién 12 el cual es un corrimiento a la derecha, y cuya regla inversa es la 10 un
corrimiento a la izquierda.

Regla 12 Regla 10

0 1 0 1
0[0 O 0[0 1
111 1 111 0

Tabla 4.7: Regla 12 y 10 del autémata (2,1/2)

En este caso en que r = 1/2; el conjunto de K3" estard formado por todas las posibles secuencias
de longitud 3r = 3(1/2) = 3/2, es decir, secuencias de célula y media de longitud, lo que trae consigo
el problema de partir las células. Para solventar este problema, lo que se puede hacer es que en vez
de tomar el valor de r para el cual ambas reglas son reversibles, utilizaremos el valor [r], en donde
[r] es la funcién techo de 7, el menor entero mayor o igual a r. Este paso es vilido ya que con esto
se tomard un valor que es mayor o igual al minimo r para el cual el autémata es reversible y por lo
tanto seguird cumpliendo con serlo con la ventaja de que 3r ya tendra siempre un valor entero.

En el ejemplo, aplicando [1/2] = 1, entonces llevemos al autémata reversible (2,1/2) a un
autémata (2,1), agregando una célula més a cada vecindad y siguiendo con el comportamiento de
corrimiento a la derecha para ¢ y de corrimiento a la izquierda para ¢! que corresponden a las
reglas 240 y 170 repectivamente.

Regla 240 Regla 170
00 01 10 11 00 01 10 11
00| O 0 00| O 1
01 0 0 01 0 1
10 1 1 10| 0 1
11 1 1 11 0 1

Tabla 4.8: Regla 240 y 170 del autémata (2, 1)

Con este cambio, tenemos ahora que el tamaio de las secuencias de el conjunto K3["1 siempre
serd entero; pero, observemos las nuevas reglas generadas. La regla original tiene como caracteristica
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que los valores de sus indice de Welch son L =1y R = 4, lo cual nos lleva a una segunda pregunta
con respecto a la definicién de Kari: ;qué sucede si los indices de Welch son distintos entre si 7.

Veamos una vez mas como definimos las permutaciones en bloque; cada permutacién de un
bloque de longitud 6r consiste en aplicar a los 3r elementos izquierdos la composicién (bz o fz,,)
y aplicar a los 3r elementos derechos la composicién (br o fr,). Sabemos que tanto by como br
mapean de manera biyectiva los elementos de los conjuntos Ly, y R, al mismo conjunto K37, es
decir, ambos conjuntos Ly y Ry tienen la misma cardinalidad, ya que |Ly| = LE*" y |Ry| = RE*",
esto indica que L = R, o que ambos indices de Welch son iguales.

Tomemos el caso en que esto no ocurra, tendremos que |Ly| # |Rg|, y las biyecciones by, y br
no podran aplicarse, pongamos como ejemplo el autémata (2, 1) anteriormente presentado, el valor
de |Loso| = Lk = 4 y |Raso| = RE®" = 16, sabemos también que k*" = 23(1) = 8. Tenemos que
el conjunto Loy tiene 4 elementos, el conjunto Raso tiene 16 elementos y el conjunto K>" tiene 8
elementos; si desedramos aplicar los mapeos by, y bgr, en el primer caso tenemos que mapear de un
conjunto de 4 elementos a uno de 8, es decir, nos sobran elementos a mapear en K>, lo cual no
puede ser muy importante, pero en el segundo caso, debemos mapear 16 elementos de un conjunto
a otro con solo 8 elementos, aqui nos faltan elementos y por lo tanto las permutaciones no se pueden
definir.

En la demostracién de su teorema, Kari toma el valor del indice h_ = 1 como base para definir
las biyecciones by, y br. El que h_ =1 indica que a la vez hy =1 ya que h_ x hy. = 1, recordando
_ 1Ll _ |Rg|

que ho = =5y hy = 5.
Entonces, podemos redefinir a los indices h_ y h,, haciendo un uso explicito de los indices de
Welch L y R, quedando entonces:

he =2l g py =1 (4.10)

Esta pequena redefinicién provoca que tanto h_ como hy siempre valgan 1 y por lo tanto, se
puedan definir las biyecciones by, y bg, ahora bien, dichas biyecciones ya no seran hacia el conjunto
K37, sino que quedaran definidas como sigue:

br : Ly — conjunto de secuencias de K con cardinalidad Lk?" (4.11)
br : Ry — conjunto de secuencias de K con cardinalidad Rk?" (4.12)

Debemos sefialar con cuidado algo, la definicién de by, y br parece ser muy sencilla, sin embargo
tienen mucha mas relevancia de lo que uno podria suponer a primera vista, el que estas biyecciones
vayan al conjunto K37 indica, primero, que la longitud de cada secuencia en este conjunto es de 3r,
y en segunda, indica de que longitud debe ser el corrimiento a realizar entre la primera y la segunda
permutacién en bloque. Hemos visto que esto funciona muy bien en el caso en donde los indices de
Welch L y R son iguales, pero cuando no lo son, by, v bg ya no pueden mapear al conjunto K37, sino
deben mapear a otros conjuntos de secuencias de K cuyas cardinalidades deben ser Lk?>" y Rk>"
respectivamente para definir una biyeccién con L4 y Ry. En principio, la pregunta que planteamos
es: jqué longitud deben tener entonces las secuencias en ambos conjuntos?.

Tomemos primero el caso izquierdo, para conocer esto debemos poner a la expresién Lk en
forma de un exponente de k, aplicando logaritmos

L =Fklet (4.13)

resultando

LE2T = Elogn Lp2r — p2rtlog, L (4.14)



CAPITULO 4. PERMUTACIONES EN BLOQUE 41

Procediendo de la misma forma para el lado derecho

RE?" = 2o B (4.15)

De lo anterior se desprende que la longitud de las secuencias en Ly y Ry son:

2r + log,, L (4.16)
2r +log, R (4.17)

respectivamente.

Ademas, el corrimiento debe tener una longitud de 2r + log, L entre la primera y la segunda
permutacién en bloque.

Retomando nuestro ejemplo del autémata (2,1), vemos que los indices de Welch son L = 1y
R =4, con cardinalidades |Laag| = 4, |R240] = 16. De las ecuaciones 4.16 y 4.17 tenemos

2r +log, L=2(1) +log, 1 =2y 2r +log, R =2(1) + log, 4 =4 (4.18)
entonces
k2r+10gk L — 22 — 4 y k?’r’—‘rlogk R — 24 — 16 (419)

Por consecuencia las biyecciones by, : Lagg — K? y b : Rago — K* estén bien definidas al igual
que las longitudes de las secuencias tanto para K2 como para K*, siendo 2 y 4 respectivamente. Por
dltimo, el corrimiento entre la primera y la segunda permutacién en bloque debe ser de longitud 2.

Asignemos el mapeo br,,,, de la siguiente manera:

0 0 0 1

T 0
0 ) — 01 ) T~ 11 T ) — 10 — 00
Tabla 4.9: Mapeo br,,,
Ahora asignemos el mapeo br,,,-

00 00 00
) ) — 1101 o T — 0101 — 0001 — 0010
) ) — 1001 ) T — 0100 T ) — 1110 — 0111
- oo = 0000 oo oo
0011 1111 s 1000 1011

0 0 0 1 10

Tabla 4.10: Mapeo bg,,,

Sabemos que Ry = L;l y que Ly = R;l, es decir, podemos obtener a Li7g y a Ri7o por
medio de Ro49 v Logo respectivamente, esto se hace intercambiando la posicién de los bloques en
cada elemento de Rs49 y de Layg, por supuesto, se deben conservar los mismos mapeos by y bg;
basandonos en la biyeccién by, en Loy, asignemos ésta misma al conjunto Rirg.

|

1 0
— 11 T ) — 10

0 0 o1

0 — 00

E
il
;

Tabla 4.11: Mapeo bg, .,
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Por dltimo, asignemos br en Ra4o a Li7o.

— 0010

— 0111

[

=

=
= | |
HiH EH

10 10 0 5 — 1100
00 01 10
I I B I B IR

Tabla 4.12: Mapeo by, .,

El proceso funcionaré de la siguiente manera, tomemos una secuencia de estados y veamos como
evoluciona bajo la regla 240.

0 010
1 101
Figura 4.12: Evolucié autémata (2,1) regla 240

Observamos el tipico comportamiento de un corrimiento a la derecha, ya tenemos una configu-
racién inicial y conocemos su evolucién, veamos si llegamos al mismo resultado utilizando la nueva

definicién de las biyecciones, apliquemos a la configuiracién inicial la permutacién en bloque p;.

100110001010

10l [10/00 [10

10/01 00f10
b by by by

100000011010

Figura 4.13: Permutacién en bloque p; sobre la configuracion inicial

Asi hemos obtenido una nueva secuencia de estados, a continuacién apliquemos a esta secuencia la
permutacién p, ! con un corrimiento de tamaiio 2.

[folooooo1i010l
BN PR BN R
10/ (1000 ~[10
e A
TR L7 IR L

010/011000(101

Figura 4.14: Permutacién p; ' con un corrimiento de tamaiio 2

o
—

En la Figura 4.14 se observa que al aplicar p,* los bloques de tamafo 2 generan construcciones
de longitud 3 ocurriendo lo mismo para los bloques de tamano 4. Por consecuencia las biyecciones
se tienen que realinear para conservar la simetria con las permutaciones en bloque de p;.

Al final se ha obtenido una secuencia la cual concuerda con la evolucién de la configuracién inicial
bajo la regla 240; entonces el resultado de este proceso ha sido poder representar la evoluciéon de este
autémata (2,1) como la composicién de dos permutaciones en bloque p; o p, ', pero redefiniendo

b : Ly — K>t l y pp: Ry — K2 1°8: B y con un corrimiento entre ambas permutaciones de
tamafio 2r + log;, L.

!100110!001010!

[1olooooo11010]

\ \

010/011000[101
Figura 4.15: Funcionamiento de un autémata (2, 1) regla 240 por medio de dos permutaciones en bloque
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En la Figura 4.15 se observa de manera simplificada este proceso en donde las permutaciones
p1 aparece de color negro y las permutaciones p; ! en color gris.

Las redefiniciones hechas anteriormente han brindado al proceso de Kari una generalidad mayor,
sin embargo, propongamos el siguiente escenario; tomemos un autémata celular lineal reversible
(6,1), en el cual se cumple que k2" = 62 = 36; por lo tanto, valores factibles de los indices de Welch
pueden ser L =4y R =9, hemos dicho que la expresién 2r + log, L define tanto la longitud de las
secuencias en que se van a mapear los elementos de Ly bajo by asi como el tamafio del corrimiento
entre las permutaciones en bloque, retomando el ejemplo, si sustituimos k, r y L en la expresién
obtenemos que el resultado es 2(1) + logg 4 = 2.7737056.

El valor obtenido es correcto, el conjunto Ly tendra tantos elementos como Lk*" = 4 x 62(1) =
144, si no exite ninguna equivocacién esto debe ser igual a k2" t!°8: L sustituyamos los valores,
encontramos que 627737956 — 144 sin embargo, no podemos representar secuencias de longitud
2.7737056 ni podemos hacer un corrimiento de ese tamafio en un espacio discreto donde el autémata
celular se desenvuelve, entonces, aunque analiticamente no hay error, es imposible representar todos
los automatas celulares lineales reversibles con estas redefiniciones.

Se podria pensar en utilizar nuevamente [2r 4 log, L] para hacer entero este valor, sin embargo,
en algunos casos tendriamos el problema de que las permutaciones serian de bloques de tamano 6r a
bloques de una longitud mayor, trayendo consigo problemas de realineacién entre las permutaciones
en bloque para representar correctamente la evolucién del autémata.

Otra posible solucién entonces seria llevar a todo autémata reversible a una forma en donde sus
indices de Welch sean iguales, y el valor de r sea entero para poder utilizar el proceso descrito por
Kari sin modificacién alguna, esto podria hacerse tomando valores de r més grandes que el inicial
de ser necesario, o haciendo productos cartesiano de la regla de evolucién original con su reflexién
para igualar los indices de Welch, por supuesto, esto trae los inconvenientes de manejar un mayor
tamafio de vecindad y/o un mayor nimero de estados, pero es factible en teoria.

El problema que se ha visto con las redefiniciones es que, ni la longitud de las secuencias ni
el corrimiento son siempre representables. Esto se debe por una parte a que las biyecciones by, y
br mapean Ly y Ry al conjunto K™ y K™ respectivamente, los cuales no siempre pueden formar
secuencias de longitud exactamente igual a nl o nr segin corresponda. Tampoco es posible aplicar
siempre un corrimiento entre las permutaciones en bloque de tamano nl. Si es asi entonces surge
la pregunta: ;por qué no tomar otros conjuntos a donde mapear Ly y Ry?.

La importancia de este proceso radica en las diferencias de los ancestros que guardan Ly y
R, en un autémata reversible; es decir, contabilizan de alguna forma los indices de Welch, y las
biyecciones by, y br solo enumeran dichos conjuntos, pero hemos visto que hasta ahora la manera
de enumerarlos no siempre es factible por medio de secuencias del conjunto K, entonces busquemos
enumerarlos de alguna otra forma que siempre sea factible.

Definamos los siguientes conjuntos:

X ={zo, 1, ..., (L2 —1) } (4.20)

Y = {yo, Y1, Y2 1)} (4.21)
claramente, |Ly| = |X| y |Rs| = |Y'|; tomemos nuevamente las definiciones de h_ y hy como:

he =2l g py =1 (4.22)

Volvamos al resultado de Kari y reescribamos su prueba.
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Kari 2 (Resultado (3.8)) Cada autémata celular lineal reversible en el kernel de h— es una com-
posicion de dos permutaciones en bloque.

Prueba: Considere a r tal que representa a las vecinades de ¢ y ¢~!. Debido a que |Ly| = | X]|
y |Rg| = |Y|, las biyecciones

br : L¢ - X (423)
)
br: Ry =Y (4.24)

existen, el mapeo puede ser cualquiera siempre y cuando cumpla con ser biyectivo.

Ahora bien, si consideramos

fL¢ K6 L¢

)
erb : K’GT — R¢

como ya han definido en la seccién 4.2 y sean

fL(/)—l s K6 qu—l =Ry
Y
fRd»—l K6 qu—l = L¢

las funciones correspondientes para la regla inversa ¢ 1.

Tanto con las funciones para ¢ como para ¢! nosotros podemos encontrar las permutaciones
71y w2 de K% dados por:

m1(coy ooy Cor—1) = [(bL © fL,)(C0s s Cor—1), (bR © fR,)(COs oy Cor—1)] (4.25)
7'1'2(007 ~~~706r—1) = [(bR o de)_l)(Co7 ceey Cgr_l)7 (bL o fRd)_l)(Co7 ceey Cgr_l)] (426)

Obteniendo una evolucién de un autémata reversible.

|Co Cor-1 | Cor

Xy |
o}
|C4r C()r—I|C(\r Cx.>1|

(Ca0)-0(Cse1) (cr)-dcon)| | P

dlesn]ole)

Figura 4.16: Evolucién de un autémata reversible por medio de dos permutaciones en bloque y un
corrimiento de tamafio 1

Cada elemento en X y y representa a una longitud 3r.
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P; resulta ser la permutaciéon en bloque definida para un bloque de tamafio 6r en la primera
configuraciéon de estados, aplicindole a este bloque la permutacién 7. P> es la permutacién en
bloque definida para un bloque de tamafo 6r en la segunda configuracién y haciendo un corrim-
iento de longitud 1 en la secuencia {z;y;...xmYyn} correspondiente a un corrimiento de longitud 3r
en la segunda configuracion.

Entonces tenemos que ¢ = p; Lopy.

4.4 Casos de Estudio

A continuacién presentemos algunos casos de autématas celulares lineales reversibles y como fun-
cionan en estos las permutaciones en bloque para representar su evolucién.

4.4.1 Autémata (2,1/2) Regla 12.

Tomemos nuevamente el caso de un auémata de 2 estados y un radio de vecindad r = 1/2, cuya
regla original 12 es un corrimiento a la derecha y la regla inversa 10 es por supuesto, un corrimiento
a la izquierda, sabiendo que los indices de Welch tiene valores L = 1 y R = 2 para la regla 12 y
L =2y R =1 para la regla 10.

Regla 12 Regla 10

0 1 0 1
0|10 O o0 1
1 1 1 1 1 0

Tabla 4.13: Autémata (2,1/2) regla 12 y regla 10

Formemos las posibles secuencias de tamano 4r, es decir, de 2 estados y todos los ancestros de
tamano 67, o sea de 3 estados, de cada secuencia.

000 010 100 110
001 011 101 111
00 01 10 11

Tabla 4.14: Secuencias de tamano 2 y sus ancestros

De las secuencias anteriores y sus ancestros, obtengamos los conjuntos L2 y R».

{ M B}

R“:{u'_' o7 oy u'_'}

Tabla 4.15: Conjuntos Lo y R12

En ambos casos se cumple que |Lis| = Lk*>" = 2 y |R12| = Rk*" = 4.
Tomemos ahora los conjuntos X = {xo,z1} vy ¥ = {yo,y1,Y2,y3}, y especifiquemos los siguientes
mapeos by, v bg.

bL: %—}zo ’T‘LI—}zl

br : ‘L’,T|—>y0 ‘L’,T|—>y1 ‘L’,T‘—Hn —>y3

Tabla 4.16: Conjuntos br,, v bry,
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Como Ly = R19 y R12 = L1g, con estos elementos podemos formar entonces las permutaciones
Ty To.

Bloque T Bloque T2
000 < | xoyo 000 < | yoxo
001 < | zoy1 001 < | yox1
010 | xoys 010 | y1zo
011 < | ToyYs 011 | Y11
100 | 1Yo 100 | y2xo
101 g T1Y1 101 <> Y21
110 s Tr1Yy2 110 <~ Yy3xo
111 s r1Yys 111 <~ Yy3xri

Tabla 4.17: Permutaciones 7 y w2 para la regla 12

A partir de una configuracién aleatoria inicial podemos ver una evolucion tipica de este autémata

(2,1/2).

Configuracion inicial —»
Evolucion —— >

| Estado 0 D Estado 1 . |

Figura 4.17: Evolucién de un autémata (2, h) regla 12

Tomemos la primera configuracién y apliquemos la permutacion p .

Configuracion Inicial —|

Permutacion p,

Secuencia {xy;3,v,}—3[ X0 Y0 [ X1 Y11 X1 Yol X1Yo[ X1 ¥3] X0Y1]

Figura 4.18: Permutacién en bloque p; sobre la configuracion inicial

Sobre esta nueva secuencia de la forma (z;y;...2mYn) usemos py 1 es decir, hagamos un corrim-
iento de un elemento y apliquemos a cada pareja de la forma y;x; la permutacién 7.

Corrimiento de tamarfio 1

e
Secuencia {xy.x,y,)—> XdYo XY X[Yo X1Yo X[¥Y3 XdYy;

Permutacion p,-1

pvonion————> I T | W 1 I | 1
—

Corrimiento de tamaiio 3r

Figura 4.19: Permutacién en bloque p5 ! después de p; con un corrimiento igual a 1 equivalente a
una longitud de 3r

En este caso podemos concluir que la evolucién obtenida anteriormente coincide con la construida
haciendo dos permutaciones en bloque a la configuracién inicial, es decir, el método funcioné como
se esperaba en este ejemplo.
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4.4.2 Autémata (2,1) Regla 15.

Este es el caso de un auémata de 2 estados y un radio de vecindad r = 1, con la regla de evolucién
15 y la regla inversa 85. Para la regla 15 los indices de Welch tiene valores L =1y R =4, para la
regla 85, L =4 y R =1 son los indices de Welch.

Regla 15 Regla 85
00 01 10 11 00 01 10 11
00 [ 1 1 00 [ 1 0
01 1 1 01 1 0
10| 0 0 10 | 1 0
11 0 0 11 1 0

Tabla 4.18: Autémata (2, 1) regla 15 y regla 85

De manera andloga al primer ejemplo, se obtuvieron los conjuntos L5 y Rys.

o [0 0] [0 1] [T 0] [T 1]
L“*{ | 1] 1 0] [0 1] [0 0]
( [0 0] [0 0] [0 0] [0 o|j
[0 0] [0 1] [1 0] [1 1]
[0 1] [0 1] [0 1] [0 1]
[0 0] [0 1] [1 0] [1T 1]
Ris =
[T 0] [T 0] [T 0] [T 0]
[0 0] [0 1] [1 0] [T 1]
[T 1] [T 1] [T 1] [T 1]
\ [0_0] [0 1] (L 0] (L 1 J

Tabla 4.19: |L15| = Lk’QT =4 y |R15| = Rk’QT =16
Cumpliéndose en ambos casos se cumple que
|Lis| = LE*" =4
Yy
|Ri5| = RK*" =16

Tomemos ahora los conjuntos X = {xg,...,z3} y vy = {vo,...,y15}. Especificando los mapeos by, y
br, los podemos ver con detalle en la siguiente tabla.

0 1 1 0 1 1
ﬂo ﬂl ﬂz ﬂg
*“ *?“ *” *“

0 1 0 1 0 1 0 1
o0, o0, oL, oI,
1 0 1 0 1 0 1 0
*“ *” *“0 *y“
1 1 1 1 1 1 1 1
*y“ *‘m *y“ *“5

Tabla 4.20: Mapeos bz, ¥ DR,

Como L5 = Rgs y R15 = Lgs, con estos elementos podemos formar entonces las permutaciones
™y ma.
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Blogquc 1 Bloguc 1 Blogquc 1 Bloguc 1

000000 | + | =zgu3 001000 | ¢ | =zou1 010000 | + | =z1y3 011000 | ¢ | =1v1
000001 | « | =zgur 001001 | | =zqus 010001 | « | =z1y7 011001 | & | =zjy5
000010 | « | zgu11 001010 | « | =zqug 010010 | = | z1y11 011010 | & | =z1yg
000011 | « | zqu1s 001011 | & | zgy13 010011 | < | z1y15 011011 | & | z1y13
000100 | « | =zgus 001100 | « | =zqug 010100 | « | =z1yo 011100 | & | =z1yg
000101 | « | =zgug 001101 | & | =zqyg 010101 | < | =z1yg 011101 | & | zyyg
000110 | + | zgyip 001110 | & | =zqus 010110 | + | z1y1p 011110 | & | =zjys
000111 | « | zgyig 001111 | & | zgyio 010111 | & | z7y14 011111 | & | #1910
Blogquc Bloguc 1 Blogquc 1 Bloguc 1

100000 | 101000 | ¢ | w=2u1 110000 | « | =393 111000 | ¢ | =391
100001 | 101001 | « | zayj 110001 | « | z3y7 111001 | « | =395
100010 | 101010 | « | zayg 110010 | « | 23y1q 111010 | « | z3yg
100011 | 101011 | « | zoyi3 110011 | « | 23y15 111011 | « | z3yi3
100100 | 101100 | « | zayg 110100 | « | z3ys 111100 | « | =399
100101 | < 2Y6 101101 | < | zgyy 110101 | « | =3yg 111101 | < | z3yq
100110 | « | z3y1p 101110 | « | =oyg 110110 | « | z3y1p 111110 | « | =3yg
100111 | © | woyjg 101111 | | woyio 110111 | © | w3yjg 111111 | « | @3yio
Bloquc o Blogue 7o Bloquc o Blogue 7o

000000 | « | wize3 001000 | ¢ | waes 010000 | + | wiz=3 011000 | < | wpes3
000001 | « | yigws 001001 | & | ygeo 010001 | « | yigws 011001 | & | ygeo
000010 | « | wioe) 001010 | « | yqz 010010 | « | yize; 011010 | & | ygo;
000011 | « | yizwg 001011 | & | ygzg 010011 | « | yi32q 011011 | & | ygzg
000100 | « | wygag 001100 | « | ygaz3 010100 | + | ygz3 011100 | & | yye3
000101 | « | ygao 001101 | & | ygao 010101 | = | ygzo 011101 | & | yyao
000110 | « | wygop 001110 | & | ygo; 010110 | = | yozq 011110 | & | yyog
000111 | & | wgeg 001111 | & | ypezg 010111 | & | woxg 011111 | & | yieg
Bloquc o Blogue 7o Bloquc o Blogue 7o

100000 | | viaews 101000 | ¢ | wpz3 110000 | + | vises 111000 | < | yre3
100001 | | yiaws 101001 | « | ygezg 110001 | + | yiseg 111001 | & | yrag
100010 | | yiawy 101010 | « | ygaz1 110010 | « | yigey 111010 | « | ypa]
100011 | « | yiq@g 101011 | « | ygzq 110011 | « | yigeg 111011 | « | yrag
100100 | « | yip=3 101100 | « | yo=3 110100 | « | yi1e3 111100 | « | y3=3
100101 | « | yipzo 101101 | « | yowzg 110101 | « | yijeo 111101 | « | y3azq
100110 | « | yipey 101110 | « | yo=zg 110110 | © | w1121 111110 | « | y3z1
100111 | < | yig=zo 101111 | « | yozg 110111 | & | wij@g 111111 | & | y3ag

Tabla 4.21: Permutaciones 7 y 7y para la regla 15
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A partir de una configuracién aleatoria inicial, vamos a observar primero como evoluciona el
autémata. Empezando desde el instante t; hasta llegar al instante t3. Después tratemos de re-
producir este resultado por medio de las permutaciones en bloque.

1n—>
n—>
n—>
15—

‘Esmdn()D Estado 1 [l Permutacionp Permuraciﬁnpz'ly“

Figura 4.20: Evolucién de un autémata (2,1) con regla 15, aplicando las permutaciones en bloque

Para este caso nuestra conclusién es que la evolucién del autémata es idéntica a la construida

aplicando las dos permutaciones en bloque a la configuracién inicial.
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4.4.3 Autémata (4,1/2) Regla F5A0F5A0.

Ahora nuestro caso de estudio es un auémata de: 4 estados, radio de vecindad r = 1/2, regla de
evolucion F5A0F5A0 y la regla inversa EEFEFE4444. Para este caso los indices de Welch tienen
valores L = 2 y R = 2 tanto para la regla F5A0F5A0 como para la regla EEFEFE4444; que a

continuacién se muestran.

Regla F5A0F5A0

0
00
111
210
3|1

3
2
3
2
3
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Regla EEEE4444

w N = O

3
1
1
3
3

Tabla 4.22: Autémata (4,1/2), regla F5A0F5A0 y regla EEEFE4444

Los conjuntos Lrsaorsa0 ¥ RrsAors40 Se presentan a continuacién y como se ha dicho anterior-
mente, se obtuvieron de la misma forma que en el primer ejemplo.

Lrsaorsao =

Rrsa0Fs540 =

(0 01 A1 [O1)
o] 2 [ [&]
1 [z Bl 3]
0 & [ 21
([0 [0 [T _[1])
O] 00 7 [0
= 7 3 [3]
W s PR A

Tabla 4.23: Conjuntos Lrsaors40 ¥ RFs40F5.40

En ambos casos se cumple que |Lpsa0r540] = Lk*" = 8 y |Rpsaorsaol = RE?" = 8. Tomemos
los conjuntos X = {zo,...,x7} vy Y = {yo, ..., y7}, vy especifiquemos los siguientes mapeos by, y bg.

—>.’L‘0
2
—>.’L‘4

2
—>CC5

1
—>CCQ
3

1
—>.’L‘3

3
—>.’L‘7

2

—>y1
2

1
—>y2
3

1
—>y3

3
—>y7

Tabla 4.24: Mapeos b1 5 .0r540 ¥ ORrsa0ms40

Obtengamos las permutaciones m; y mo.
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Bloque ] Bloque T Bloque T Bloque ]
000 =3 00 020 =3 190 100 = T390 120 = 390
001 o zgy2 021 - 12 101 - oy 121 PEN z3y2
002 o zoyq 022 - z1y4 102 - Toys 122 PN r3y4
003 > Y 023 > T1Y6 103 > T2YG 123 > T3YEG
010 o oyl 030 o T1y1 110 - oyl 130 - 391
011 - z0y3 031 - r1y3 111 - z2y3 131 - 393
012 o Y5 032 o 15 112 = zoys 132 = z3y5
013 o zoy7 033 o ©iy7 113 o zoy7 133 o z3y7

Bloque ] Bloque T Bloque T Bloque ]
200 =3 T4Y0 220 =3 590 300 = Z6Y0 320 = z790
201 - T4y0 221 P T5Y2 301 - zgy2 321 - zryo
202 - T4y4 222 P T5Y4 302 - T6Ys 322 - Tryy
203 < | zaug 223 < | zpue 303 = | =zgug 323 o | =z7ug
210 T T4yl 230 - 5yl 310 P TGyl 330 P 7yl
211 - 493 231 - r5y3 311 - z6Y3 331 - z7y3
212 o r4ys 232 o 55 312 = zGy5 332 = z7y5
213 o r4y7 233 o r5y7 313 o zgy7T 333 o 7y

Bloque D) Bloque o Bloquo o Bloquo D)
000 =3 voTo 020 =3 vora 100 = yieo 120 = 14
001 o voza 021 o vozG 101 = yiao 121 = y1e6
002 o vor1 022 - vozs 102 - yiel 122 PEN yies
003 > yor3 023 > yozT7 103 > Y13 123 > yrz7
010 o yazg 030 o yoxy 110 - y3zo 130 - y3og
011 - yowo 031 - yozg 111 - y3zo 131 - y3ag
012 - yawq 032 - yozsy 112 - y3z] 132 - y3og
013 o yoz3 033 o yowy 113 o y3as3 133 o y3ay

Bloque D) Bloque o Bloquo o Bloquo D)
200 =3 varo 220 =3 vara 300 = yse0 320 = Usea
201 o yawo 221 o vazg 301 = ysao 321 = yseg
202 - vaw 222 - vazsy 302 - Y5zl 322 - yses
203 o yar3 223 o yary 303 - Y53 323 - ysry
210 - 6o 230 o YeT4 310 - yreQ 330 - YTy
211 - g2 231 - 66 311 - yrzo 331 - yrg
212 - vGT1 232 - ey 312 - yrzy 332 - yres
213 o v6r3 233 o ver7 313 o y7as3 333 o yrar

Tabla 4.25: Permutaciones 7 y 7o
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Con una configuracién aleatoria inicial, obtengamos 3 evoluciones de este autémata y tratemos
de reproducir el mismo resultado aplicando las permutaciones en bloque.

r—>
—>
n—>
5>

> 4

[ 2 2 2 2

[ T T T T ]
‘ "l! y;;‘ X4!}’7‘ XA! }’0‘ Xs! y.s‘ Xz! y:a‘ XA! y.s‘
kv v Vv v v

o> (- W
o> (L | T .

v vV vV v ¥V N

T T T T T T
!}’4‘ X71 YD‘ X%‘ YI‘ X/! YA‘Xzs! }’Z‘Xsl}’/‘ Xﬁ!
Y _V VvV _V Vv

A4
SN~ = sm  Em  m N

>

[ 2 2 2 2

[ T T T T 1
‘ x;! )’6‘ X/!)’é‘ Xz! )’4‘ Xj! }’2‘ X/!yﬂ X]! }’2‘

.V v v v v

Er g
Estado 0[] Estado 1[_] Permutacionp; vy
Estado 2[ll Estado 3 [} Permutacion py!

Figura 4.21: Autémata (4,1/2) con regla de evolucién F5A0F5A0, aplicando las permutaciones en bloque

Como en el ejemplo anterior, se obtuvo la misma evolucién por las dos formas; observemos que
al aplicar las permutaciones del instante ¢; al instante 2, la permutacion p; se efectud en las mismas
posiciones en que lo habfa hecho la permutacién p; 1 del instante ty a t1; esto se hizo para hacer
més claro el diagrama pero no obedece a alguna condicién necesaria, la permutacion p; se puede
empezar a aplicar en donde se quiera y el proceso funcionard igual siempre y cuando p; ! se empiece
a aplicar con un corrimiento igual a uno con respecto a p;, lo que es similar a un corrimiento de

tamafio 3r entre configuraciones.
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4.4.4 Autémata (6,1)

Como se defini6 en la seccién 4.3, un autémata reversible (6, 1) tiene 36 nodos en su diagrama de
de Bruijn, que es el total de secuencias distintas de tamafio 2 que se pueden hacer con 6 estados.
En especial al autémata cuyos indices de Welch son L = 4 y R = 9, donde no era posible aplicar las
permutaciones en bloque por medio de logaritmos, debido a que no obteniamos resultados discretos
manejables. Veamos, ahora, si con la nueva redefiniciéon hecha al proceso de Kari si podemos aplicar
dichas permutaciones en bloque.

El autémata (6,1) a tomar serd el resultado del producto cartesiano de un autémata (2,1) y un
autémata (3,1). El primero usa la regla 170 la cual sabemos es un corrimiento a la izquierda y tiene
indices de Welch L = 4y R = 1. El segundo un autémata (3,1) usa la regla QQQ D D D000 que es un
corrimiento a la derecha con indices de Welch L =1y R = 9. Con estos dos autématas obtenemos un
autéomata 6,1 con regla ZWEZWEZWEZWEZWEZWESP7SP7SP7SP7SP7SP7LIOLIOLIOLIOLIO
LIOZWEZWEZWEZWEZWEZWESPTSP7SPTSP7SP7SP7LIOLIOLIOLIOLIOLIO, la cual tiene indices
de Welch L=4y R=09.

0001 020304051011 121314 152021 222324253031 323334354041 424344455051 52535455
00 00 0 333
01 00 0 333
02 00 0 333
03 000 333
04 000 333

22 2 555

Tabla 4.26: Autémata reversible (6,1) resultado del producto cartesiano de un autémata (2,1)
regla 170 (corrimiento a la izquierda) y un autémata (3,1) regla QQQDD D000 (corrimiento a la
derecha).

Como podemos observar en la Figura 4.22, el comportamiento de este autémata reversible (6, 1)
es de un corrimiento cruzado, conservando las caracteristicas de la evolucién de los autématas (2, 1)
y (3,1) de los cuales se originé.
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Autémata (3,1)

LCAU31 Evolution

Autémata (2,1)
LCAUZ1 Evolution

*| QQQDDDooo ¢ 170 o |

Autémata (6,1) resultado del producto cartesiano del
autémata (3,1) X autémata (2,1).

EZWEZWEZWEZWEZWESP7SP7SP K|

Figura 4.22: Autémata reversible (6, 1) resultado del producto cartesiano de un autémata (2,1) y
un autémata (3,1)

Debido a que el autémata tiene 36 nodos en su diagrama de de Bruijn, su diagrama de parejas
y de subconjuntos resultan demasiado extensos para graficar; sin embargo, podemos ver el valor de
sus indices por medio de el producto de sus matrices de conectividad. Como un ejemplo, tomemos
las matrices de conectividad de cada estado y formemos la matriz correspondiente a la cadena 222,
que se obtendrd elevando ala tercera potencia la matriz de conectividad del estado 2.

0001 020304051011 121314 152021 222324253031 323334354041 424344455051 52535455

111 11 1 11 1
111 11 1 11 1
111 111 111
111 111 111

Tabla 4.27: Matriz de conectividad de la cadena 222 del autémata (6, 1).

Podemos ver que la matriz anterior nos dicen que la cadena 222 tiene un total de 36 ancestros,
que es la suma de todos los elementos en la matriz, ademéds se puede observar que estos ancestros
tienen 4 formas distintas de generarse a la izquierda y 9 formas distintas a la derecha (L = 4y
R = 9); cumpliendo con lo que se esperaba de sus indices de Welch. Esto ocurre para todas las
demaés cadenas de longitud 3 en adelante.
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0001 020304051011 121314 152021 222324253031 323334354041 424344455051 52535455

0001020304051011 121314 152021222324 25303132333435404142434445505152535455

01 111 111 11 1

oot o

[SENYEEY)

Tabla 4.28: Matrices de conectividad de las cadenas 105 y 043 respectivamente del autémata (6,1).

Dado que en este autémata existen tantas secuencias de tamafo 6r como 6%, resulta muy extenso
enumerar todas las permutaciones de estas cadenas como se ha venido haciendo con los ejemplos
anteriores, sin embargo, se enumeraran unas cuentas para ejemplificar el proceso.
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Generemos una secuencia inicial de 12 células y hagamos tres evouciones de las mismas.

vvvy

Estado 0 . Estado 1 D Estado 2 .
Estado 3 . Estado 4 . Estado 5 .

Figura 4.23: Evolucién del autémata (6, 1)

Tomemos las secuencias que aparecen en la evolucion, utilizando el proceso descrito en la seccién
4.3 formemos las permutaciones 71 y 7o para estas cadenas, como se hizo con los ejemplos anteriores.

Bloque T Bloque o

501321 > roYo 102125 > YyoT1
221334 > T1Y1 435323 > Yy1To
102125 > T2Y2 245543 > Y23
435323 <+ T3Y3 232010 > y3T2
245543 > TaYa 551320 > YaTs
232010 > T5Ys5 201354 > YsT4

Tabla 4.29: Permutaciones 71 y m» para algunos bloques del autémata (6, 1)

Con estas permutaciones, tratemos de reproducir la evolucién del autémata empezando desde
la misma, secuencia inicial.

Estado0 [[] Estado! [T] Estado2 [l Permutacion p; 7

Uy

Estado 3 . Estado 4 . Estado 5 . Permutacién py™~

Figura 4.24: Evolucién del autémata (6, 1)

El proceso funciona de la manera esperada; con estos ejemplos hemos podido visualizar que el
ajuste hecho al método de Kari nos brinda una manera de representar la evolucién de un autémata
reversible por medio de dos permutaciones en bloque y un corrimiento, sin importar el valor que
tengan los indices de Welch ni que su tamano de vecindad sea par o impar.
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4.5 Observaciones Finales

La idea de Kari de representar un autémata celular lineal por medio de permutaciones en bloque
explica de manera sencilla la conservaciéon de informacién en la dindmica del sistema y como esta
informacién es utilizada para regresar hacia atras en la evolucién del autémata. Sin embargo, el
proceso por el cual Kari demuestra este concepto no es aplicable para todo tipo de autéomata celular
lineal reversible; de hecho, solo funciona con aquellos autématas donde sus indices de Welch sean
idénticos.

La generalizaciéon que hemos presentado de este procedimiento aprovecha que los conjuntos L
y Ry son los que guardan las diferencias de los ancestros; en otras palabras, la informacién del
sistema y los mapeos by, y bg son solo una forma de renombrar los elementos de dichos conjuntos.
Nosostros simplemente hicimos estos mapeos mas flexibles, permitiendo con esto que todo tipo de
autémata celular lineal reversible pueda ser representado.



Capitulo 5

Formas Validas de las
Permutaciones en Bloque

5.1 Resumen

Hemos visto que para un autémata reversible en donde ¢ y ¢! tengan el mismo valor de r, el
comportamiento se puede representar por medio de dos permutaciones en bloque y un corrimiento,
y hemos generalizado este proceso para cualquier valor de los indices de Welch utilizando los con-
juntos X y Y. Una pregunta inmediata que podemos formular es ;de qué forma deben ser estas
permutaciones de tal forma que cumplan con el proceso descrito?.

5.2 Autématas Celulares Lineales con r=1/2

Antes de continuar con el andlisis de autématas reversibles, revisaremos, en especial, a los autématas
con radio de vecindad r = 1/2. La finalidad es poder representar a todo autémata celular lineal
de cualquier radio de vecindad como se muestra en los trabajos de Jarkko Kari [Kari 92] y de Tim
Boykett [Boykett 97].

Supongamos que tenemos un autémata celular (k,r) cuyo tamailo de vecindad es 2r + 1, para
reducir este tamafio a 2, aumentaremos el niimero de estados, de este modo, un autémata (k>",1/2),
se puede utilizar para representar a la misma evolucién, es decir, tomaremos del autémata general
todas las posibles secuencias de tamano 2r o lo que es lo mismo, todos los posibles nodos de de
Bruijn [McIntosh 91al.

Sabemos que originalmente, para todo estado e € K, sobre una secuencia de estados S € K27 +!
la regla de evolucién original tiene el siguiente comportamiento:

¢(So, .-, S2) — e (5.1)

Esta regla se aplica a cada célula en la configuracién, ahora, para dicha configuracién agrupemos
sus celulas en secuencias de tamaiio 2r, obtendremos tantas secuencias distintas como k2" que seran
nuestros nuevos estados, para cada par de estos nuevos elementos, la nueva regla de evolucién
funcionard de la siguiente manera:

¢'((Sos -5 S2r=1), (S2rs -, S1r=1)) = ($(So; -+, S2,),8(S1, .., Sart1) (5.2)
...¢(52r—17~~~7S4T—1)) ’

La nueva regla serd el producto de aplicar repetidamente la regla original sobre dos secuencias
de nuevos estados. Como producto de aplicar la regla original obtendremos una nueva secuencia de
2r elementos, es decir, un nodo de de Bruijn o una secuencia dentro del conjunto de nuevos estados.

56
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Veamos como funciona esto en un autémata (2,1) con regla 111.

00 01 10 11
00| 1 1
01 1
10| 0 1
11 1

Tabla 5.1: Autémata (2,1) regla 111
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Aplicando la regla de evolucién al autémata a partir de la confiuracién inicial se obtiene lo

siguiente:

Configuracién Inicial

— 001011101101
Evolucién — 011110111111

Tomemos ahora todas las posibles secuencias de tamano 2r y renombremos estas para obtener

un nuevo conjunto de estados.

Secuencia Estado nuevo
00 — 0
01 — 1
10 — 2
11 — 3

Tabla 5.2: Renombrando las secuencias de tamano 2 con nuevos estados

De las cadenas de 2 elementos, obtengamos su evolucién al aplicar la regla original.

Si agrupamos en bloques de tamafio 2r cada una de estas secuencias, lo que producird es:

0000

0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111
11 11 11 11 10 11 11 10
1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111
01 01 11 11 10 11 01 00

Tabla 5.3: Secuencias de tamano 4 y su evolucion

00 | 00 00 | 01 00 | 10 00 | 11 01 | 00 01 ] 01 01|10 01 | 11
10 | 00 10 | 01 10 | 10 10 | 11 11 | 00 11 | 01 10 11 |11

Tabla 5.4: Agrupacién de las secuencias en bloque de tamafio 2

Si sustituimos cada bloque por el estado nuevo asignado anteriormente obtendremos:

0fo 0]1 012 03 110 11 112 113
2(0 2|1 212 213 310 311 312

Tabla 5.5: Sustitucién de los bloques de tamano 2 por los nuevos estados
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La nueva regla (4,1/2) que simula la evolucién del autémata original es:

N =N WO

1 2 3
3 3 3
3 3 2
1 3 3
3 1 0

W N =O

Tabla 5.6: Autémata (4,1/2) que simula el comportamiento del autémata (2, 1)

Con la configuracion inicial que utilizamos al principio, hagamos con sus elementos secuencias
de tamafio k2" = 2(2°1/2) = 2 cada una de estas secuencias se sustituird por los estados nuevos
cada secuencia. Después de aplicar la regla (4,1/2) a esta nueva secuencia de simbolos, se regresa
cada estado a la secuencia original de tamano 2.

o1 o
0 2 3 2 3 1
Evolucién — 3 3 1 3 3 2

Tabla 5.7: Secuencias de tamaifio 2 que evolucionan con la regla (4,1/2)

De esta manera, reordenando las secuencias de 2 elementos tenemos el funcionamiento original
del autémata.

Tabla 5.8: Simulacién del autémata (2,1) por medio de la regla (4,1/2)

5.3 Propiedades Basicas de las Permutaciones

Analizaremos en detalle el caso en donde r = 1/2, ya que los demds casos se pueden llevar a éste
como hemos visto en la seccién 5.2. El proceso indica que debemos hacer permutaciones desde el
conjunto K" para el caso r = 1/2 el conjunto es K3; para este mismo valor de r tenemos que
| Ly |= LKk?" = Lk y que | Ry |= Rk*" = Rk.

Primero, comprendamos el funcionamiento del autémata reversible con r = 1/2, basta una
secuencia de 2 células para que en sus ancestros se fije una unica célula central para poder regresar
en la evolucién. Esta tnica célula central tiene asociadas L células izquierdas y R células derechas,
sin tomar en cuenta esta célula, la parte izquierda de esta construccién es parte de Ly y la parte
derecha es parte de Ry.

Elementos f L células D Rcélulas - Elementos
de Ly de Ry

Figura 5.1: Estructura de un autémata reversible con r = 1/2
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Por supuesto, en las células sucesoras toda combinacién es posible, es decir, no puede faltar
ninguna vecindad en la regla inversa ¢~!. De esta construccién podemos notar que cada célula
sucesora tiene asociadas L células izquierdas ancestras y R células derechas ancestras.

Para cada elemento del conjunto L4, la parte sucesora esta relacionada con todas los posibles
estados del autéomata, lo que hace un total de k extensiones, y como cada una de estas células tiene
R células ancestras derechas, cada elemento de L4 tiene RE posibles extensiones derechas, es decir,

a todo el conjunto Ry.
R células
Elemento de L¢{
k células

Figura 5.2: Estructura de un autémata reversible con r = 1/2

Esto nos lleva a las dos primeras propiedades que cumplen estas permutaciones:
Propiedad 1 Sea (0 <i < Lk), para cada x; € X se tiene asociados a todos los elementos de Y .

Como cada elemento de X tiene el mismo nimero de asociaciones, se mantiene una segunda
propiedad.

Propiedad 2 Sean (0 < i < Lk) y (0 < j < Rk), para cada x; € X aparece el mismo nimero de
veces que el resto de los elementos de X ; tanto en el conjunto de secuencias de la forma (z;y;) para
¢ como; para el conjunto de secuencias (y;x;) para ¢~ 1. Lo anterior es andlogo para cada y; €Y.

Para las siguientes propiedades, tomemos la siguiente construccién (Figura 5.3) como referencia:

a; Qe Qr

e, €r

Figura 5.3: Tres células y su evolucién

La construccién en la Figura 5.3 representa tres células ancestras, (a;aca,) y al aplicar la regla
su evolucién ¢(ese,.). Estas letras subindizadas deben ser entendidas como posiciones especificas de
cada célula en la construccién y no deben confundirse con estados del conjunto K. Supongamos
que en las células (a;a.) se encuentran en dos elementos fijos del conjunto K, entonces, estas células
especifican un tnico estado en e;, en donde el bloque (a;e;) es un elemento de Ly; desprendiéndose
de esto otra propiedad importante.

Propiedad 3 Sean (0 <i < Lk) y (0 < j < Rk). Si las células (aja.) toman dos valores fijos de
K, entonces a la secuencia completa (ajacar) le corresponde un inico elemento x; € X sin importar
que valores tome la célula a,. Del mismo modo, si la misma secuencia (ajaca,) toma dos valores
fijos de K en (aca,), le corresponde un unico elemento y; € Y sin importar que valores toma la
célula a;.

En la posicién a. de la Figura 5.3 pueden estar todos los posibles estados de K, esto indica
que cada estado debe tener L células a la izquierda para formar a un mismo estado y R células a
la derecha para el mismo caso, lo que se generaliza para cada estado sin importar en que posicién
se encuentre en las células ancestras de la construccién utilizada. La observacién anterior produce
una propiedad mas:

Propiedad 4 Para todo bloque (aje;) € Ly deben ezistir R posibles estados en la posicion a. tal
que con el estado en a; formen el mismo estado en e;. Similarmente para todo bloque (are,) € Ry
deben existir L posibles estados en la posicion a. tal que con el estado en a, formen el mismo
estados en e,.
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Usemos nuevamente la construccién en la Figura 5.3, sabemos que para generar un estado
particular en e;, la célula a. tiene L posibilidades en a; y para generar un estado especifico en
er, ocurre que a. tiene R posibilidades. Tomando los L distintos bloques (a;e;) que solo varian
en la posicién a; cuando a. ese mantiene fijo en un estado, tenemos que en todos estos bloques,
las células en (a,e,) se extienden de la misma forma, si ordenamos de manera descendente las
secuencias (ajaca,), variando el estado de a, desde 0 a k — 1, tenemos que los L distintos bloques
(arer) compartirdn el mismo orden de aparicién de las extensiones derechas en (a,e.).

En este caso, sabemos que a. tiene R extensiones para generar un estado en particular en e,
dado que el total de extensiones posibles de a. es k, entonces el total de estados que puede tomar
e es k/R = L, entonces, si a. permanece en un estado fijo, los L bloques en (a;e;) comparten el
mismo orden en las extensiones a la derecha en (a.e,), donde e, toma L posibles valores y para
cada uno, a, tiene R posibilidades, entonces, los L elementos de Ly comparten las mismas LR
extensiones derechas en el mismo orden para a. fija.

Por la propiedad 4, R estados en a. son posibles de colocar junto a los L bloques (a;e;) para
formar el mismo elemento en e;, y si para cada estado en a. existen LR extensiones derechas
compartidas, tenemos un total de RLR extensiones derechas a los L bloques (a;e;) compartiendo
el mismo orden, pero como RLR = Rk, esto quiere decir que cada uno de los bloques (a;e;) tiene
RE extensiones derechas compartidas con los demds bloques, en otras palabras, cada uno estos L
elementos de Ly estd conectado con todos los elementos de Ry, lo que nos lleva ha otra propiedad:

Propiedad 5 Para las células (ajaca.), el conjunto X agrupa k particiones de L elementos cada
una. En cada particion los elementos estdan concatenados en el mismo orden con todos los elementos
de Y'; considerando que las secuencias (ajaca,) se ordenan de manera descendente variando primero
los estados de a, y después los de a.

Por dltimo, tenemos que para la construccién en la Figura 5.3, cada estado en la célula e; tiene
L estados posibles en la posicién a;, a este conjunto de L estados llamémoslo A;; y cada estado en
e, tiene R estados posibles en la posicién a,., a este conjunto de R estados denominémoslo A,; dado
que el valor de r = 1/2 es el mismo para ¢ como para ¢!, entonces la secuencia (e,e;) forma una
vecindad de ¢!, la cual genera un tinico estado en a’..

al

c

e, €
Figura 5.4: Vecindad inversa formada por (e,e;)

En la Figura 5.4; para un estado en e, existe un conjunto A, en donde cada elemento de éste
puede estar en la célula a’, y para un estado en e; existe un conjunto A; en donde cada elemento es
un posible estado de al., esto nos induce esta propiedad:

Propiedad 6 Sea i € K un estado del autémata. Tomemos al conjunto Ly dividido en k parti-
ciones de L elementos, en donde los elementos de cada particion solo concuerdan en la posicion
e; que puede tomar cualquier valor i, los L estados posibles en a; forman el conjunto A;,. Sim-
ilarmente dividamos al conjunto Ry en k particiones de R elementos, en donde los elementos de
cada particion sélo concuerdan en la posicion e, que puede tomar cualquier valor i, los R estados
posibles en a, forman el conjunto A,,; entonces:

1A, NA,| =1 (5.3)

Hay que hacer notar que esta propiedad no es mas que el resultado (Nasu 2) del capitulo 3.
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5.3.1 Obteniendo la Regla Inversa ¢~ de las Permutaciones p;

Hasta ahora hemos visto que propiedades deben cumplir las permutaciones p; en un autémata
reversible, veamos entonces como se puede obtener la regla inversa ¢! de una permutacién p;
dada. Usemos como referencia los bloques correspondientes tanto a Lg como a Ry descritos en la
Figura 5.5.

ap ar

Bloque de L¢: Bloque de Ro¢:

€l Er

Figura 5.5: Bloques que forman los conjuntos Ly y Ry

Para la regla inversa ¢! el papel de estas posiciones se intercambia. Es decir, en los bloques
de Ly, lo que era la parte izquierda del ancestro ahora es la evolucién derecha y, lo que era la parte
de la evolucién izquierda, pasa a ser la parte derecha del ancestro. En los bloques de Ry, lo que era
la parte derecha del ancestro ahora actua como evolucion izquierda y lo que era evolucién derecha
actuard como parte izquierda del ancestro.

= =
L¢ — R¢ R¢ — L4>
a | — | el ar | = | e
e | = | a. er | = | q

Tabla 5.9: Papel que juegan las celulas de los bloques (arer) v (arer) para la regla original y la regla inversa

Entonces, podemos hacer particiones en el conjunto L4, en donde los elementos de cada particién
coincidan en la posicién a;; y del mismo modo podemos particionar el conjunto R4 en donde los
elementos de cada particién coincidan en la posicién a,. En ambos casos tendremos k particiones
pues en estas posiciones se encuentran todos los elementos de K. Sea ¢ € K un estado del autéomata,
para cada particién ¢ en Ly se tendrdn L elementos distintos en la posicién e;; que son al mismo
tiempo elementos de la posicién a!. en R;l, sabiendo que el indice de Welch derecho de ¢! es igual
a L. De esta manera para cada particion ¢ formemos el conjunto Ej; con los elementos en e;. De
manera andloga, para cada particién ¢ en Ry se tendrdn R elementos distintos en e, que a su vez
es aj, tomemos estos y formemos el conjunto E,, con los elementos en e,..

Con estas particiones podemos entonces formar a ¢!, para i € K, en la regla inversa cada
estado ¢ tendrd R estados izquierdos ancestros especificados en E,, y L estados derechos ancestros
especificados en Ej,, entonces, la concatenacién de todos los elementos del conjunto E,, con todos
los elementos del conjunto E;; nos daran todas las vecindades ancestras del estado ¢.

5.3.2 Relacion entre la Permutacion p; y la Permutacién ps.

Como es de suponer existe una fuerte relaciéon entre ambas permutaciones, ya que estan compuestas
por los mismos conjuntos Ly y Ry, pero jugando un distinto rol en ambos casos, mientras que para
¢ los bloques se forman por la concatenacién XY, en ¢! la concatenacién es Y X ; ademas, en el
primer caso Ly representa extremos izquierdos y en el segundo forman extremos derechos, cuestién
que es andloga para Ry.

Para r = 1/2, a cada bloque de 6r = 3 células le corresponde dos permutaciones, dependiendo
de su evolucién; para (0 < i < Lky (0 < j < Rk) con |K| =k, tenemos que p; se especifica como
indica la construccién en la Figura 5.6.
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T; Y5

Figura 5.6: Permutacién p; que se especifica con los bloques (a;e;) y (are;)

En la Figura 5.6; se observa que (aje;) € Ly v (ar,e,) € Ry. Ahora, para la construccién de la
Figura 5.7, p2 funciona de la siguiente manera:

Yj i

Figura 5.7: Permutacién ps que se especifica con los bloques (e,a.) y (e;a;)
Como indica la Figura 5.7; se cumple que (e,a,) € Ly-1 = Ry y (e;,a;) € Ry-1 = Ly. De

esta manera concluimos que las permutaciones p; y po varian dependiendo del papel que jueguen
(ar,ar, e, e.), ya sea como parte de los ancestros o como evolucién.

5.4 Casos de Estudio

Con las propiedades anteriores se desarrollé un paquete denominado RLCAU que hace la com-
putacién de autématas celulares reversibles formando primero las permutaciones en bloque.

5.4.1 Caso (4,1/2), L=1, R=14

Para este caso se obtuvo el siguiente autémata.

Regla Original: F'F' A A5500 Regla Inversa:E4E4FE4E4
01 2 3 01 2 3
0/{0 0 0 O 0|0 1 2 3
111 1 1 1 110 1 2 3
212 2 2 2 20 1 2 3
313 3 3 3 3]0 1 2 3

Tabla 5.10: Autémata reversible (4,1/2) regla original FFFF'AA5500 y regla inversa E4F4E4FE4
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Las permutaciones en bloque son las siguientes:

Cadena | p1 P2 Cadena | p1 p2
000 Yo YoTo 100 T1Y0 Ys5To
001 TOY4 YyozT1 101 T1Ya Ys5T1
002 ToyYs yoz2 102 z1Ys YysT2
003 ToyYi2 | Yoxs3 103 T1yY12 | Y523
010 zoYs Yaxo 110 z1Ys Y1To
011 ToY1 YaTi 111 zT1Y1 Y171
012 ToYo yaz2 112 1Yo Y172
013 TOY13 | YyaT3 113 T1Y13 | y1®3
020 zoYs Ysxo 120 T1Y6 YoTo
021 zoy10 | ysz1 121 T1yYio | YoT1
022 ToY2 ysT2 122 zT1Y2 YoT2
023 Toyi4 | YsTa 123 T1Y14 | YoT3
030 ToyY7 Y120 130 z1Y7 Y13%0
031 ToyYyil | Y1221 131 Ti1yYyi1 | Y13%1
032 ToyYis | Y1222 132 T1Y15 | Y1322
033 Toys3 Y1273 133 T1ys | Y133

Cadena | p1 P2 Cadena | p1 P2
200 T2Yo Y6To 300 T3Y0 Y7o
201 T2Y4 Y61 301 T3Y4 Y71
202 T2Ys YoT2 302 T3Ys Yy7T2
203 T2y12 | Y6T3 303 T3y12 | YrT3
210 T2Ys5 Y10Z0 310 T3Ys5 Y110
211 T2Y1 Y10T1 311 T3Y1 Y1121
212 T2Y9 Y10T2 312 T3Y9 Y1172
213 T2yY13 | Y10T3 313 T3Y13 | Y11T3
220 T2Y6 Y2o 320 z3Y6 Y15T0
221 T2Y10 | Y2T1 321 T3Y10 | Y15T1
222 T2Y2 Y22 322 T3Y2 Y152
223 Toyla | Y273 323 T3Y1a | Y1573
230 T2Y7 Y14To 330 T3Y7 Y3To
231 T2Y11 | Y14T1 331 T3Y11 | Y3T1
232 T2Y15 | Y1aT2 332 T3Y15 | YTz
233 T2Y3 Y1423 333 T3Y3 Y33

Tabla 5.11: Permutaciones p; y p2 para el autémata (4,1/2)

Para reducir la forma en que escribiremos estas permutaciones, observemos la Figura 5.3; en
cada una de las posiciones (a;a.) aparecerdn los k posibles estados teniendo en total k? instancias
distintas, cada instancia posible se repite k veces antes de pasar a la siguiente, y para las posiciones
(aca,), las k% instancias aparecen en forma continua y esta sucesion se repite k veces. Entonces,
para las dos permutaciones apuntemos solo una vez la z; correspondiente a cada instancia (a;a.),
y hagamos lo mismo para las y; de cada instancia (a.a..).

Listax, :{0,0,0,0,1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,3}
Listay, :{0,4,8,12,5,1,9,13,6,10,2,14,7,11,15,3}

Listay,  :{0,4,8,12,5,1,9,13,6,10,2,14,7,11,15,3, }
Listax, :{0,1,2,3,0,1,2,3,0,1,2,3,0,1,2,3}

Tabla 5.12: Representacion abreviada de las permuatciones p; y ps del autémata (4,1/2)

Con esto, para obtener la permutacién p; tenemos:
1. De la tabla original tomemos el primer elemento de la lista de X, y repitamoslo k veces.
2. Repitamos el paso anterior para el resto de la lista.
3. De nuevo desde el inicio de la tabla, pongamos la lista de Y,, completa.
4.

Repitamos el paso anterior k — 1 veces.

Para obtener la permutacién ps se hace el proceso andlogo utilizando primero Y,, y después X,,.
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Los diagramas de Welch de este autémata son:

Figura 5.8: Diagramas de Welch del autémata reversible (4,1/2) regla FFF AA5500

El nodo del diagrama derecho tiene tantos elementos como R = 4 y los nodos del diagrama izquierdo
tienen tantos elementos como L = 1, ademas de que la interseccion del nodo derecho con cada uno
de los nodos izquierdos es con un solo elemento.

Tomemos una configuracion aleatoria y veamos como evoluciona con la regla de evolucién original
y aplicando las permutaciones en bloque.

ENERACIOND

X0 |Y1 |X2 |Y1 IX3 |Y11 |X2 |Y15

ENERACION 1

kil |X1 |Y9 |X1 IY13 |X3 |Y9 |X3

| [ fRREE T
ENERACION 2 |
w2 |va [zt [vwlxi |vs [z1 [vua

ENERACION 3

¥ 15 |XD |Y1 |X2 IY[ |X3 |Y11 |X2

ENERACION 4

Figura 5.9: Evolucién del autémata celular reversible (4,1/2) regla FFAA5500 aplicando ¢ y
utilizando las permutaciones en bloque p; y p2

Tal como se esperaba, hemos obtenido la misma evolucién.
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5.4.2 Caso (4,1/2), L=2, R=2

Para este caso tenemos los siguientes ejemplos:

Regla Original:5FOASF0A Rogla Inversa:4444FEEFE
0 1 2 3 0 1 2 3
0 2 2 0 0 0 2 3 2 3
1 3 3 1 1 1 2 3 2 3
2 2 2 0 0 2 0 1 0 1
3 3 3 1 1 3 0 1 0 1

Tabla 5.13: Autémata (4,1/2) regla original 5F0A5SF0A y regla inversa 4444 EEEE

Las permutaciones son las siguientes:

ListaXp :{2,2,4,4,3,3,5,5,6,6,0,0,7,7,1,1}
Listuypl :{2,6,0,4,7,3,5,1,2,6,0,4,7,3,5,1}

Listaypz :{0,4,0,4,5,1,5,1,2,6,2,6,7,3,7,3}

Listaxpz :{0,1,6,7,0.1,6,7,4.5,2,3,4,5,2,3}

Tabla 5.14: Permutaciones p; y p2 para el autémata (4,1/2)

Los diagramas de Welch de este autémata son:

DIAGRAMA DE WELCH DERECHO DIAGRAMA DE WELCH IZQUIERDO

-~ -~
e e

Propiedades:
|L;| =2

0 o |R;| |=|2
\Z " LOR|=1

Figura 5.10: Diagramas de Welch del autémata reversible (4,1/2) regla 5F0A5F0A

Tomando una configuracién, veamos su evolucién normal y por permutaciones en bloque.

EREREEE DER=

GENERACION D

‘21 |Y5 |x1 |Yﬂ |Xﬁ |Yﬁ |x3 |Y§ |

(R, . ) EEEEE

GENERACION 1 |
[vo Juz |ve [z [vo Juo [viJs |

EEEEEE o HEE

GEHERACION 2

155 5 A O

GENERACION 3 |
‘Y'F |X3 |Y7 |X§ |Yﬂ |XD |Yﬁ |X3 |

[ [ [ [
EEEEER . DEEEEEEEE . . BEE

GENERACION 4

Figura 5.11: Evolucién del autémata celular reversible (4,1/2) regla 5F0A5F0A aplicando ¢ y
utilizando las permutaciones en bloque p; y p2
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5.4.3 Caso (4,1/2), L=2, R=2

Otro ejemplo de autémata celular lineal reversible (4,1/2) es:

Regla Original: BB991133 Regla Inversa:28F528F 5
0 1 2 3 0 1 2 3
0 3 0 3 0 0 T T 3 3
1 1 0 1 0 1 0 2 2 0
2 1 2 1 2 2 1 1 3 3
3 3 2 3 2 3 0 2 2 0

Tabla 5.15: Autémata (4,1/2) regla original BB991133 y regla inversa 28 F528F'5

Las permutaciones son las siguientes:

ListaXp : {3.4,3,4,5,0,5,0,1,6,1,6,7,2,7,2}
Listuypl :{3,0,7,4,5,0,1,4,5,6,1,2,3,6,7,2}

Listaypz : {0,0,4,4,5,1,1,5,6,6,2,2,3,7,7,3}
Listaxpz :{0,5,2,7,4,1,6,3,0,5,2,7,4,1,6,3}

Tabla 5.16: Permutaciones p; y p2 del autémata (4,1/2)

Los diagramas de Welch de este autémata son:

DIAGRAMA DE WELCH DERECHO DIAGRAMA DE WELCH IZQUIERDO

-
@

Propiedades:
o |L;] |=]2
u ;] |=|2

‘LimRi‘ =1

Figura 5.12: Diagramas de Welch del autémata reversible (4,1/2) regla BB991133

Tomando una configuracién, veamos su evolucién normal y por permutaciones en bloque.

B

GENERACION O

%1 |Yi |Xi |Yﬁ |xn |Yﬂ |Xi |Y3 ‘

IEEEEE. . S

GENERACION 1 |
vo e [vs o v s [vafuz ]

., EEEHEE, . 58

GENERACION2

%1 |Y'F |Xﬁ |Yﬁ |xz |YE |XE |Y1 ‘

INEEEE EEEE
GENERACION 3 |
YDlXIlYllelYTlXIlYIlXD‘

[ | [ |
i FEEREEEER. | EEEEEEEEN

GENERACION 4

Figura 5.13: Evolucién del autémata celular reversible (4,1/2) regla BB991133 aplicando ¢ y
utilizando las permutaciones en bloque p; y p2
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5.4.4 Caso (6,1/2), L=2, R=3

Para este caso tenemos los siguientes ejemplos:

Rogla Origina:0OCESMLSY Z7VZ7DEOIL Rogla Inversa:LIGGTHLIGLIGGTHGTH

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
0 3 3 0 3 0 0 0 5 2 5 4 4 2
1 2 2 1 2 1 1 1 5 2 5 4 4 2
2 5 5 1 5 1 1 2 0 1 1 0 3 3
3 5 5 4 5 4 4 3 0 1 1 0 3 3
4 3 3 4 3 4 4 4 5 2 5 4 4 2
5 2 2 0 2 0 0 5 0 1 1 0 3 3

Tabla 5.17: Autémata (6,1/2) regla original 0CESMLSY Z7V ZTDEOIL vy regla inversa L16GTHL16L16GTHGTH

Las permutaciones son las siguientes:

Listaxpl : {3,3,6,3,6,6,2,2,7,2,7,7,11,11,1,11,1,1,5,5,10,5,10,10,9,9,4,9,4,4,8,8,0,8,0,0}

Listaypl : {3,9,6,15,12,0,8,2,1,14,7,13,11,17,1,5,7,13,11, 17,10, 5, 4, 16, 3,9, 10, 15, 4, 16, 8, 2,6, 14, 12, 0}

Listaypr) : {0,6,0,12,12,6,13,1,13,7,7,1,8,2,2,8,14,14,3,9.9, 3,15, 15, 16, 10, 16, 4, 4,10, 11, 17,17, 11, 5,5}
- 2,3,10,5,6,7,2,3,10,5,0,1,8,9,4,11,6,7,2,3,10.5}

Li"'"“Xp,) : {0,1,8,9,4,11,0,1,8,9,4,11,6, 7,

Tabla 5.18: Permutaciones p; y p2 del autémata (6,1/2)

Los diagramas de Welch de este autémata son:

DIAGRAMA DE WELCH DERECHD DIAGRAMA DE WELCH IZGUIERDO
£
,

Propiedades:
|L;| =2
) IZREE
‘LimRi‘ =1

Figura 5.14: Diagramas de Welch del autémata reversible (6,1/2) regla 0CESMLSY Z7V Z7TDEOIL

Tomando una configuracién, veamos su evolucién normal y por permutaciones en bloque.

B

GENERACIOND

BE: s D o

GENERACION 1

W

GENERACION?2

-

B B BE Wl

GENERACION3

Y14|X4 |Y1 |x7 |Y15 |xz |Y12|X1 ‘
[ |
EEEES

EEE

GENERACIO

Figura 5.15: Evolucién del autémata celular reversible (6,1/2) regla 0CESMLSY Z7V Z7TDEOIL
aplicando ¢ y utilizando las permutaciones en bloque p; y p2
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5.4.5 Caso (6,1/2), L=2, R=3

Otro ejemplo de un autémata celular lineal reversible (6,1/2) es:

Regla Original RRRPPPHHHHHHI111333 Regla Inversa:G20O0N X7G20N X7G20N X7

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
0 3 0 3 0 3 0 0 T T 3 5 5 3
1 1 0 1 0 1 0 1 0 4 2 0 4 2
2 5 2 5 2 5 2 2 1 1 3 5 5 3
3 5 2 5 2 5 2 3 0 4 2 0 4 2
4 1 4 1 4 1 4 4 1 1 3 5 5 3
5 3 4 3 4 3 4 5 0 4 2 0 4 2

Tabla 5.19: Autémata (6,1/2) regla original RRRPPPHHHHHH111333 y regla inversa G20N X7G20N XTG20N X7

Las permutaciones son las siguientes:

Listax,

Listay, =

Listay,

Listax, = :

{3.6,3,6,3,6,7,0,7,0,7,0,5,8,5,8,5,8,11,2,11,2,11,2,1,10,1,10,1,10,9,4,9,4,9, 4}
{3,0,9,6,15,12,7,0,13,6,1,12,11,8,5,2,17, 14, 11, 8,5, 2,17, 14, 7, 10, 13,16, 1, 4, 3, 10, 9, 16, 15, 4}

{0,0,6,12,12,6,7,1,13,7,1,13,8,8,2,14, 14,2,13,15,9, 3,15,9, 10, 10, 16, 4, 4,16, 11, 17,5, 11,17, 5}
{0,7,2,9,4,11,6,1,8,3,10,5,0,7,2,9,4,11,6,1,8,3,10.5.0,7,2,9,4,11,6.1,8,3,10, 5}

Tabla 5.20: Permutaciones p; y p2 del autémata (6,1/2)

Los diagramas de Welch de este autémata son:

DIAGRAMA DE WELCH DERECHD DIAGRAMA DE WELCH IZGUIERDO
i
,

Propiedades:
|Li| =2

) Byl =
v ‘LimRi‘ =1

w

Figura 5.16: Diagramas de Welch del autémata reversible (6,1/2) regla RRRPPPHHHHHH111333

Tomando una configuracién, veamos su evolucién normal y por permutaciones en bloque.

B e EE: s 2

GENERACIOND

|xn |Y14|X5 |Y13 |xs |Y3 |XB |Y5 ‘

B (B8 E PEEREREE LN

GENERACION 1

¥ 11 |xa |Y14|xu |Y§ |xz |Y5 |XB ‘

H: 0 EN SO

GENERACION?2

o Jxs oo [re [rules e [r2 ]

(HEEE EEE: - - F]

GENERACION3

¥ 17 |x4 |Y4 |x7 |Y12 |xa |Y2 |x5 ‘

[ [ |
HE: CEEETEEE e oEE

GENERACION4

Figura 5.17: Evolucién del autémata celular reversible (6,1/2) regla RRRPPPHHHHHH111333
aplicando ¢ y utilizando las permutaciones en bloque p; y p2
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5.4.6 Caso (12,1/2), L=2, R=6

Regla Original
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 8 1 8 1 8 1 8 8 1 1 8 1
1 7 5 7 5 7 5 7 7 5 5 7 5
2 2 3 2 3 2 3 2 2 3 3 2 3
3 6 11 6 11 6 11 6 6 11 11 6 11
4 4 11 4 11 4 11 4 4 11 11 4 11
5 10 9 10 9 10 9 10 10 9 9 10 9
6 6 5 6 5 6 5 6 6 5 5 6 5
7 10 o] 10 0 10 o] 10 10 o] o] 10 0
8 8 3 8 3 8 3 8 8 3 3 8 3
9 4 1 4 1 4 1 4 4 1 1 4 1
10 7 9 7 9 7 9 7 7 9 9 7 9
11 2 0 2 0 2 0 2 2 0 0 2 0
Regla Inversa

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0 11 9 11 8 9 1 3 1 8 5 5 3

1 11 9 11 8 9 1 3 1 8 5 5 3

2 7 0 2 2 4 6 6 10 o] 10 7 4

3 11 9 11 8 9 1 3 1 8 5 5 3

4 7 0 2 2 4 6 6 10 o] 10 7 4

5 11 9 11 8 9 1 3 1 8 5 5 3

6 7 0 2 2 4 6 6 10 0 10 7 4

7 7 0 2 2 4 6 6 10 0 10 7 4

8 7 0 2 2 4 6 6 10 0 10 7 4

9 11 9 11 8 9 1 3 1 8 5 5 3

10 7 o] 2 2 4 6 6 10 o] 10 7 4

11 11 9 11 8 9 1 3 1 8 5 5 3

Tabla 5.21: Autémata reversible (12,1/2)

Las permutaciones son las siguientes:

Listax,, : { 8,13,8,13,8,13,8,8,13,13,8,13,19,5,19,5,19,5,19,19,5,5,19,5,
2,15,2,15,2,15,2,2,15,15,2,15,18,11, 18,11, 18,11, 18,18,11, 11,18, 11,
4,23,4,23,4,23,4,4,23,23,4,23,22,9,22,9,22,9,22,22,9,9,22,9,
6,17,6,17,6,17,6,6,17,17,6,17,10,12, 10,12, 10,12, 10,10, 12, 12, 10, 12,

20, 3, 20, 3, 20, 3, 20, 20, 3, 3,20, 3,16,1,16,1,16,1,16,16,1,1,16,1,
7,21,7,21,7,21,7,7,21,21,7,21,14,0, 14,0, 14,0, 14, 14,0,0, 14, 0 }

Listay,, : { 8,13,20,25,32,37,44,56,49,1,68,61,19,5,31,17,43, 29, 55,67,41, 53,7, 65,
14,15, 2,27, 26, 39, 38, 50, 3, 51, 62, 63, 18, 23, 30,11, 42, 35, 6, 54, 47, 59, 66, 71,
16,23, 28,11, 4,35,40,52, 47,59, 64, 71, 22,21, 34, 33, 46,9, 58, 10, 45, 57, 70, 69,
18,5,30,17, 42,29, 6, 54,41, 53, 66, 65,22, 12, 34, 24, 46, 36, 58, 10, 48, 60, 70, 0,
8,15,20, 27, 32,39, 44, 56, 3, 51,68, 63, 16, 13,28, 25, 4, 37, 40, 52,49, 1, 64, 61,
19,21, 31,33, 43,9, 55, 67, 45, 57, 7,69, 14, 12, 2, 24, 26, 36, 38, 50, 48, 60, 62, 0 B

Listay,, : { 0,60,0,48,60,12,24,12,48,36,36,24,61,1,61,49,1,13,25,13,49, 37,37, 25,
50,14, 2,2, 26, 38, 38,62, 14, 62, 50, 26, 63, 51, 63, 3, 51, 15, 27, 15, 3, 39, 39, 27,
52,16, 28,28, 4, 40, 40, 64, 16, 64, 52, 4, 65, 53, 65,41, 53,5, 17,5, 41, 29,29, 17,
54,18, 30, 30,42, 6, 6,66, 18, 66, 54,42, 67,19, 31, 31, 43,55, 55,7, 19, 7, 67, 43,
56, 8, 20, 20, 32, 44, 44, 68, 8, 68, 56, 32, 69, 57, 69, 45, 57, 21, 33, 21,45, 9, 9, 33,
10,22, 34, 34, 46, 58, 58, 70, 22, 70, 10, 46, 71, 59, 71, 47, 59, 23, 11, 23,47, 35,35,11  }

Listax,, : { 0,1,14,3,16,5,18,19,20,9,22,11,0,1,14,3,16,5, 18,19, 20,9, 22, 11,
12,13,2,15,4,17,6,7,8,21,10,23,0,1,14,3,16,5, 18,19, 20, 9, 22, 11,
12,13,2,15,4,17,6,7,8,21,10,23,0,1,14,3,16,5, 18,19, 20, 9, 22, 11,
12,13,2,15,4,17,6,7,8,21,10,23,12,13,2, 15,4,17,6,7, 8, 21, 10, 23,
12,13,2,15,4,17,6,7,8,21,10,23,0,1, 14, 3, 16,5, 18,19, 20,9, 22, 11,
12,13,2,15,4,17,6,7,8,21, 10, 23,0,1, 14, 3, 16,5, 18,19, 20,9, 22,11 3

Tabla 5.22: Permutacién p; y ps del autémata (12,1/2)
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Los diagramas de Welch de este autémata son:

1371

Propiedades:
1L;] |=|2
[R;| |=6

|LiﬂRZ" =1

Figura 5.18: Diagramas de Welch del autémata reversible (12,1/2)

Tomando una configuracién, veamos su evolucién normal y por permutaciones en bloque.

AT s S 1t

ENERACIONO

T 50 |X1? ¥ 54 |X14 Ta6 (K8

ENERACION 1

IY35 |X18 ToO|EIL (Y0 |Z1IT YL [EW

o 2 5 [

ENERACION 2
IX 0

ENERACION 2

IYlﬁ |X23 T |X16 T a0 |X11 ¥ 52 |X23

| | | I
S s AR B s W S

ENERACION 4

Figura 5.19: Evolucién del autémata celular reversible (12,1/2) aplicando ¢ y utilizando las per-
mutaciones en bloque p; y p2
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5.4.7 Caso (12,1/2), L=3, R=4

Regla Original
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 2 2 8 8 6 6 8 2 6 8 2 6
1 3 3 4 4 10 10 4 3 10 4 3 10
2 5 5 4 4 10 10 4 5 10 4 5 10
3 2 2 1 1 11 11 1 2 11 1 2 11
3 2 2 4 4 10 10 4 2 10 4 2 10
3 0 0 7 7 11 11 7 0 11 7 0 11
6 3 3 8 8 6 6 8 3 6 8 3 6
6 5 5 7 7 9 9 7 5 9 7 5 9
6 5 5 8 8 6 6 8 5 6 8 5 6
9 0 o] 7 7 9 9 7 o] 9 7 o] 9
9 0 0 1 1 11 11 1 0 11 1 0 11
9 3 3 1 1 9 9 1 3 9 1 3 9
Regla Inversa
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 10 10 0 1 1 7 0 7 0 7 1 10
1 9 3 3 6 2 2 6 9 6 9 2 3
2 10 10 o] 1 1 7 0 7 o] 7 1 10
3 10 10 o] 1 1 7 0 7 o] 7 1 10
4 9 3 3 6 2 2 6 9 6 9 2 3
5 10 10 0 1 1 7 0 7 0 7 1 10
6 5 11 4 11 4 8 8 5 8 11 4 5
7 9 3 3 6 2 2 6 9 6 9 2 3
8 9 3 3 6 2 2 6 9 6 9 2 3
9 5 11 4 11 4 8 8 5 8 11 4 5
10 5 11 4 11 4 8 8 5 8 11 4 5
11 5 11 4 11 4 8 8 5 8 11 4 5

Tabla 5.23: Autémata reversible (12,1/2)

Las permutaciones son las siguientes:

Listax,, : { 2,2,20,20,18,18,20,2,18,20,2,18,3,3,16, 16, 22,22, 16, 3, 22, 16, 3, 22,
17,17,4,4,34,34,4,17,34,4,17, 34,14, 14,1,1, 23,23, 1, 14,23, 1, 14, 23,
26, 26, 28, 28, 10, 10, 28, 26, 10, 28, 26, 10, 12, 12,19, 19,11,11,19,12,11,19,12, 11,
15,15, 8,8, 30, 30, 8, 15, 30, 8, 15,30, 5,5, 31, 31,21, 21, 31, 5,21, 31, 5,21,
29,29, 32,32, 6,6,32,29,6,32,29,6,24,24,7,7,33,33,7, 24,33,7, 24, 33,
0,0,13,13, 35,35, 13,0, 35, 13,0, 35, 27, 27, 25, 25,9, 9, 25, 27, 9, 25, 27, 9

Listay,, - { 2,14,20,32,18,30,8,26,6,44, 38,42,15,3,4, 16, 10, 22, 28, 27, 34, 40, 39, 46,
17,29,4, 16,10, 22, 28, 5, 34, 40, 41, 46, 2, 14, 13, 1, 23, 11, 25, 26, 35, 37, 38, 47,
2,14, 4,16, 10, 22, 28,26, 34, 40, 38, 46, 12, 24,19, 31,23, 11,43, 36, 35, 7,0, 47,
15,3, 20,32, 18, 30, 8,27, 6,44, 39,42, 17,29, 19, 31, 21, 33,43, 5,45, 7,41, 9,
17,29, 20, 32, 18, 30, 8, 5,6, 44, 41,42, 12,24, 19, 31, 21, 33, 43, 36,45, 7,0, 9,
12,24,13,1, 23,11, 25, 36, 35, 37, 0,47, 15, 3, 13, 1, 21, 33, 25, 27, 45, 37, 39, 9

Listay,, - { 0,0,12,24,24,36,12,36,12,36,24,0,37,1,1,25,13,13, 25, 37, 25,37,13, 1,
38,38,2,14, 14,26, 2,26, 2,26, 14,38, 39,39, 15,3, 3,27, 15, 27, 15, 27, 3, 39,
40,16, 16,28, 4, 4,28, 40, 28, 40, 4,16,41,41,17,29,29,5,17,5,17, 5,29, 41,
30,42, 18,42,18, 6, 6,30, 6,42, 18,30, 7, 31,31,43,19,19,43,7,43,7,19, 31,
44,32,32,8,20, 20, 8,44, 8, 44, 20, 32, 33,9, 21, 9, 21, 45, 45, 33, 45,9, 21, 33,
22,46, 10, 46, 10, 34, 34, 22, 34, 46, 10, 22, 11, 47, 23,47, 23, 35, 35, 11, 35, 47,23, 11

Listax,, : { 0,13,2,3,16,5,18,31,20,21,22,35,24,1,14,15,4,17,30,7, 8, 33, 34, 23,
0,13,2,3,16,5,18,31, 20,21, 22,35,0, 13,2, 3,16, 5, 18, 31, 20, 21, 22, 35,
24,1,14,15,4,17, 30,7, 8,33, 34,23,0, 13,2, 3,16, 5,18, 31, 20, 21, 22, 35,
12,25, 26,27, 28, 29, 6,19,32,9, 10,11, 24,1, 14, 15,4, 17, 30, 7, 8, 33, 34, 23,
24,1,14,15,4,17, 30,7, 8,33, 34, 23, 12, 25, 26, 27, 28, 29, 6, 19, 32,9, 10, 11,
12,25, 26,27, 28, 29, 6,19, 32,9, 10, 11, 12, 25, 26, 27, 28, 29, 6, 19, 32,9, 10, 11

Tabla 5.24: Permutacién p; y ps del autémata (12,1/2)
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Los diagramas de Welch de este autémata son:

Propiedades:
1Ll =3
|R;| =4

|LiNR;||=]1

Figura 5.20: Diagramas de Welch del autémata reversible (12,1/2)

Tomando una configuracién, veamos su evolucién normal y por permutaciones en bloque.

ENERACIONO

T35 |X16 Y 4 |X19 Tk |EIr ¥l

uou SHERE N [

ENERACION 1

HE

h

IY46|X9 Tix |KIo Y36 |[X0 |¥ae |32

ol PN N 1t 1

ENERACION 2

IX13 TP O|ELT (Y13 |E 18 Y12 |34 T4

ENERACION 2

IY24 |XSI Tl |X22 T a3 |X13 T4l |X33

ENERACION 4

Figura 5.21: Evolucién del autémata celular reversible (12,1/2) aplicando ¢ y utilizando las per-
mutaciones en bloque p; y p2
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5.5 Observaciones Finales

El resultado de este capitulo es que el comportamiento reversible de un autémata celular lineal
depende de como la regla de evoluciéon trabaja de acuerdo a la forma en que lo hacen las dos
permutaciones en bloque en las configuraciones. Estas permutaciones para ser vélidas deben guardar
un orden muy estricto, su comportamiento esta principalmente influenciado por los indices de Welch,
como lo demuestran en las siguientes caracteristicas:

e Secuencias de céulas de tamafno 6r similares tendran permutaciones muy parecidas.
e La cardinalidad de los conjuntos X y Y.

e La forma en que los elementos de X y Y se concatenan.

Al entender como funcionan estas permutaciones para el caso de autématas con (r = 1/2) lo
estamos haciendo para todos los casos, ya que con el primero se pueden simular los demés si no de
forma elegante si de manera efectiva.

La relacién entre las permutaciones p; y p2 es muy sitil e inmediata, el determinar p; au-
tomdaticamente determina también p, y visceversa ya que se construyen de los mismos bloques en
Ly y Ry, solo variando el papel en que los elementos de cada bloque funcionan, si como ancestros o
como evolucién; pero aun podemos ir mas alld; la asignacién del conjutno X a las distintas secuen-
cias determina a su vez la asignacién del conjunto Y, ya que para establecer la relacién entre las
secuencias y el conjunto X debemos ver el estado de las células a;, a. y e;; es decir, como minimo
tenemos ya una vecindad completa y su evolucion, lo que determina a ¢ completamente, y esto ya
nos indica la forma que debemos posicionar al conjunto Y con respecto a las secuencias.

Cada autémata reversible tendrd sus conjuntos Ly y Ry particulares y estos lo hardn tnico del
resto, la forma en se definan las biyecciones by, y br son las que nos ofrecen distintas permutaciones
para un mismo tipo de autémata, por ejemplo, tomemos un caso (2,1/2) con L=1y R =2:

Regla Original: C Regla Inversa: A
0 1 0 1
0(0 O 0(0 1
11 1 110 1

Tabla 5.25: Autémata (2,1/2) regla original C' y regla inversa A

Los elementos de L4 y Ry son los siguientes:

Lo Reo

-5 ey g =
-] HH=] HHe] Hel

\

Tabla 5.26: Conjuntos Lo y Ro
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Hagamos ahora la siguiente asignacién de las biyecciones by, y bgr:

;

Y1

L¢o Re o :
— 1 — Y2
— Y3

=]
1
g
5 Bl EE B
+

Tabla 5.27: Mapeos by v br.

Con esto, las permutaciones p; y p2 son las siguientes:

Secuencia | p; Do
000 ZoYo | Yoo
001 ToY2 | Yot
010 ToyY1 | Y2Zo
011 ToyYs | Y21
100 Z1Yo | Yoo
101 T1Y2 | Yol
110 T1Y1 Y20
111 T1Y3 | Y21

Tabla 5.28: Permutaciones p; y p2 del autémata (2,1/2)

Tomando una configuracién aleatoria, una evolucion seia de la siguiente forma:

011001
011011

Figura 5.22: Autémata (2,1/2) regla C

Y aplicando las permutaciones tenemos:

[011 o001 |
! !

[ ®o,y3 [ %o,¥y2

[ ¥3,%0 | ¥2,%0 ]
! !
[110] 010 ]

Figura 5.23: Evolucién del autémata (2,1/2) con permutaciones en bloque
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Ahora bien, hagamos y nueva asignacién entre Ly y X.

Lo

Tabla 5.29: Nuevo mapeo by,

Esto nos lleva a las siguientes permutaciones p; y ps.

Secuencia, p1 P2
000 1Yo | yoz1
001 T1Y2 | Yoo
010 T1Y1 | Y271
011 T1Y3 | Y220
100 zoyo | yor1
101 zoy2 | Yoo
110 Toy1 | Y221
111 Toy3 | Y220

Tabla 5.30: Nuevas permutaciones p; y ps del autémata (2,1/2)
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Volviendo aplicar estas permutaciones sobre la misma configuracién inicial de la Figura 5.23,

obtenemos:

[o011 Jo01 |

i

i

[ 21,3

T1,Y2

[ ¥3,%1 | Y2,%1 |

!

!

[110 ] 010 |

Figura 5.24: Evolucién del autémata (2,1/2) con distintas permutaciones en bloque

Se ha llegado a obtener el mismo resultado que con las permutaciones anteriores, en sintesis,
obtendremos tantas permutaciones repetidas como asignaciones distintas podamos hacer de by y
br, dado que | X |= Lk y | Y |= Rk, existe tantas asignaciones posibles para by, como Lk! y tantas
para br como REK!, entonces para dos conjuntos Ly y R, dados, tendremos tantas asignaciones

distintas a XY y Y X como ((Lk)!* (Rk)!).

Cada autémta reversible tiene conjuntos propios Ly y Ry que a su vez se pueden renombrar de
((Lk)!x(Rk)!) maneras por las biyecciones by, y br para obtener el mismo ndmero de permutaciones

distintas que especifiquen el mismo autémata.



Capitulo 6

Maxima Longitud de la Minima
Vecindad Inversa

6.1 Resumen

En este dltimo capitulo se expone el problema de que tan grande puede ser la minima vecindad
inversa en un autémata celular lineal reversible [Culik 87] [McIntosh 91b], para esto se retoma como
base los trabajos de Masakasu Nasu [Nasu 78] y de Jarkko Kari [Kari 92], los cuales han resuelto
este problema para autéomatas en donde el valor de alguno de sus indices de Welch, L o R, es igual
a 1; se utilizaran las ideas expuestas en dichos trabajos para tratar el problema con cualquier valor
de L'y R.

6.2 Abordando el Problema por medio de Graficas.

Es comin que en un autémata celular lineal reversible, el tamano de la vecindad inversa puede ser
distinto que el de la vecindad original, por ejemplo, tomemos el siguiente autémata (4,1/2) regla
1B2D1E2D:

W N = O

Tabla 6.1: Autémata (4,1/2) regla 1B2D1E2D

Este autémata reversible tiene indices L = 4 y R = 1, o sea, en este autémata, una secuencia
tendrd solo una posible extension a la derecha y cuatro posibles extensiones a la izquierda para
formar la misma cadena. Se tiene que el valor de r = 1/2, es decir, que el tamafio completo de la
vecindad es 2r + 1 = 2; veamos ahora que tan larga debe ser una secuencia formada solamente por
el estado 2 y sus ancestros para fijar un unico elemento con el cual regresar en la evolucién.

2\
0|2 0/2]2 ol 2]2/2
1]0 1/0]2 1]0]2f 2
22_)222 )2222
3[1 3[1]o0 3[1]0\2

[2] 2|2 2)2[2

Figura 6.1: Secuencia formada concatenando el estado 2 y sus ancetros
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En este caso, es necesario que la secuencia asi formada tenga una longitud de 3 elementos al
menos para fijar un unico elemento con el cual regresar hacia atrds en la evolucién, diferente al
tamano original de la vecindad que es 2.

6.2.1 Diagrama de de Bruijn

Una ruta que se forme en el diagrama de de Bruijn indica la evolucién de una cierta secuencia;
asi, tenemos que en un autémata reversible, cada secuencia debe tener tantas rutas distintas que
la generen como nodos existan en el diagrama cumpliendo con la multiplicidad uniforme. Adem4s,
para una cierta longitud, estas rutas que forman la misma secuencia deben empezar de L maneras
distintas, llegar a un nodo en comin y de ahi continuar de R formas diferentes. Veamos ahora el
diagrama de de Bruijn del autémata (4,1/2) regla 1B2D1E2D:

Estados:
Estado 0 []

Estado 1

Estado 2 [

Estado 3 [

Figura 6.2: Diagrama de de Bruijn del autémata celular lineal reversible (4,1/2) regla 1B2D1E2D

En el caso de autématas de con radio de vecindad r = 1/2, cada nodo estd formado exactamente
por una cadena de longitud 1, también en este caso existen tantos nodos como estados en el autémata
y cada nodo estd conectado con todos los demds. En adelante al nimero de nodos en el diagrama
de de Bruijn lo denominaremos como d.

6.2.2 Diagrama de Parejas
El diagrama de parejas del autémata (4,1/2) regla 1B2D1E2D es:

B

G CAT Gy )

Figura 6.3: Diagrama de parejas del autémata celular lineal reversible (4,1/2) regla 1B2D1E2D

Para saber si un autémata es reversible por medio del diagrama de parejas basta con observar si
no existen ciclos fuera de la diagonal principal. Una observacién importante es que este diagrama
nos da una solucién a nuestro problema, con sélo observar que tan larga podemos hacer una ruta
de tal forma que no existan ciclos, esto lo podemos hacer a lo mas tomando una ruta tan larga
como nodos exitan en el diagrama; ya que hay tantos nodos como pares ordenados de los nodos
del diagram de de Bruijn, este valos es d?, en otras palabras, la minima vecindad inversa no puede
exceder mas alld de tener d? elementos.
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Si tenemos esta cota, jpor qué seguir investigando?. La experiencia practica ( [Gémez 96],
[Seck 98] ) al calcular autématas reversibles indica que esta cota es mucho menor, pues no se ha
encontrado un autémata cuya minima vecindad inversa sea tan grande. Esta misma evidencia no
seflala a d? como la cota méxima sino a d, por lo que la cuestién es ahora si es posible formalizar
este resultado.

6.2.3 Diagrama de Subconjuntos

Los diagramas de subconjuntos para el autémata (4,1/2) regla 1B2D1E2D y su reflexién son:

1B2D1E2D 0066BFD9
Figura 6.4: Diagramas de subconjuntos del autémata (4,1/2) regla 1B2D1E2D y su reflexién

Observemos en la Figura 6.4 que el diagrama de la regla original indica que el indice R =1y
el diagrama de la reflexién senala que el indice L = 4. Obtener por medio de estos diagramas la
maéaxima longitud de la minima vecindad inversa no es un proceso tan directo como en el diagrama de
parejas, se tiene que observar en cuantos pasos se alcanza el nivel de Welch desde las clases unitarias
y por el momento no tenemos ningln criterio que nos explique como se da este comportamiento;
podemos encontrar rutas que visiten niveles diferentes ya sea mayores o menores antes de llegar y
estacionarse en las clases de Welch.

6.2.4 Diagramas de Welch
Tomemos los diagramas de Welch del autémata (4,1/2) regla 1B2D1E2D.

DIAGRAMA DE WELCH DERECHO ClAGRAMA DE WELCH IZ2QUIERDO
()
Estado 0 [
Estado 1 [
Eado 2 []
Eando 3 [l

Figura 6.5: Diagramas de Welch del autémata celular lineal reversible (4,1/2) regla 1B2D1E2D
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Como se senald en el capitulo 3, Nasu aplica la teoria de autématas definidos desarrollada en
[Perles 63] a los diagramas de Welch. Con esto se tiene que el diagrama derecho de Welch es
p—definido si empezando desde cualquier subconjunto, una misma secuencia de estados con longi-
tud mayor o igual que p finaliza en un Unico subconjunto; andlogamente, el diagrama izquierdo de
Welch es g — de finido si empezando desde cualquier subconjunto, una misma secuencia de estados
con longitud mayor o igual a ¢ finaliza en un dnico subconjunto.

Por ejemplo; en la Figura 6.5, para el diagrama de Welch derecho del autémata (4,1/2) vemos
que empezando desde cualquier subconjunto, para la secuencia 2, existen 3 subconjuntos finales
distintos, para la secuencia 22 existen 2 subconjunto finales diferentes y para la secuencia 222, sélo
hay un dnico subconjunto final. Haciendo un estudio completo para todas las demds secuencias,
llegamos a que este diagrama es 3 — de finido.

Un resultado importante relacionado con nuestro problema lo da Nasu en [Nasu 78] en el Teo-
rema 7, en donde define que el tamano de la minima vecindad de la regla inversa estd dado por
p+q—(2r+1)+2, donde r es el radio de vecindad de la regla original y p, ¢ son las longitudes para
las cuales son definidos los diagramas de Welch derecho e izquierdo respectivamente del autémata.
Entonces, para contestar que tan grande puede ser la minima vecindad inversa sélo necesitamos
saber que tan grande puede ser p y ¢ en un autémata reversible.

Sea W, el niumero de nodos del diagrama derecho de Welch, en el trabajo de Nasu [Nasu 78]
Teorema g, encontramos que si este diagrama de p— de finido, entonces p < W,. —1, esto es andlogo
para el diagrama de Welch izquierdo. Asi, nuestro problema se puede resolver si contestamos cual
es el maximo nimero de nodos que pueden tener ambos diagramas, lo cual tampoco es algo sencillo
de responder.

Sin embargo, si en el autémata reversible alguno de sus indices L o R es igual a 1, entonces
conocemos como va a ser la estructura de ambos diagramas. Si R = 1, el diagrama de Welch derecho
es isomorfo al diagrama de de Bruijn, y tendrd tantos nodos como éste, en tanto que el diagrama
de Welch izquierdo estarad formado por un unico nodo, en otras palabras alomds p=d—1y ¢ =0.
Si aplicamos el resultado de Nasu al autémata (4,1/2) que hemos estado manejando, tenemos que
el méximo tamafio de la minima vecindad inversa estd dado de la siguiente forma.

prqg—2r+1)—2=d—1+0-(2(1/2)+1) —2=d—1 (6.1)

El méximo tamafo es igual al numero de nodos del diagrama de de Bruijn menos uno.

6.3 Utilizando Relaciones de Equivalencia

Los resultados obtenidos por Nasu responden nuestra cuestién en términos del nimero de nodos en
los diagramas de Welch. En particular, para los casos en donde algunos de los indices L o R sea
1, conocer el nimero de nodos es inmediato y tenemos una solucién igual a d — 1. No obstante,
si ninguno de los indices es 1, ya la respuesta no es inmediata ni sencilla, pues nada sabemos de
cuantos nodos podrian tener ambos diagramas de Welch en estos casos.

Revisemos ahora otro trabajo andlogo debido a Jarkko Kari [Kari 92], el cual llega al mismo
resultado para los casos en donde L = 1 o R = 1 utilizando relaciones de equivalencia.

6.3.1 Proceso de Kari

Kari define el siguiente proceso para autématas con r = 1/2 ya que con estos podemos simular todo
tipo de aut’omatas como se mostré en el capitulo 5 seccidn 5.2. Tomemos para ejemplificar este
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procedimiento el autémata reversible (4,1/2) regla F'/F A91640.

0
0
2
1
3

1 2
0 0
1 1
2 2
3 3

W N O =W

W N = O

Tabla 6.2: Autémata (4,1/2) regla FFA91640

Este automata tiene como valores de sus indices de Welch, L = 1 y R = 4; debido a esto en la
regla de evolucién cada columna tiene una sola entrada para cada estado, es decir, cada columna es
una permutacion del conjunto K. Esta cualidad, que siempre se presenta en este tipo de autématas,
Kari la aprovecha de la siguiente manera: sabemos que la regla de evolucién ¢ mapea vecindades a
estados.

p(ab) — s paraab € Ky s € K (6.2)

Por lo tanto, como en la regla de evolucién cada columna tiene a todos los estados y estos
parecen una sola vez cada uno, podemos definir la siguiente funcién.

ws(b) = a, si ¢(ab) = s (6.3)

Por ejemplo, el autémata (4,1/2) regla FFA91640 especificado en la Tabla 6.2 cumple que
#(20) = 1 por lo que ¢1(0) = 2. Podemos extender esta definicién para cadenas arbitrarias de
elementos de la siguiente manera.

pa(b) = b, paratodabe K

Vsw(d) = @s(pw(b)), paratoda w € K*y b,s € K. (6.4)

En donde A simboliza a la palabra vacia, asi, retomando el autémata (4,1/2) regla F'FA91640
que se muestra en la Tabla 6.2, tenemos que:

¢o(3) =1
¢30(3) = p3(@0(3)) = ¢3(1) =3
©130(3) = ¢1(¥30(3)) = ¥1(3) =0

Usemos la funcién ¢,, y definamos una jerarquia de relaciones p; C K x K,i > 0 de la siguiente
forma:

(a,b) € p; siy solosi py,(a) = p,(b) para todo w € K* (6.5)
Kari demuestra en [Kari 92] que las relaciones asi definidas cumples con las siguientes propiedades:
1. p; son relaciones de equivalencia.
2. po es la relacién identidad sobre K.
3. p; C pi+1 para cada ¢ > 0.
4. p; es la relaciéon completa K x K para alguna ¢ > 0.
5. pi # pir1 sipi # K x K.

Al numero de clases de equivalencia distintas de ¢; lo denotaremos como c¢;. Para py tenemos
que existen tantas clases de equivalencia como estados haya en el autémata o nodos en el diagrma
de de Bruijn pues r = 1/2, es decir, co = d = k. De las propiedades 3 y 5, llegamos a que ¢;11 < ¢;
paratodai > 0,y ¢;41 < ¢; sic; > 1. Asitenemos que en el peor casocy_1 =1y que pp_1 = KX K,



CAPITULO 6. MAXIMA LONGITUD DE LA MINIMA VECINDAD INVERSA 81

esto significa que en los ancestros de toda cadena de longitud menor o igual a k — 1 exiten tantas
terminaciones derechas como £ y una tunica terminaciéon izquierda, por lo que para esa cadena, ha
quedado fijo un unico elemento con el cual regresar hacia atras en la evolucion, concluyendo asi que
el maximo tamano de la minima vecindad inversa es k — 1.

Utlizando el autémata (4,1/2) de la Tabla 6.2, primero tomemos las 4 clases distintas que por
definicién existen para pg, o sea, tomando la palabra vacia \.

Clase 0 Clase 1 Clase 2 Clase 3
0o 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
01 0 0 0
1 1 1 1 1
2 2 2 1 2
3 3 3 3 1

Tabla 6.3: Clases de equivalencia pg

Formemos ahora las relaciones p;, observemos que para construir p;, basta con revisar cada
columna de la regla de evolucién en la Tabla 6.2. Las columnas 1 y 2 son idénticas, por lo que estos
elementos forman una unica clase, las columnas 0 y 3 siguen formando clases individuales.

Clase 0 Clase 1,2 Clase 3
0 1 2 3 0o 1 2 3 0 1 2 3
01 0 0
1 1 1 1 1
2 2 1 1 2
3 3 3 1

Tabla 6.4: Clases de equivalencia p;

Para obtener p», se toman todas las cadenas de 2 elementos y sus ancestros:

000 020 010 130 200 120 110 030
001 011 021 131 201 111 121 031
002 012 022 132 202 112 122 032
013 003 023 133 113 203 123 033
00 01 02 03 10 11 12 13
100 220 210 230 300 320 310 330
101 211 221 231 301 311 321 331
102 212 222 232 302 312 322 332
213 103 223 233 303 303 323 333
20 21 22 23 30 31 32 33

Tabla 6.5: Cadenas de longitud 2 y sus ancestros

Se observa en la Tabla 6.5 que en los ancestros de estas secuencias, los estados 0, 1,2 forman
una sola clase ya que para toda cadena w € K2, se tiene que ¢,(0) = ¢, (1) = ¢ (2). Esto no
ocurre con el estado 3, que sigue conservandose como una clase individual.

Clase 0,1,2 Clase 3

0 1 2 3 0 1 2 3
o1 1 1 0
11 1 1 1
211 1 1 2
3 3 1

Tabla 6.6: Clases de equivalencia ps
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Continuando con el proceso, construyamos las relaciones p3, para esto se toman todas las posibles

cadenas de tres elementos y sus ancestros.

Cadenas de longitud 3 y sus ancestros.
0000 0020 0010 0130 0200 0120 0110 0030
0001 0011 0021 0131 0201 0111 0121 0031
0002 0012 0022 0132 0202 0112 0122 0032
0013 0003 0023 0133 0113 0203 0123 0033
000 001 002 003 010 011 012 013
0100 0220 0210 0230 1300 1320 1310 1330
0101 0211 0221 0231 1301 1311 1321 1331
0102 0212 0222 0232 1302 1312 1322 1332
0213 0103 0223 0233 1313 1303 1323 1333
020 021 022 023 030 031 032 033
2000 2020 2010 1130 1200 1120 1110 2030
2001 2011 2021 1131 1201 1111 1121 2031
2002 2012 2022 1132 1202 1112 1122 2032
2013 2003 2023 1133 1113 1203 1123 2033
100 101 102 103 110 111 112 113
1100 1220 1210 1230 0300 0320 0310 0330
1101 1211 1221 1231 0301 0311 0321 0331
1102 1212 1222 1232 0302 0312 0322 0332
1213 1103 1223 1233 0313 0303 0323 0333
120 121 122 123 130 131 132 133
1000 1020 1010 2130 2200 2120 2110 1030
1001 1011 1021 2131 2201 2111 2121 1031
1002 1012 1022 2132 2202 2112 2122 1032
1013 1003 1023 2133 2113 2203 2123 1033
200 201 202 203 210 211 212 213
2100 2220 2210 2230 2300 2320 2310 2330
2101 2211 2221 2231 2301 2311 2321 2331
2102 2212 2222 2232 2302 2312 2322 2332
2213 2103 2223 2233 2313 2303 2323 2333
220 221 222 223 230 231 232 233
3000 3020 3010 3130 3200 3120 3110 3030
3001 3011 3021 3131 3201 3111 3121 3031
3002 3012 3022 3132 3202 3112 3122 3032
3013 3003 3023 3133 3113 3203 3123 3033
300 301 302 303 310 311 312 313
3100 3220 3210 3230 3300 3320 3310 3330
3101 3211 3221 3231 3301 3311 3321 3331
3102 3212 3222 3232 3302 3312 3322 3332
3213 3103 3223 3233 3313 3303 3323 3333
320 321 322 323 330 331 332 333
Tabla 6.7: Cadenas de longitud 3 y sus ancestros

Podemos ver que para toda cadena w € K3, se cumple que ¢,(0) = @, (1) = 0u(2) = ©u(3),

por lo que se tiene una tdnica clase de equivalencia formada por todos los estados del autémata.

Tabla 6.8: Clase de equivalencia ps

W N = O

Clase 0,1,2,3

0
1
1
1
1

e

— = =N

— =W

Esta ultima clase de equivalencia es identica a K x K, como se esperaba segun el proceso, lo
que quiere decir que para toda cadena de longitud 3, los ancestros de cada una tienen 4 posibles
terminaciones derechas y una tunica terminacién izquierda, esta unica terminacién ya define una
regla de evolucién inversa a la original.

Una observacién a este proceso es que implicitamente nos dice que todos los autématas re-
versibles con un tamafo de vecindad igual a 2 que tenga su indice de Welch izquierdo L = 1, tiene
en su regla de evolucién por lo menos dos columnas idénticas, del mismo modo, si tal autémata
tuviera su indice de Welch derecho R = 1, en su regla de evolucién al menos existen dos renglones

idénticos.
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El proceso de Kari utilizando relaciones de equivalencia aprovecha de manera elegante que si
el indice L = 1, en cada columna aparecen todos los estados una sola vez cada uno, por lo que la
funcién ¢,, simpre es aplicable para todo estado y para toda w € K*. Otro punto crucial en este
proceso lo da la contencién p; C p;4+1 y que si ocurre que p; = p;41, esta igualdad se debe conservar
de ahi en adelante, ilustrando de manera sencilla que las variaciones en los ancestros disminuyen
paso a paso.

Dado que para emular un autémata celular con otro de radio de vecindad 1/2 debemos reagrupar
los ancestros del primero en nodos de de Bruijn, entonces la forma en que este resultado se extiende
a todo tipo de autémata es que la maxima longitud de su minima vecindad inversa es d — 1.

Hasta el momento, se han presentado dos formas de demostrar que el maximo tamano de la
minima vecindad inversa en un autémata reversible en donde su indice L=10 R=1esd—1. El
objetivo es ahora extender estas ideas para encontrar la misma respuesta para autématas reversibles
en donde ninguno de sus indices de Welch sea igual con 1.

El proceso de Nasu [Nasu 78] utilizando los diagramas de Welch tiene la desventaja de que no es
evidente como calcular el nimero maximo de nodos que pueden tener estos diagramas en autématas
reversibles donde ambos indices de Welch sean distintos de 1, la pregunta es: ;podemos utilizar las
ideas de Kari para este fin?.

6.4 Reversibles con Indices L y R Distintos de 1.

El proceso anteriormente descrito utilizando relaciones de equivalencia para encontrar la maxima
longitud de la minima vecindad inversa, cuando se trata de autématas reversibles con indices de
Welch L y R distintos de 1 presenta algunos inconvenientes. Para ver esto tomemos el siguiente
autémata reversible (4,1/2) regla CC A566CC.

W= O

O =N Oolo
W = = W=
o NN ol
W N | w

Tabla 6.9: Autémata (4,1/2) regla CC A566CC

Los diagramas de parejas y de subconjuntos de este autémata son los siguientes:

Diagrama de Parejas  Subconjuntos Original Subconjuntos Reflexién
R=2 L=2
Figura 6.6: Diagramas de parejas y de subconjuntos del autémata (4,1/2) regla CC A566CC

Este autémata tiene ambos indices de Welch distintos de 1; revisando la regla de evolucién en
la Tabla 6.9, primero se observa que no podemos definir una funcién ¢s(b) = a ya que para este
caso las columnas no son permutaciones del conjunto K, por lo que ¢ no estd definido para toda
s € K en cada columna b. En segundo lugar, ¢, (b) puede tener mas de un resultado, esto es ya que
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en cada columna puede haber més de una entrada de un mismo elemento, esto impide que (D) se
pueda definir como funcién.

Se ha definido a p; como una relacién de a,b € K si p,(a) = ¢(b) para toda secuencia s € K,
esto funcionara en los automatas donde L = 1, ya que para toda cadena se tiene que sus ancestros
usan todos los estados en sus terminaciones derechas y solo es cuestion de que se utilice una longitud
conveniente para que los ancestros de toda cadena fijen una misma terminacién izquierda para las
terminaciones derechas a,b. Esta situacién no sucederd en autématas con indices distintos de 1.

Para ejemplificar lo anterior, usando el autémata de la Tabla 6.9, se formardn las cadenas

{02,002,...,0...02} y veamos cuales son sus posibles ancestros.
323 3023 30023 30...023
023 0023 00023 00...023
322 3022 30022 30...022
022 0022 00022 00...022
02 002 0002 0...02

Tabla 6.10: Ancestros de las cadenas {0...02}

Hagamos lo mismo pero ahora para las secuencias {12,112,...,1...12} obteniendo sus ances-
tros.
112 1112 11112 1. 112
212 2112 21112 21...112
110 1110 11110 11...110
210 2110 21110 21...110
12 112 1112 1...12

Tabla 6.11: Ancestros de las cadenas {1...12}

Analizando estas secuencias sobresalen dos cosas:

1. Para las diferentes terminaciones derechas no existe una unica terminacion izquierda como
sucedia cuando el indice de Welch L = 1, sino que existen 2 distintas terminaciones y estas
se seguiran conservando no importando que tan grande hagamos la cadena.

2. Para la cadena de la forma 0...02 las terminaciones derechas forman la clase 3,2 mientras
que para la cadena con la estructura 1...12 las terminaciones derechas forman la clase 2,0;
es decir, ninguna de estas clases se mantiene para toda secuencia de una longitud dada.

Dados estos argumentos, ;llegamos a que no es posible utilizar el concepto de relaciones de
equivalencia para tratar el problema del maximo tamano de la minima vecindad inversa?. En-
tonces, por qué no hacemos una redefinicién del proceso para el caso de autématas reversibles con
tamano de vecindad 2.

Sabemos que para este caso el diagrama de de Bruijn tendra tantos nodos como estados haya
en el autémata, en el caso de los autématas reversibles, cada secuencia de estados tendrd tantos
ancestros como nodos en el diagrama de de Bruijn, y para una cierta longitud n, toda secuencia de
estados tendrd un dnico estado con el cual regresar hacia atrds en la evolucién del autémata.

Tomemos una secuencia w € K" y sus posibles ancestros, en total seran k%”. En el diagrama de
de Bruijn solo dibujemos aquellas rutas que tengan la forma de w, las cuales tendran, la siguiente
estructura, empezaran desde L nodos distintos, después de m pasos convergerdn a un nodo unico
u con 0 < m < n,y de este nodo Unico surgiran R variantes.
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Figura 6.7: Estructura de los ancestros de una cadena en el diagrama de de Bruijn para un autémata
reversible

Intuitivamente, si se quiere demostrar que la méxima longitud de la minima vecindad inversa es
igual a d — 1, entonces debemos probar que conforme una ruta crece en el diagrama de de Bruijn,
se van perdiendo alternativas intermedias por las cuales estas rutas pasan, hasta que en la longitud
deseada (d — 1) solo exista una alternativa intermedia y por lo tanto una dnica forma de regresar
en la evolucién del autémata.

Sea la secuencia s € K™ con n € Z%; en un autémata reversible, s tiene d posibles rutas que la
representan en el diagrama de de Bruijn cumpliendo con la multiplicidad uniforme. Para 0 < i < n,
sea A; el conjunto de nodos de de Bruijn que conforma la secuencia s en cada paso. Por ejemplo,
si n = 1 entonces tenemos dos conjuntos de nodos, Ay y Ai, donde Ap es el conjunto de nodos
iniciales y A1 el conjunto de nodos finales.

Paras € K™ conn € Z*t, sea V =min {41, As, ..., A, }, es decir, el conjunto A; con el minimo
numero de elementos. Entonces V' representa el minimo conjunto de variantes que tiene la secuencia
s en el diagrama de de Bruijn en un paso dado; ademds |V es el minimo nimero de variantes que
existen en un paso dado al recorrer la secuencia s en el diagrama de de Bruijn.

Con estos simples conceptos se expone el siguiente resultado.

Teorema 1 En el diagrama de de Bruijn de un autémata celular lineal reversible, cada secuencia
s de longitud d — 1 cumple que V =1, es decir, el minimo numero de variantes de las rutas que
forman cada secuencia s es 1.

Prueba. Sean € Z™, con 1 <i < n. Sea s € K™ una secuencia de longitud n donde s; representa
la i-ésima parte de la secuencia teniendo que s; € K. Sea D el conjunto de nodos del diagrama de
de Bruijn con |D| =d.

Representemos cualquier secuencia de longitud 1 con s;; para s; tenemos a Ag, el conjunto de
nodos iniciales y A; el conjunto de nodos finales que forman a s; en el diagrama de de Bruijn.
Si |Ag| > 1y |A1] > 1, entonces se debe cumplir que Ag # A;, pues de otro modo la secuencia
de la forma {s;}* compuesta por repeticiones sucesivas de s; tendrd |Ag| rutas posibles que la
representen en el diagrama de de Bruijn, y como todos los nodos de Ay funcionan tanto como
inicios como terminaciones de cada si, entonces siempre existirdn |Ag| alternativas internas en
dichas rutas evitando que el autémata sea reversible.

Ag A Ap Ay Ay

A
- -

51 81 00 81 “ 00

Figura 6.8: Si Ay = A; entonces no existe un elemento tinico comun en las rutas
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Ya que Ap # Ai, existe un elemento e € D tal que e € Ay pero e ¢ A; por lo que |V| = |A:| <
d — 1; es decir, a lo més V tiene d — 1 elementos.

En el caso més sencillo, si conforme la secuencia s se extiende |V'| decrece paso a paso, entonces
después de d — 1 pasos a lo mas |V| = 1 teniendo una sola alternativa en algin punto de las rutas
que forman s y la prueba estd completa.

Supongamos que para la secuencia s € K™, una extensién de s en un elemento conserva el valor
de |V con |V| > 1; es decir, el minimo nimero de alternativas internas en las rutas no decrece.
Como V = A; para alguna i con 0 < i < n; se debe cumplir para 0 < 7 < n + 1 con j # i, que
A; #V, pues de otro modo se tendrdn dos casos:

1. Sij < i, entonces la secuencia {s;s;4+1 - .. s;}* que se forma repitiendo sucesivamente la cadena
{5;Sj+1 -..5:} tendrd al menos |V| posibles alternativas internas en las rutas que la forman.

2. Sij > i, entonces la secuencia {s;s;4+1 . ..s;}* que se forma repitiendo sucesivamente la cadena
{8iSi+1...5;} tendra al menos |V| posibles alternativas internas en las rutas que la forman.

En ambos casos se impide que el autémata sea reversible.

Figura 6.9: Si A; = A; la secuencia de {s;...5;}* o {s;...s;}")tendrd mas de una variante interna
posible

Esta restriccién es mucho mas fuerte; para 0 < j < k < n + 1, se debe cumplir que A; # Ayg;
pues de otro modo la secuencia {s; ...s}* formada repitiendo sucesivamente la cadena {s; ... sk}
tendrd més de una alternativa interna en las rutas que la generan ya que |V| > 1.

(8]' .. Sk)*

Figura 6.10: Si A; = Ay la secuencia de {s;...s,}* tendrd més de una variante interna posible

De aqui llegamos a que V' # A; para toda j con 0 < j < n+1yj # i Cada una de
estas diferencias debe ser distinta a las deméas; dado que V es el conjunto A; con menos elementos,
entonces cada A; tiene al menos un elemento e; € A; pero e; ¢ A;. Para que se presenten estas
n + 1 diferencias distintas se deben utilizar al menos n + 1 elementos de D que no aparecen en A;,
por lo que |4;| <d—(n+1)yalomis |[V|esigual ad— (n+1).

Teniendo esto, sin =d—2, entonces n+1=d—1y |V| <d- (d—1) por lo que para una
secuencia s de longitud d — 1 el minimo nimero de variantes internas en las rutas que la producen
esta dado por |[V|=d - (d—1) = 1.
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De este resultado podemos obtener las siguientes extensiones.

Corolario 1 En un autémata celular lineal reversible, para una secuencia s de longitud n, tenemos
que:
V:{d—n sin<d-1
1 sin>d—1

Ya que para una secuencia s de longitud d — 1 se cumple que |V| = 1 entonces se tiene ya una
unica forma de regresar en la evolucién de s; con esta observacién podemos responder cual es la
maéaxima longitud de la minima vecindad inversa.

Corolario 2 En un autémata celular lineal reversible, la mdzima longitud de la minima vecindad
inversa es igual a d — 1.

Como los ancestros de una secuencia S con una longitud de d — 1 fijan un dnico elemento en
comun, se cumple que estos tienen L extremos de de Bruijn distintos y R extremos de de Bruijn
derechos distintos, entonces otra consecuencia del resultado es:

Corolario 3 En un automata celular lineal reversible, para una secuencia s de longitud d — 1, el
conjunto Ag especifica un nodo de Welch izquierdo y el conjunto Ag—1 especifica un nodo de Welch
derecho.

Este resultado nos presenta una nueva caracteristica a observar en el diagrama de subconjuntos;
cada ruta en este diagrama en realidad representa a un conjunto de rutas del diagrama de de Bruijn.
Asi en el caso de autéomatas con indices de Welch distintos de 1 se verd que desde la clase completa
todas las rutas irdn decreciendo al nivel de Welch correspondiente y en el n-ésimo paso el minimo
nimero de variantes internas estard dado por d —n sin < d o 1 en otro caso, es decir, es permitido
que el minimo nimero de variantes internas se conserve si este nimero y la longitud de la ruta son
relativamente pequenos en comparacién con d.

A continuacién se presentan algunos casos de estudio que ejemplifican el funcionamiento de este
proceso.
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6.5 Casos de Estudio

Para ilustrar el proceso se tomaran dos tipos de autématas reversibles.

6.5.1 Caso (4,1/2).
Tomemos el autémata reversible (4,1/2) regla E728D718.

0
0
3
0
3

1
2
1
2
1

NN = =N

3
0
3
0
3

W N = O

Tabla 6.12: Autémata (4,1/2) regla E728D718
Un ejemplo de la evolucién de este autémta es el siguiente.

([ Evolcion Diagramas de Welch [X]

DlaGRAMA DE WELCH DERECHO DlaGRAaRMA DE WELCH IZQUIERDO

SR et 3, i

S RV
Y ¥ et M“\\.—a\"j 3
SRR A W \
S S IR
SoRe O

N
S A 3
e SR
No.de Céldes: 10 | 15 | a0 | s0 | 7s [f{&a]

Estado 0 [l Eswdo 1 Ml Estado 2 [] Estado 3 [0 .

Figura 6.11: Autémata (4,1/2) regla E728D718 y sus diagramas de Welch

Este autémata tiene indices de Welch L = R = 2, tomemos los ancestros del estado 3.

Tabla 6.13: Ancestros del estado 3

Vemos en la Tabla 6.13 que los ancestros del estado 3 tienen al conjunto V' = {0,3} con |V]| = 2.
Extendamos la secuencia a 32 y veamos sus ancestros.

101
132
301
332
32

Tabla 6.14: Ancestros de la secuencia 32

En la Tabla 6.14 se observa que todas las terminaciones derechas anteriores prosiguieron, con
lo cual se conservé al conjunto V' = {0, 3} con |V| = 2. Ya que la ruta es de longitud 2 se cumple
que |V]| < d—2 =2, donde los estados 1,2 marcan las diferencias distintas de V' con respecto a Ay
y As como indica el proceso. Veamos como se comportan los ancestros de 323.
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1010
1013
3010
3013
323

Tabla 6.15: Ancestros de la secuencia 323

En la Tabla 6.15 ya no se pueden conservar todos los elementos de V' al extender la secuencia;
por lo tanto existe una disminucién en el valor de |V| teniendo que |V| = 1. De este modo ya
se tiene un Unico nodo en comun en los ancestros de la secuencia; los ancestros tienen asi L = 2
formas de empezar, M = 1 variantes intermedias y R = 2 formas de finalizar, haciendo un total de
LR = d = 4 ancestros.

(o)

®

Figura 6.12: Rutas del diagrama de de Bruijn de la forma 323

Enla Figura 6.12 el conjunto Ag = {1, 3} es un nodo izquierdo de Welch y el conjunto A3 = {0, 3}
es un nodo derecho de Welch. Editando el diagrama de subconjuntos hagamos especial énfasis en
la ruta 323 empezando desde la clase completa y observando como se comporta en su recorrido.

&

-

[ 1
|

—
®
=
~
o
N
—
o
N~

©

Figura 6.13: Ruta 323 en el diagrama de subconjuntos del autémata (4,1/2) regla E728D718

Se observa en la Figura 6.13 que:
(a) Al comenzar el recorrido existen 2 formas distintas de terminar.

(b) Dado que ya nos encontramos en el nivel de Welch R = 2, las dos formas terminales anteriores
se mantienen como variantes internas y |V| = 2.

(c) Laruta se extiende a una longitud 3, si queremos que todas las variantes internas se conserven

se deberd tener que |[V| = d —3 = 1 cosa que no ocurre, o se debe perder al menos una
alternativa en el recorrido lo cual si sucede, conservando solamente al estado 1 como alternativa
interna.

Las d rutas finales en el diagrama de subconjuntos muestran L = 2 nodos de de Bruijn izquierdos
iniciales, M =1 variantes internas y R = 2 nodos de de Bruijn derechos finales.
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6.5.2 Caso (6,1/2).
Tomemos al autémata reversible (6,1/2) regla VZ7GQK3IOMEGV Z7RIO0.

Tk W N~ O
N = O = OO
W = RN = O
N OO N OO
B~ U1t W o Ut Wlw
W R W
N OO W Ut Ot

Tabla 6.16: Autémata (4,1/2) regla E728D718

Una evolucion de este automata se presenta a continuacién.

Evolucitn [X] ‘ Diagramas de Welch ]

DIAGRAMA DE WELCH DERECHO DIAGRAMA DE WELCH IZQUIERDO

ol 5
(R a1
G54 AT,

¢ - -
10 | 15 | a0 | 50 | 7s |irso

E2y A
No. de Células:

Estado 0 [ Estade 1 [ Estado 2 [
Estado 3 [ Estado 4 [ Estado 5 [

Figura 6.14: Autémata (6,1/2) regla VZ7TGQK3IOMEGV Z7RI0 y sus diagramas de Welch

Este autéomata tiene indices de Welch con L = 2 y R = 3; veamos los ancestros de la cadena 2

Tabla 6.17: Ancestros del estado 2

Para los ancestros de la Tabla 6.17 se tiene que el conjunto V' = {0, 1,2,3,5} y |V| = 5; también
se cumple que existe un elemento de Ag que no se presenta en A; en este caso el nodo 4. Formemos
los ancestros de 24.

220
224
231
405
420
424
24

Tabla 6.18: Ancestros de la secuencia 24

En la Tabla 6.18 se puede observar ahora que el conjunto V' = {2,3,0} con |V| = 3; es decir,
hubo un drecemento en el minimo de alternativas internas.
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Los ancestros de la secuencia 245 son:

Tabla 6.19: Ancestros de la secuencia 245

En la Tabla 6.19 los ancestros de la secuencia 245 muestran otro decremento en |V| = 2; existen
dos alternativas para el conjunto V, ya sea V' = {3,0} o V' = {1,5}. Los ancestros de la secuencia
2454 se presentan en seguida.

23120
23124
23131
40520
40524
40531
2454

Tabla 6.20: Ancestros de la secuencia 2454

La Tabla 6.20 expone que el valor de |V| = 2 se conservé como estaba en la Tabla 6.19. Si
tomamos a V' = A; = {3,0} se observa que para los demds conjuntos 4;, con 0 <i <4 ei #1,
los nodos de de Bruijn 2,4, 1,5 se utilizan para hacer las 4 diferencias distintas de V' con los demés
conjuntos A;. Esto también se manifiesta si tomamos a As o a A3 como V.

Cualquier extensién que se haga de esta cadena debe ya presentar a |V| = 1 pues el valor de de
|V'| no se puede conservar por la longitud de la cadena, veamos estos ancestros.

231200 231310 231240 231203 231205 231312
231201 231311 231242 231204 231243 231313
231202 231314 231245 231241 231244 231315
405200 405310 405240 405203 405205 405312
405201 405311 405242 405204 405243 405313
405202 405314 405245 405241 405244 405315
24540 24541 24542 24543 24544 24545

Tabla 6.21: Ancestros de la secuencia 2454e para toda e € D

Cada una de las distintas familias de ancestros en la Tabla 6.21 muestran un unico elemento
en comun, y los conjuntos Ay y As de cada familia son nodos de Welch izquierdo y derecho re-
spectivamente. En el diagrama de de Bruijn los ancestros de la cadena 24545 tienen la presente
construccion.

Figura 6.15: Rutas del diagrama de de Bruijn de la forma 24545
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La Figura 6.15 presenta L = 2 nodos iniciales en el conjunto Ag = {2,4}, M = 1 variantes
internas en el conjunto A3 = {3} y R = 3 nodos finales con el conjunto A5 = {2,3,5}. La ruta
24545 en el diagrama de subconjuntos tiene la siguiente forma.

X\ X7 X

(@ (e)

Figura 6.16: Ruta 24545 en el diagrama de subconjuntos del autémata (6,1/2) regla VZ7TGQK3IOMEGV ZTRI0

En la Figura 6.16 podemos ver que:

(a) El valor de |V| = 5.
(

b) El valor de |V'| decrece en dos elementos.

)

)
(c) El valor de |V| decrece en un elemento.
(d) El ntimero de alternativas internas se mantiene.
)

(e) Las alternativas internas convergen a un punto en comun y el valor de |V| = 1.

Las d rutas representadas en la Figura 6.16 se constituyen en principio por L = 2 nodos de de
Bruijn, un minimo de M =1 variantes internas y R = 3 nodos de de Bruijn finales.
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6.6 Observaciones Finales

El problema de encontrar el médximo tamano de la minima vecindad inversa en un autémata celular
lineal reversible tiene una solucién simple cuando algunos de sus indices de Welch L o R es igual con
1. Esto lo hemos visto a través de el proceso de Nasu [Nasu 78] o el de Kari [Kari 92], lo siguiente
sucede ya que podemos fijar en un extremo el elemento inverso en el conjunto de ancestros.

El tener un indice de Welch igual con 1 implica que para un autémata reversible con radio de
vecindad r = 1/2, las columnas o los renglones son permutaciones del conjunto de estados, lo que
sirve para definir una funcién entre lo que se produce y un lado de la vecindad.

El problema de los autématas reversibles con indices de Welch distintos de 1 es que el elemento
dnico se fija en las partes internas del conjunto de ancestros y no se puede definir una funcién
entre la evolucién de una vecindad y un extremo de la misma, ya que esta correspondencia no es
biyectiva.

La evidencia préictica [Gémez 96] [Seck 98] apunta a que en ambos casos el méximo tamafio es
igual a d — 1, donde d es el numero de nodos del diagrama de de Bruijn correspondiente a cada
autémata reversible. Tratar el problema de conocer la maxima longitud de la minima vecindad
inversa por medio del diagrama de de Bruijn no es nuevo, en el trabajo de Klaus Sutner [Sutner 97]
encontramos que esto se discute pero construyendo el diagrama de parejas, por lo que el limite
vuelve a ser d?.

En este capitulo se ha presentado un resultado el cual indica que en el diagrama de de Bruijn,
conforme una secuencia se recorre, sus rutas o bien van decreciendo en el minimo nimero de sus
variantes internas, o este minimo nimero de variantes se puede conservar si es mas pequeno que la
longitud actual de la secuencia, y de aqui llegamos a resolver el problema.

Por supuesto, un mayor nimero de observaciones y anélisis detallado es necesario para enriquecer
este resultado, hay que senalar que el resultado actual es puramente cuantitativo, pues no indica
en cual conjunto A; se establece el elemento comun.

Otro punto a notar es que tanto el resultado de Nasu, el de Kari y el presentado aqui no hacen
un uso explicito de la teoria cldsica desarrollada por Hedlund (Multiplicidad Uniforme e Indices
de Welch) para atacar el problema, ya que las demostraciones de Nasu y Kari tienen mucha més
influencia de la teorfa de autématas definidos desarrollada en [Perles 63] y la presentada aqui es
una descripcién cuantitativa del comportamiento del indice M.
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Conclusiones

El énfasis en el estudio de los autématas celulares lineales reversibles se debe al interés que existe en
entender los sistemas dindmicos discretos, y en particular para comprender el comportamiento global
de estos sistemas por medio de la iteraccién de sus partes. Desde el punto de vista practico este tipo
de autématas se han estudiado para su utilizacién en codificacién de informacién [Gutowitz 93-2]
[Gutowitz 93-1], o en la simulacién de ciertos sistemas fisicos, quimicos o biol6gicos que muestran
un comportamiento invertibe [Wolfram 86] [Preston 84] [Toffoli 87].

7.1 Comportamiento Reversible

Una caracterizacion del comportamiento reversible se ha presentado en este trabajo tomando como
base la teorfa de sistemas dindmicos de corrimiento desarrollada por Hedlund en [Hedlund 69]. Con-
forme esta base hemos tomado los trabajos posteriores de Nasu en [Nasu 78],[Nasu 79] y [Nasu 82]
y de Kari en [Kari 92] y [Kari 96] los cuales explican este comportamiento por medio de teoria de
graficas y utilizando permutaciones en bloque y un corrimiento.

Lo que se ha logrado en este escrito es caracterizar el funcionamiento de estas permutaciones por
medio de los conceptos de Multiplicidad Uniforme e Indices de Welch. Hemos comprendido como
es que la Multiplicidad Uniforme y los indices multiplicativos de Welch deben trabajar para que la
informacién contenida en cada evolucién del autémata sélo se permute, con lo cual se conserva y
se puede utilizar para regresar en la evolucién del autémata simplemente aplicando la permutacion
en sentido inverso.

Un punto importante alcanzado es hacer este concepto extensivo a cualquier tipo de autémata
reversible, no importando su nimero de estados, su tamano de vecindad ni el valor de sus indices
de Welch.

Se observa que estas permutaciones deben tener un orden muy especifico; secuencias de estados
similares tendran permutaciones similares y cada elemento que compone un extremo permutacion
aparece el mismo niumero de veces que los demads elementos especificados para ese extremo, es decir,
no cualquier permutacion especifica a un autémata reversible.

Distintas permutaciones pueden representar al mismo tipo de autémata reversible; esto explica
que, aunque en realidad existan un nimero muy grande de permutaciones para un caso dado, estas
sOlo representan a un numero mucho menor de automatas celulares lineales reversibles diferentes.

Un problema importante que también se aborda es el de la maxima longitud de la minima
vecindad inversa. Esto es importante para tener un limite en el cdlculo de autématas celulares
reversibles de un tipo dado [Gémez 96] [Kari 92] [Seck 98] y explicar la complejidad de estos sistemas
[Culik 87].

Si bien el valor de d? explica satisfactoriamente esta cuestién [McIntosh 91b] [Sutner 97], la
evidencia préctica indica que este valor es mucho menor [Gémez 96] [Seck 98]. El uso de la teoria

94
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de autématas definidos [Perles 63] [Nasu 78] [Kari 92] y relaciones de equivalencia establecen este
limite en d — 1 par el caso de autématas con un idice de Welch igual a 1. Aqui se ha presentado
una prueba muy sencilla que usando un argumento cuantitativo, establece el mismo resultado para
todo tipo de autémata.

7.2 Trabajo Futuro

Sin duda un acercamiento mas tedrico al tema puede arrojar resultados mejor definidos y precisos,
en particular el uso de teoria de matrices [Das 92] en el andlisis de las matrices de conectividad,
o un acercamiento topolégico cuidadoso; hasta ahora, muchos conceptos de dindmica simbdlica se
han tratado de utilizar para formalizar este tipo de sistemas sin haberlo logrado adn.

El célculo de autématas reversibles por medio de permutaciones en bloque ha permitido hacer
este proceso més rapido en el sentido que ya no se construyen todos los posibles autématas y se
van descartando los que son reversibles o no, sino que en base a los resultados teéricos podemos
construir directamente dichos sistemas.

Hemos visto también que todo tipo de autémata celular se puede simular por medio de uno
con radio de vecindad igual a 1/2 [Boykett 97], por suspuesto, este proceso no es limpio dado que
implica extender el nimero de estados, lo que trae consigo limitaciones practicas para el cdlculo
de reversibles por medios computacionales, ya que mientras mayor sea el niimero de estados ygel
tamafio de vecindad, mas tiempo de calculo sera requerido para formar la permutacién.

Un anadlisis cualitativo del comportamiento del indice M atin no se tiene, entender este com-
portamiento no solo en que medida se da sino también en que lugar, enriquecerd en mucho la
comprensién de estos sistemas.



Bibliografia

[Akari 78] Testsuo Akari, Shoichi Noguchi, Bijective Global Funtions of Finite Cellular Automata
with Complete Group-Graph Connection, Systems e Computers e Controls, Vol 9, No. 2, pp
68-77, 1978.

[Amoroso 72] Serafino Amoroso y Yale N. Patt, Decision Procedures for Surjectivity and Injectivity
of Parallel Maps for Tesselation Structures, Journal of Computer and System Sciences 6, pp
448-464, 1972.

[Boccara 93] N. Boccara, Transformations of one-dimensional cellular automaton rules by
translation-invariant local surjective mappings, Physica D 68, pp 416-426, 1993.

[Boykett 97] Tim Boykett, Comparism of Radius 1/2 and Radius 1 Paradigms in One Dimensional
Reversible Cellular Automata, http://www.algebra.uni-linz.ac.at/ tim/radiuscomp.ps.gz, Uni-
versidad Johannes Kepler, Linz, Austria, noviembre 1997.

[Codd 68] E. F. Codd, Cellular Automata, Academic Press, New York, 1968.

[Culik 87] Karel Culik II, On Invertible Cellular Automata, Complex Systems 1, pp 1035-1044,
1987.

[Das 92] Aloke K. Das, A. Sanyal, P. Palchaudhuri, On Characterization of Cellular Automata with
Matriz Algebra, Information Sciences 61, pp 251-277, 1992.

[Dow 97] R. A. Dow, Additive cellular automata and global injectivity, Physica D 110, pp 67-91,
1997.

[Gardner 70] Martin Gardner, Mathematical Games - The fantastic combinations of John Conway’s
new solitaire game Life, Scientific American, pp 120-123, October 1970.

[Golomb 67] Solomn W. Golomb, Shift Register Sequences, Holden-Day, Inc, San Francisco, 1967.

[Gémez 96] Jose Manel Gémez Soto y Harold V. Mclntosh, Los Indices de Welch en el Cdlculo
de Autdomatas Celulares Reversibles, XXIX Congreso Nacional de la Sociedad Matematica
Mexicana, junio de 1996.

[Gutowitz 93-2] Howard A. Gutowitz, A Massively Parallel Cryptosystem Based on Cellular Au-
tomata, 1993, www.santafe.edu/ hag/.

[Gutowitz 93-1] Howard A. Gutowitz, Cryptography with Dynamical Systems, En: Cellular Au-
tomata and Cooperative Phenomena, Eds: E. Goles and N. Boccara, Kluwer Academic Press,
1993, www.santafe.edu/ hag/.

[Hillman 91] David Hillman, The structure of reversible one-dimensional cellular automata, Physica
D 52, pp 277-292, 1991.

96



BIBLIOGRAFIA 97

[Hedlund 69] Gustav A. Hedlund, Endomorphisms and automorphisms of the shift dynamical sys-
tem, Mathematical Systems Theory 3, pp 320-375, 1969.

[Kari 92] Jarkko Kari, On the Inverse Neighborhoods of Reversible Cellular Automata, en Linden-
mayer Systems, pp 477-495, Springer, Berlin, 1992.

[Kari 96] Jarkko Kari, Representation of Reversible Cellular Automata with Block Permutations,
Mathematical Systems Theory 29, pp 47-61, 1996.

[Kari 92] Jarkko Kari, Reversibility of 2D cellular automata is undecidible, en Cellular automata:
theory and experiment (Los Alamos, NM, 1989), Physica D 45, No. 1-3, pp 379-385, 1990.

[Kari 92] Jarkko Kari, Reversibility and surjectivity problems of cellular automata., Journal of Com-
puter and System Sciences 48, No. 1, pp 149-182, 1994.

[Kotoh 80] Kaoru Kotoh, Hisao Yamada, An Incompleteness Problem on a Tessellation Automaton
with Injective Functions, Systems o Computers e Controls, Vol. 11, No. 3, pp 66-74, 1980.

[Manzini 98] Giovanni Manzini, Luciano Margara, invertible Linear Cellular Automata over Z:
Algorithmic and Dynamical Aspects, Journal of Computer and System Sciences 56, pp 60-67,
1998.

[Maruoka 76] Akira Maruoka, Masayuki Kimura, Condition for Inyectivity of Global Maps for
Tesellation Automata, Information and Control 32, pp 158-162, 1976.

[McIntosh 87] Harold V. Mclntosh, Linear Cellular Automata, Departamento de Aplicacién de
Microcomputadoras, Instituto de Ciencias, Universidad Auténoma de Puebla, 1987.

[McIntosh 91a] Harold V. McIntosh, Linear Cellular Automata via de Bruijn Diagrams, por pub-
licarse.

[McIntosh 91b] Harold V. McIntosh, Reversible Cellular Automata, por publicarse.

[McIntosh WWW] El sistema NXLCAU y gran trabajo relacionado con autématas celu-
lares se puede encontrar en la pégina personal del Dr. McIntosh cuya direccién es:
delta.cs.cinvestav.mz/ “mcintosh.

[Moore 62] Edward F. Moore, Machine models of self reproduction, American Mathematical Society
Proceedings of Symposia in Applied Mathematics 14, pp17-33, 1962.

[Nasu 78] Masakazu Nasu, Local Maps Inducing Surjective Global Maps of One-Dimensional Tes-
sellation Automata, Mathematical Systems Theory 11, pp 327-351, 1978.

[Nasu 79] Masakazu Nasu, Indecomposable Local Maps of Tessellation Automata, Mathematical
Systems Theory 13, pp 81-93, 1979.

[Nasu 82] Masakazu Nasu, Uniformly Finite-to-One and Onto extensions of Homomorphisms be-
tween strongly connected graphs, Discrete Mathematics 39, pp 171-197, 1982.

[Perles 63] M. Perles, M.O. Rabin, E. Shamir, The Theory of Definite Automata, IEEE Transactions
on Electronic Computers, EC-12, pp 233-243, 1963.

[Preston 84] Kendall Preston, Jr. y Michael J. B. Duff, Modern Cellular Automata, Theory and
Applications, Plenum Press, New York, 1984.

[Richardson 72] Daniel Richardson, Tessellations with Local Transformations, Journal of Computer
and System Sciences 6, pp 373-388, 1972.



BIBLIOGRAFIA 98

[Seck 98] Juan Carlos Seck Tuoh Mora, Autématas Celulares Lineales Reversibles, Tesis de Licen-
ciatura, Universidad Nacional Auténoma de México, 1998.

[Sutner 97] Klaus Sutner, Linear Cellular Automata and de Bruijn Automate,www.cs.cmu.edu/afs
/cs.cmu.edu/user /sutner/www/index.html, Carnegie Mellon University, Pittsburgh.

[Toffoli 87] Tommaso Toffoli, Norman Margolus Cellular Automata Machines The MIT Press, Cam-
bridge Massachusetts, 1987.

[von Neumann 66] John von Neumann, Theory of Self-reproducing Automata (edited and completed
by A. W. Burks), University of Illinois Press, 1966.

[Voorhes 96] Burton H. Voorhees, Computational Analysis of One-Dimensional Cellular Automata,
World Scientific Publishing, Singapore, 1996.

[Digital Webster] Webster’s Ninth New Collegiate Dicttionary and Webster’s Collegiate Thesaurus,
First Digital Edition, 1992.

[Wolfram 86] Stephen Wolfram (Ed.), Theory and Applications of Cellular Automata, World Sci-
entific Press, Singapore, 1986.

[Wolfram 94] Stephen Wolfram, Cellular Automata and Complexity, Addison-Wesley, 1994.



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3
14
1.5

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7

3.1

3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12

3.13

3.14
3.15
3.16
3.17
3.18
3.19
3.20
3.21
3.22

Vecindad de von Neumann . . . . . . . . ... .. oL e 2
Vecindad de Moore . . . . . . . . .. e 2
Ejemplo de una evolucion de Life . . . . . . ... ... ... ... ... .... ..., 3
Clases de Wolfram . . . . . . . .. .. o e 3
Mecanismo de evolucién de un autémata celular lineal tanto en vecindades impares

COIMNO PATES. .« o vt v v e v e e e et e e e e e e e e e 4
Ejemplo de una evolucién del autémata (4,1/2) regla 342917C6 . . . . . . . . .. .. 9
Diagrama de de Bruijn y su representacion matricial para la regla 342917C6 . . . . . 10
Ancestros de la cadena 20 en el diagrama de de Bruijn . . . . . . ... .. 0oL 10
Diagrama de parejas del autémata (4,1/2) regla 342917C6 . . . .. ... ... ... 10
Ancestros de la secuencia 03...03 . . . . . ..o 11
Diagrama de subconjuntos del autémata (4,1/2) regla 342917C6 . . . . . .. .. .. 11
La configuracién 3333 pertenece al jardin del Edén . . . . . . . ... ... ... .. 12

Autémata (2,1/2) reversible, cuya regla original es 3 y regla inversa 5. De una
configuracion inicial, evoluciona a una configuracién dada tal que aplicando la regla

inversa se pueda retornar a la configuracién original . . . . .. ... ... L 14
El mapeo biyectivo entre configuraciones globales define un autémata celular reversible 14
IS =Ay o HSK)=AK . . . .. 16
Si |¢~1(Ss)| > n para alguna s € K no se cumple que [¢" 1 (SK)|=nk . . . ... .. 16
Ancestros de las secuencias SES . . . ... oL 17
El total de ancestros de SES es nk®™ . . . . . ... 17
Ancestros de S;,endonde M =1 . . . . . . . . ... ... 19
Ancestros de la secuencia S;S; con |[£;| =Ly |R;|=R .. ... ... ... ..... 20
Ancestros de Scon |L;| <Ly |R:| <R ... . .. . 20
Si | Z; |< L entonces | Z; || D; |< LR = k" contradiciendo a la multiplicidad uniforme 21
Extensiones de S siguen conservando el valor de los indices Ly R. . . . . . ... .. 21
Si D; NZ; = 0 entonces la cadena pertenece al jardin del edén y el autémata no es

reversible . . .. oL 21
Si D;NZ; > 1 entonces la cadena tiene mds ancestros que k*” contradiciendo la

multiplicidad uniforme . . . . . . . . ... L 22
Autémata celular lineal reversible (4,1/2) regla BB991133. . . . . . ... .. .. .. 26
Ancestros de diversas cadenas . . . . . . .. ... Lo 26
Indices de Welch para los ancestros del autémata (4,1/2) . . . . .. ... ... ... 26
Diagrama de de Bruijn del autémata reversible (4,1/2) , regla BB991133 . . . . . . 26
Rutas posibles de la secuencia 00 . . . . . . . . . . . ... o 27
Diagrama de Parejas del autéomata reversible (4,1/2) , regla BB991133 . . . . . .. 27
Diagrama de Parejas editado mostrando solamente sus ciclos . . ... ... ... .. 27
Diagramas de subconjuntos del autémata reversible (4,1/2) , regla BB991133 . . . . 28
Diagramas de Welch del autémata (4,1/2) regla BB991133 . . . . . ... ... ... 28

99



LISTA DE FIGURAS 100

3.23

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6

4.7

4.8

4.9

4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16

4.17
4.18
4.19

4.20
4.21
4.22

4.23
4.24

5.1
5.2
5.3
5.4
9.5
5.6
5.7
5.8
5.9

5.10
5.11

5.12
5.13

5.14
5.15

5.16

Rutas de la secuencia 0 en los diagramas de Welch . . . . . .. ... .. ... .. .. 28
Autémata (2,1) regla 204 . . . . .. L 32
Elementosde Ly y Ry . . . . . . . oo 33
Composicion de dos reglas de evolucién . . . . . . . . ... ... 35
Composicién de las reglas 204 y 15 en el autémata (2,1) . . . . . .. .. ... .. .. 35
Permutacién 7 de un bloque de tamafio 6r . . . . . . . ... ... ... .. ... 36
Representacion del funcionamiento de un autémata reversible por medio de dos per-

mutaciones en bloque y un corrimiento . . . . . . ... ... L oo 37
Evolucién de un autémata (2,1) regla 204 . . . . . . . . . ... 37
Funcionamiento de las permutaciones en bloque en el autémata (2,1) regla 204 . . . 38
Aplicando p; a una configuracién inicial aleatoria . . . . . . . .. .. ... ... .. 38
Aplicando p5 ! después de p; con un corrimiento de 3 posiciones. . . . . . . ... .. 38
Evolucién final producida por dos permutaciones en bloque . . . .. ... ... ... 39
Evolucién de un autémata (2,1) regla 240 . . . . . . . . . ... 42
Permutacién en bloque p; sobre la configuracién inicial . . . . . . .. .. ... .. .. 42
Permutacién p; " con un corrimiento de tamafio 2 . . . . . .. ... ... ... .. .. 42
Funcionamiento de un autémata (2, 1) regla 240 por medio de dos permutaciones en bloque . . . . 42
Evoluciéon de un autémata reversible por medio de dos permutaciones en bloque y

un corrimiento de tamano 1 . . . . . . . ... ... 44
Evolucién de un autémata (2,h) regla 12 . . . . . . .. ... 46
Permutacién en bloque p; sobre la configuracién inicial . . . . . . .. .. ... .. .. 46
Permutacién en bloque p ! después de p; con un corrimiento igual a 1 equivalente a

una longitud de 3r . . . . . .. 46
Evolucién de un autémata (2,1) con regla 15, aplicando las permutaciones en bloque 48
Autémata (4,1/2) con regla de evolucién F5A0F5A0, aplicando las permutaciones en bloque . . . 50
Autémata reversible (6,1) resultado del producto cartesiano de un autémata (2,1)

y un autémata (3,1) . . . ... 52
Evolucién del autémata (6,1) . . . . . . . . . .. 54
Evolucién del autémata (6,1) . . . . . . . . . .. 54
Estructura de un autémata reversible con r =1/2 . . . . .. ... ... ... 58
Estructura de un autémata reversible con r =1/2 . . . . .. ... ... ... 59
Tres células y su evolucidon . . . . . . . . . . . L e e 59
Vecindad inversa formada por (e.e;) . . . . . . ... Lo 60
Bloques que forman los conjuntos Ly y Ry . . . . . . ... ... 61
Permutacién p; que se especifica con los bloques (a;e;) y (arer) . . . . . . . . .. .. 62
Permutacién p» que se especifica con los bloques (e,a,) y (eja;) . . . . .. . . .. .. 62
Diagramas de Welch del autémata reversible (4,1/2) regla FFAA5500 . . . . . . .. 64
Evolucién del autémata celular reversible (4,1/2) regla FFFAA5500 aplicando ¢ y

utilizando las permutaciones en bloque p1 y p2 - . . . . . . .. 64
Diagramas de Welch del autémata reversible (4,1/2) regla 5FOASF0A . . . . .. .. 65
Evolucién del autémata celular reversible (4,1/2) regla 5F0A5F0A aplicando ¢ y

utilizando las permutaciones en bloque p;1 yp2 . . . . . . ..o oo 65
Diagramas de Welch del autémata reversible (4,1/2) regla BB991133 . . . . . . .. 66
Evolucién del autémata celular reversible (4,1/2) regla BB991133 aplicando ¢ y

utilizando las permutaciones en bloque p1 y p2 - . . . . . . ... 66
Diagramas de Welch del autémata reversible (6,1/2) regla 0CESMLSY Z7VZ7DEOIL . . . . . . 67
Evolucién del autémata celular reversible (6,1/2) regla 0CESMLSY Z7V ZT7TDEOIL

aplicando ¢ y utilizando las permutaciones en bloque p; ypo . . . . . . . .. .. .. 67
Diagramas de Welch del autémata reversible (6,1/2) regla RRRPPPHHHHHH111333 . . . . . 68



LISTA DE FIGURAS 101

5.17

5.18
5.19

5.20
5.21

5.22
5.23
5.24

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7

6.8
6.9

6.10
6.11
6.12
6.13
6.14
6.15
6.16

Evolucién del autémata celular reversible (6,1/2) regla RRRPPPHHHHHH111333

aplicando ¢ y utilizando las permutaciones en bloque p1 y p2 . . . . . . . . . .. .. 68
Diagramas de Welch del autémata reversible (12,1/2) . . . . ... .. ... ... .. 70
Evolucién del autémata celular reversible (12,1/2) aplicando ¢ y utilizando las per-

mutaciones en bloque p1 ¥y P2 . . . . oo e e e e 70
Diagramas de Welch del autémata reversible (12,1/2) . . . ... .. ... ... ... 72
Evolucién del autémata celular reversible (12,1/2) aplicando ¢ y utilizando las per-

mutaciones en bloque p1 y p2 - - . - . . .o 72
Autémata (2,1/2) regla C . . . . . . L 74
Evolucién del autémata (2,1/2) con permutaciones en bloque . . . . . .. .. .. .. 74
Evolucién del autémata (2,1/2) con distintas permutaciones en bloque . . . . . . . . 75
Secuencia formada concatenando el estado 2 y sus ancetros . . . . . ... ... ... 76

Diagrama de de Bruijn del autémata celular lineal reversible (4,1/2) regla 1B2D1E2D 77
Diagrama de parejas del autémata celular lineal reversible (4,1/2) regla 1B2D1E2D 77
Diagramas de subconjuntos del autémata (4,1/2) regla 1B2D1E2D y su reflexién . 78
Diagramas de Welch del autémata celular lineal reversible (4,1/2) regla 1B2D1E2D 78

Diagramas de parejas y de subconjuntos del autémata (4,1/2) regla CCA566CC . . 83
Estructura de los ancestros de una cadena en el diagrama de de Bruijn para un

autémata reversible . . . . ..o L 85
Si Ag = A; entonces no existe un elemento Unico comun en las rutas . . . . . . . .. 85
Si A; = A;j la secuencia de {s;...s;}* o {s;...s;}*)tendrd mas de una variante

interna posible . . . . . e e 86
Si A; = Ay la secuencia de {s; ... s;}* tendrd més de una variante interna posible . 86
Autémata (4,1/2) regla E728D718 y sus diagramas de Welch . . . . . .. .. .. .. 88
Rutas del diagrama de de Bruijn de la forma 323 . . . . . . ... .. .. ... .. .. 89
Ruta 323 en el diagrama de subconjuntos del autémata (4,1/2) regla E728D718 . . 89
Autémata (6,1/2) regla VZTGQK3IOMEGV Z7RI0 y sus diagramas de Welch . . 90
Rutas del diagrama de de Bruijn de la forma 24545 . . . . . . .. ... ... ... .. 91

Ruta 24545 en el diagrama de subconjuntos del autémata (6,1/2) regla VZ7TGQK3IOMEGV ZTRI0O 92



Lista de Tablas

2.1
2.2
2.3
24

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16
4.17
4.18
4.19
4.20
4.21
4.22
4.23
4.24
4.25
4.26

4.27
4.28
4.29

5.1
5.2
5.3
5.4

Caracteristicas generales de un autémata (4,1/2) . . . ... ... ... ... ... .. 9
Autémata (4,1/2) con regla de evolucién 342917C6 . . . . . . . . .. ... ... ... 9
Caracteristicas del diagrama de de Bruijn en un autémata (4,1/2) . ... ... ... 10
Clasificacién de los subconjuntos de nodos del diagrama de de Bruijn del autémata (4,1/2) . . . . 11
Regla de evolucién 204 de un autémata (2,1) . . . . . ... ... 33
Ancestros de las secuencias de longitud 4 . . . . . ... oL 33
Conjuntos L204 y R204 ................................... 34
Regla 204 y 15 del autémata (2,1) . . . . . . . . . . .. 35
Mapeo by, y br para el autémata (2,1) regla 204 . . . . .. .. . ... ... ... .. 37
Permutaciones 7 y mo paralaregla 204 . . . . . ... ... L 38
Regla 12 y 10 del autémata (2,1/2) . . . . . . . .. 39
Regla 240 y 170 del autémata (2,1) . . . . . . . .. .. o 39
Mapeo br,,y « « v v v e e e e 41
Mapeo bRyyy - - - - o e e e e e e 41
Mapeo bRisg - - - v v o o e 41
Mapeo br ;g - - - v o o o 42
Autémata (2,1/2) regla 12 yregla 10. . . . . . . . .. ..o oo 45
Secuencias de tamano 2 y sus ancestros . . . . . .. ... e e e e e 45
COIlqultOS L12 y R12 .................................... 45
Conjuntos br,, Y bR - - - - - o o 45
Permutaciones w1 y mo paralaregla 12 . . . . . . . . . ... 46
Autémata (2,1) regla 15 yregla 85 . . . . . . . . ... 47
|L15| = Lk2r =4 y |R15| = Rk%‘ =16 . . e e 47
Mapeos br,, ¥ Drys - -« o o o o 47
Permutaciones 71 y mo paralaregla 15 . . . . . . . . . ... 48
Autémata (4,1/2), regla F5A0F5A0 y regla EEEE4444 . . . . . . . . ... .. ... 49
Conjuntos Lpsa0r540 Y RESA0F540 « « « « v v v v v v e e e e e e e e e e e 49
Mapeos BL s sorsno Y DREsaomsno - « « + « o o o v e e e e 49
Permutaciones @1 vy o . . . . . oo e e e e e e e 50

Autémata reversible (6,1) resultado del producto cartesiano de un autémata (2,1)
regla 170 (corrimiento a la izquierda) y un autémata (3,1) regla QQQDD D000

(corrimiento a la derecha). . . . . . . . . ... Lo Lo 51
Matriz de conectividad de la cadena 222 del autémata (6,1). . . .. ... ... ... 52
Matrices de conectividad de las cadenas 105 y 043 respectivamente del autémata (6,1). 53
Permutaciones 7; y 72 para algunos bloques del autémata (6,1) . . . ... ... .. 54
Autémata (2,1) regla 111 . . . . . . . L oL 57
Renombrando las secuencias de tamafno 2 con nuevos estados . . . . . ... ... .. 57
Secuencias de tamano 4 y suevolucién . . . . . . .. ... 57
Agrupacion de las secuencias en bloque de tamano 2 . . . . ... ... ... ... .. 57

102



LISTA DE TABLAS 103

9.5

5.6

5.7

5.8

5.9

5.10
5.11
5.12
5.13
5.14
5.15
5.16
5.17
5.18
5.19
5.20
5.21
5.22
5.23
5.24
5.25
5.26
5.27
5.28
5.29
5.30

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8
6.9
6.10
6.11
6.12
6.13
6.14
6.15
6.16
6.17
6.18
6.19
6.20
6.21

Sustitucién de los bloques de tamano 2 por los nuevos estados . . . . . . . . ... .. 57
Autémata (4,1/2) que simula el comportamiento del autémata (2,1) . . . . . .. .. 58
Secuencias de tamaiio 2 que evolucionan con la regla (4,1/2) . ... ... ... ... 58
Simulacién del autémata (2,1) por medio de la regla (4,1/2) . ... ... ... ... 58
Papel que juegan las celulas de los bloques (a;e;) y (arer) para la regla original y la regla inversa . 61
Autémata reversible (4,1/2) regla original FFAA5500 y regla inversa E4AE4E4E4 . 62
Permutaciones p; y ps para el autémata (4,1/2) . . ... ... ... .. 63
Representacién abreviada de las permuatciones p; y p2 del autémata (4,1/2) . ... 63
Autémata (4,1/2) regla original 5F0A5SF0A y regla inversa 4444EEEE . . . . . . . 65
Permutaciones p; y ps para el autémata (4,1/2) . . . . . ... ... L. 65
Autémata (4,1/2) regla original BB991133 y regla inversa 28F528F5 . . . . . . .. 66
Permutaciones p; y pa del autémata (4,1/2) . . . . . ... .o Lo 66
Autémata (6,1/2) regla original 0CESMLSY ZT7V Z7TDEOIL y regla inversa LI6GTHL16L16GTHGTH 67
Permutaciones p; y ps del autémata (6,1/2) . . . . . ... ... L 67
Autémata (6,1/2) regla original RRRPPPHHHHHH111333 y regla inversa G20N X7TG20N X7G20N X7 68
Permutaciones p; y ps del autémata (6,1/2) . . . . . .. . ... oL 68
Autémata reversible (12,1/2) . . . . . . .. Lo 69
Permutacién p; y pe del autémata (12,1/2) . . ... ... . oo 69
Autémata reversible (12,1/2) . . . . . . . ..o 71
Permutacién p; y pe del autémata (12,1/2) . . . . . .. ... ... 71
Autémata (2,1/2) regla original C' y reglainversa A . . . . . . ... ... ... ... 73
Conjuntos Lo ¥ R o -« o v v o o o e e e e e e 73
Mapeos br, ¥ bre - - -+« o o 74
Permutaciones p; y p del autémata (2,1/2) . . . . . ... .o oL 74
Nuevo mapeo b, . . . . . . . o e 75
Nuevas permutaciones p; y ps del autémata (2,1/2) . . . ... ... ... ... ... 75
Autémata (4,1/2) regla 1B2D1E2D . . . . . . ... .. 76
Autémata (4,1/2) regla FFA91640 . . . . . . . . . .. . 80
Clases de equivalencia po . . . .« . v v v v v i i e e e e e e e e 81
Clases de equivalencia p1 . . . . . . . . . ... oL 81
Cadenas de longitud 2 y sus ancestros . . . . . . . . . . ... ... 81
Clases de equivalencia pa . . . . . . . . . ..o 81
Cadenas de longitud 3 y sus ancestros . . . . . .. ... .. .. oL 82
Clase de equivalencia p3 . . . . . . . . . L e e e e e e e 82
Autémata (4,1/2) regla CCA566CC . . . . . . . ... e 83
Ancestros de las cadenas {0...02} . . ... ... L 84
Ancestros de las cadenas {1...12} . . . .. .. ..o 84
Autémata (4,1/2) regla ET28DT18 . . . . . . . . ... 88
Ancestros del estado 3 . . . . . . .. L 88
Ancestros de la secuencia 32 . . . . . ... oL 88
Ancestros de la secuencia 323 . . . . ... ..o Lo 89
Autémata (4,1/2) regla E728DT18 . . . . . . . . .. 90
Ancestros del estado 2 . . . . . ... 90
Ancestros de la secuencia 24 . . . . . .. L. L 90
Ancestros de la secuencia 245 . . . .. ... L 91
Ancestros de la secuencia 2454 . . . . ... Lo 91

Ancestros de la secuencia 2454e paratodae € D . . . . . . ... 91



