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Abstract

Sabemos que si una funcién es continua y derivable se puede aproximar por un poli-
nomio de Taylor. Las preguntas que surgen son, ;qué tan precisa es la aproximacion y si
el polinomio se comporta en forma parecida a la funcién que aproximan?. Se responde a
estas preguntas estudiando la aproximacién de e” a través de un polinomio de Taylor.

Planteamiento

Las ideas principales para la elaboracion del presente documento las di6 el Dr. Harold V.
MecIntosh durante el curso de Analisis Numerico I que impartié durante el primer semestre de
1992 en el Colegio de Computacién.

Sabemos de los cursos de Célculo que si una funcién es continua y derivable se puede
aproximar por un polinomio de Taylor. El estudio de las propiedades de los polinomios es
importante porque en algunas aplicaciones se emplean para aproximar funciones. Las preguntas
que surgen es qué tan precisa es la aproximacién y si se comportan en forma parecida a la
funcién que aproximan. Recordemos que a una funcién de la forma

P(z)=an,z" + ap12" P4t a1z +ao

donde las «a;, llamadas coeficientes de P, son constantes y a,, # 0, se le llama un polinomio de
grado n. Generalmente se pide encontrar los valores de la variable z que anulan a la funcién
esto es P(z) = 0. A la z que anula a la funcién se le llama raiz.

En el curso de Andlisis Numérico I se estudiaron funciones de variable compleja, se dijo
también que algunas funciones de variable compleja se pueden aproximar a través de polinomios
complejos, y en particular se indicé se estudiara la funcién exponencial y se aproximara por
medio de un polinomio de Taylor. Dos preguntas nos guiarian en su estudio:

a) ;La funcion e* tiene ceros?

Es decir para que valores de z se tiene que e* = 0.

b) ;Cudles son los ceros del polinomio de Taylor que aproxima a e*?



Estas dos preguntas nos conducen a otras:

i) Sie* tiene ceros, entonces, {los ceros del pol. de Taylor que la aproxima son los mismos?

ii) Si e* no tiene ceros, entonces, jqué ocurre con los ceros del polinomio de Taylor que la
aproxima?

iii) ;Se puede predecir el comportamiento de los ceros del polinomio de Taylor que aproxima
ae*?

Analisis

Una de las propiedades de e* es:

En particular se cumple que:

como z es cualquier nimero complejo del resultado anterior y del teorema que dice que el
producto de dos ntimeros complejos es igual a cero, si y so6lo si, al menos uno de los factores es
cero, tenemos que e” no es igual a cero.

Por lo estipulado en el parrafo anterior se da respuesta a la pregunta a) e i), e* no tiene ceros
y por lo tanto no pueden coincidir con los del polinomio de Taylor que la aproxima.

La pregunta b) se basa en el resultado conocido como Teorema Fundamental del Algebra (TFA)
que dice:

Si P es un polinomio de grado n > 1, entonces P(x) = 0 tiene cuando menos una raiz
(posiblemente compleja).

Corolario

Si P(T) = ap2" + ap_12"" ' 4 - + a7 + ap es un polinomio de grado n > 1, en-
tonces existen constantes unicas zi,Z9,..., Ty, posiblemente complejas, y enteros posi-
. k

tivos, mi,ma,...,my talesque ) ., ;m;=ny

Pz)=an(x—2)™ (x —22)™ - (2 — xp)™*
El TFA junto con el corolario nos dice que, todo polinomio con coeficientes complejos tiene n
raices (posiblemente complejas).
Del TFA y de la respuesta de a) nos ha llevado a la pregunta ii).

La pregunta iii) es importante ya que nos podria aclarar el comportamiento del polinomio en
general.

Para dar respuesta a ii) y iii) se realizé con la ayuda del programa de graficacién PLOT
en la version en lenguaje ‘C’, los programas pexp.c, cmuller.c, gemc.c, gep.c y empleando las



microcomputadoras tipo PC y los graficadores Hiplot DMP-29 del Departamento de Aplicacién
de Microcomputadoras.

La aproximacién de la e por medio de un pol. de Taylor en el punto 0 es:

2 23 24 25

z =1 z
e” = +Z+§+§+E+E+"'
donde z = z + yu.
La aproximacion a e” es mejor si el grado del polinomio de Taylor es grande. Sin embargo, al
realizar la evaluacién del polinomio para un grado alto, se tendran dificultades debido a que
intervienen potencias y factoriales cada vez mas grandes.

A partir de los polinomios de grado quinto no existen métodos para encontrar las raices en
funciéon de los coeficientes. Las técnicas numéricas se emplean en la resolucion de una ecuacion
cuando la solucién exacta no se puede encontrar por métodos algebraicos.

Se inplementé una biblioteca con funciones que manejan nimeros complejos, la cual se integré
al programa PLOT.

Se emplea en los programas “gemc.c” y “gep.c” el método de Gauss con pivoteo parcial, para
resolver un sistema de m ecuaciones con n incoégnitas.

Se emplea el algoritmo de Horner (divisién sintética) para la evaluacién de los polinomios en
un valor dado.

El programa “pexp.c” se realizé para obtener la superficie y los contornos de valor absoluto y
los contornos de fase de los diferentes polinomios de Taylor que aproximan a e”, como primer
paso para la obtencién de las raices ya que los contornos de fase muestran la region del plano
complejo donde se encuentran. Se obtuvieron las graficas siguientes:

Contornos de fase y valor absolulo del pol. de Taylar que aprox. a EXP(Z)
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-10.000 < X < 2.000 -3.000 < [ < 3.000 6P 4




Contornos de fase y valor absolulo del pol. de Taylor que aprox. a EXP(Z)
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-6.000 < X < 6.000 -7.500 < I < 7.500 GP 13

Contlornos de fase y valor absolulo del pol. de Teylor que asprox. a EXP(Z)

-18.000 < X < 18.000 -12.000 < [ < 12.000 GP 18




Contlornos de fase y valor absolulo del pol. de Teylor que asprox. a EXP(Z)

-23.000 < X < 35.000 -22.000 < [ < 22.000 GP 4S

Aproximacion de EXP(Z) por un pol. de Taylor
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Superficie del valor absoluio Contornas de fase y valor absoluto

-1.800 < X < 0.350 -0.650 < I < 2.600 GP 4




Aproximacion de EXP(Z) por un pol. de Taylor
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Superficie del valor absoluio Contornas de fase y valor absoluto

-4.450 < X < 0.700 -0.200 < I < 5.750 GP 13

Aproximacion de EXP(Z) por un pol. de Taylor

Superficie del valor absoluio Contornas de fase y valor absoluto

-7.000 < X < 10.000 -11.000 < [ < 11.000 GP 18




Aproximacion de EXP(Z) por un pol. de Taylor

Superficie del valor absoluio Contornas de fase y valor absoluto

-12.000 < X < 12.000 -12.000 < [ < 12.000 GP 45

Con la ayuda de las gréficas previas y el programa “cmuller.c” se calcularon las raices del
polinomio de Taylor que aproxima a la exponencial.

El programa “cmuller.c” encuentra una raiz compleja de un polinomio por el Método de Miiller,
solicita se le proporcione una aproximacién a la raiz, la cual se puede obtener al observar los
contornos de fase generados por el programa “pexp.c”.

El método de Miller usa tres aproximaciones iniciales zg, 1 y 2 y determina la siguiente
aproximacién 3 considerando la interseccion del eje z con la pardbola que pasa por (zg, f(2g)),
(1, f(21)) ¥ (22, f(22))-

Una vez que se determina x3, se repite el proceso usando z;, 3 y x3 en lugar de zg, x; y 3
para determinar la siguiente aproximacion z4. El método continua hasta que se obtiene una
aproximacion a la raiz.

La selecciéon de las aproximaciones iniciales no es un factor critico y se pueden seleccionar
cualesquier valores para 1, 2 y x3 siempre que estén cerca del cero. Ademas con este método
se pueden encontrar raices complejas.

Las raices son:

GP = 1 GP = 2
Rl =-1.0 Rt =-1.0 + 1.01
R2 =-1.0 - 1.01
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Analizando las graficas anteriores y las raices se concluyé lo siguiente:

e Cuando el grado del polinomio de Taylor es par, todas las raices son complejas.

e Cuando el grado del polinomio de Taylor es impar, una raiz es real y las restantes son
complejas.

e Los ceros reales son negativos.

e Los ceros reales se alejan hacia menos infinito conforme el grado del polinomio crece. Por
ejemplo:

Grado 1 5 15 25 45
Raiz | -1.0 | -2.180607 | -5.043887 | -7.872305 | -13.495993

e Los ceros complejos se distribuyen simétricamente alrededor del eje real y un poco mas
de la mitad de ellos tienen parte real negativa.

e MecIntosh observé que en las graficas de las superficies de valor absoluto de los diferentes
polinomios de Taylor que aproximan a e”, se observa que el polinomio aproxima a la
exponencial adecuadamente dentro del circulo de convergencia de las raices, fuera del
circulo el polinomio toma valores cada vez mas grandes y no aproxima a e~.

McIntosh comenté que en la Biblioteca del Departamento se encuentra una referencia en la
cual se establece que los ceros del polinomio de Taylor que aproxima a e* tienden a infinito en
forma parabdlica. Se buscé la referencia pero no se encontré (la bisqueda no fue exhaustiva),
por lo que se realizé un programallamado “gemc.c” que ajusta la raices obtenidas del polinomio
de Taylor que aproxima a e” por el método de minimos cuadrados con un polinomio de grado
dos y grafica éste y las raices. Se obtuvieron las siguientes graficas:

Ajuste por M.C. de las raices del P.T. de EXP(Z) GP - 4
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-2.266 < X < 1.645 -4.200 < 1< 4.20
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Ajusle por M.C. de las raices del P.T. de EXP(Z) GP = 13
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-5.90S < X < 12.871  -12.000 < | < 12.00

Ajusle por M.C. de las raices del P.T. de EXP(Z) GP = 18
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-9.235 < X < 16.602 -14.400 < ] < 14.40
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Ajusle por M.C. de las raices del P.T. de EXP(Z) GP = 45
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-18.135 ¢ X < 30.598  -30.000 < 1 < 30.00

Analizando las gréficas previas se concluyé que:

e El polinomio de minimos cuadrados de segundo grado tinicamente coincide con los poli-
nomios de Taylor de grado tres y cuatro.

e En los polinomios de Taylor de mayor grado las raices complejas con parte real mas
positiva tienden a cerrar y a no seguir al polinomio de ajuste de minimos cuadrados.

Con respecto al punto anterior, se procedié en otra direccién. Conociendo el eje de la
parabola y teniendo tres puntos se puede generar una parabola que pase por los tres puntos.
Por lo cual se procedié a tomar las tres raices que estan mas cerca del eje real, y tomando
el eje real como eje, se generd la parabola que pasa por las tres raices. Esto se realiza con el
programa “gep.c” que toma tres de las raices obtenidas del polinomio de Taylor que aproxima
a e” y traza la pardbola que pasa por esos tres puntos. Se obtuvieron las siguientes graficas:

13



Parabola gen. por 3 ralces del P. T. de la EXP(Z) GP = 4
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-2.365 < X < 2,743  -4.800 < | < 4.80

Parabola gen. por 3 ralces del P. T. de la EXP(Z) GP = I3
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Parabola gen. por 3 raices del P. T. de la EXP(Z) GP = 18
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-7.391 < X< 10.560 -18.000 < | < 18.00

Parabola gen. por 3 ralces del P. T. de la EXP(Z) GP = 45
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Con respecto a estas graficas podemos decir:

e Las graficas muestran que la raices caen dentro de la parabola generada y que no la
ajustan adecuadamente. Sin embargo, se puede pensar en un comportamiento asintético
de las raices con respecto a la parabola.

e Las raices del polinomio de Taylor que tienen mayor desviacion de la parabola, podrian
indicar que posiblemente habia errores de redondeo y de truncamiento en la evaluacion
del polinomio.

Con respecto al tltimo punto se decidié emplear el programa Mathematica para estudiar
esa posibilidad. Se calculé las raices del polinomio de Taylor que aproxima a e* con precisién
de mil digitos significativos, comparando este resultado con los obtenidos previamente con el
programa “cmuller” los resultados concuerdan. A menos que se requiera una precisiéon mayor
podemos tomar los valores de las raices como correctos.

Para ilustrar los errores que se generan cuando falla la precision con el programa Mathemat-
ica calculamos la aproximacién de la exponencial de grado setenta y cinco ( poly := Normal|
Series| Exp [z], 2, 0, 75 ] ] ) en la forma estdndar ( NSolve[poly==0, z] ) y en la forma que se
define mayor precisién (NSolve[poly==0, z, 50]) se obtuvieron las siguientes gréficas:
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El programa en Mathematica que genera las graficas previas es:

RootPlot[poly_, z_] :=
ListPlot[ {Relz]l, Im[z]} /.
NSolve[poly==0, z, 50],
Prolog -> PointSize[0.02] ] /;
PolynomialQ[poly,z]

y se le llama asi:

RootPlot [poly, z]

Para observar cémo se comportaba el polinomio de Taylor que aproxima a la exponencial
alrededor de puntos distintos al cero, graficamos con Mathematica los ceros de los polinomios
de grado 75 en el punto diez y en el punto veinte. Las graficas correspondientes son:
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Para ver si habia alguna simetria con respecto a la distribucién de las raices graficamos los
ceros de los polinomios de Taylor de grado dieciocho y cuarenta y cinco que aproximan a e~ 7,
la graficas correspondientes son:
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Buscando en la Biblioteca del Departamento, McIntosh encontré otra referencia titulada,
“Zero-Free Parabolic Regions for Sequences of Polynomials” de E. B. Saff y R. S. Varga. En
ese articulo se establece la existencia de regiones parabdlicas en el plano complejo libres de
ceros para algunas secuencias generales de polinomios, y dan como ejemplo de sus resultados
que la region:

v <4z +1), r>-1
no tiene ceros para todas las sumas parciales de la funcién exponencial, dada por la aproxi-
macion de Padé. Tomando en consideracion lo anterior se generaron dos graficas, en ambas se
muestran las raices de los polinomios (de grado 1, 5, 10, 15, 20, 25, 20, 35, 40 y 45) de Taylor

que ajustan a e” en el plano complejo junto con la pardbola que dan Saff y Varga en un caso,
y en el otro se encontré que la region libre de ceros esta dada por:

Y <T7(z+1), z>-1

Se determing este valor tomando como referencia las raices del polinomio de Taylor de grado
sesenta con la parte real mas positiva, y como vértice de la parabola —1 + 0z y el programa
“gep.C”.

Las graficas mencionadas son:
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