Traduccion

Marisol Roldan Palacios

En los diferentes cursos tomados con el Dr. Harold V. McIntosh, nos dimos
a la tarea del estudio de la iteracion de funciones de variable compleja; buena
parte de los libros consultados dan como punto de referencia el trabajo de Fatou y
Julia ! por lo que al obtener una copia de una parte del trabajo de Fatou: Sur les
Equations Fonctionelles, capitulos I, II, II] mismo que escribié en su lengua madre;
planteamos la traduccion al espafiol, como proyecto de trabajo de Servicio Social
a realizar en el Departamento de Aplicacién de Microcomputadoras del Instituto
de Ciencias de la B. Universidad Auténoma de Puebla con el fin de ponerlo a
disposicién de quienes compartan nuestro interés en su estudio.

Lquienes de manera independiente y casi simultdnea obtuvieron resultados equivalentes sobre
este tema de investigacion
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CONTENIDO %

SOBRE LAS ECUACIONES FUNCIONALES
INTRODUCCION

Las ecuaciones funcionales que expresan algunas igualdades entre funciones des-
conocidas de una o mas variables, y aquellas que se deducen de éstas a través de
substituciones (conocidas o desconocidas); han atraido la atencién de los gedmetras
desde hace mas de un siglo. Pero las primeras investigaciones relativas a dichas
ecuaciones, investigaciones sin relacién entre ellas y sin métodos bien definidos,
pertenecerian casi siempre al dominio de las matematicas recreativas. En una serie
de investigaciones de una remarcada elegancia, publicadas aproximadamente en
1884, M. Koenigs relacioné el estudio de ésas ecuaciones a la teoria general de
funciones analiticas segin Weierstrass. Considerando una funciéon holomorfa de
una variable compleja, M. Koenigs estudio los limites de las funciones iteradas en
la vecindad de un punto doble atractor, es decir, un punto donde la funcién y la
variable toman el mismo valor, la derivada de la primera siendo inferior en médulo
a la unidad. Es asi conducido a demostrar la existencia de una solucién holomorfa
de la ecuacion funcional de Schroder, de donde deduce la solucién del problema
de iteracién analitica y de diversas ecuaciones funcionales en una variable. Sus
investigaciones han sido seguidas por diferentes autores, principalmente por MM.
Leau (-), Grévy(-) y, en el caso mas dificil de funciones de dos o tres variables,
por MM. Picard (), Poincare(—), Hadamard () y Lattes (-).

Pero las investigaciones de éstos diferentes autores no les llevaron en general,
aparte de algunos casos simples, més que a la demostracién de la existencia de solu-
ciones de las ecuaciones funcionales, que se encuentran definidas por un elemento
de la funcién analitica. El conocer el dominio de existencia de esas funciones y el
estudio de sus singularidades esta en relacion estrecha con el estudio de dominios
de convergencia de potencias de las substituciones que figuran en la ecuacion con-
siderada. Limitandome al estudio de la iteracién de substituciones racionales efec-
tuadas sobre una sola variable compleja, y a ecuaciones funcionales relacionadas,
me esforce en determinar éstos dominios de convergencia y en establecer algunas
propiedades de las trascendentales uniformes que satisfacen a esas ecuaciones. En
una nota publicada en 1906 di a conocer una condicién de suficiencia para que las
iteradas de una funcién racional convergan hacia un punto doble atractor en todo
el plano, excepto en los puntos de un conjunto perfecto en todas partes discontinuo
que forma la frontera del dominio de convergencia. De igual forma indiqué los casos
donde la substitucién presenta dos puntos doble atractor cuyos dominios respec-
tivos son de una sola pieza, simplemente conexos y separados por una curva que, en
general, no es analitica. Retomando recientemente el estudio de éstas cuestiones,
primero he dado a conocer, una clase extensa de substituciones racionales; para las



vi CONTENIDO

cuales el problema de la iteracién, desde un punto de vista que nos ocupa, puede
ser resuelto de una forma completa y sencilla. Estas son las substituciones que ad-
miten un circulo fundamental. Enseguida reconoci, que las recientes investigaciones
con relacion a las funciones analiticas que admiten valores excepcionales permitian
abordar el problema en toda su generalidad; las propiedades de las funciones a
las que hacemos alusién son debidas principalmente a MM. Landau y a Schottky,
y son la extension de los teorema de M. Picard sobre las funciones enteras. M.
P. Montel aplicando el concepto de serie normal de funciones analiticas que le es
debida, llego a teoremas elegantes y de empleo muy sencillo en las aplicaciones.
En nuestras investigaciones hicimos exclusivamente uso de las proposiciones de M.
Montel. Asi reconocimos que la limitacion de los dominios de convergencia de las
iteradas de una funcién racional esta relacionada al estudio de un conjunto per-
fecto, que definimos como el conjunto de puntos donde las iteradas no forman una
serie normal; éste es (igualmente) el conjunto derivado de puntos frontera de los
dominios donde las iteradas se distribuyen en series parciales uniformemente con-
vergentes. Aplicando a las funciones inversas de las funciones iteradas los teoremas
de M. Montel, obtuvimos ademas un resultado importante, a saber, la limitacién
del niimero de grupos de puntos periédicos o ciclos cuyo multiplicador es mayor o
igual en médulo a la unidad. En fin hemos podido establecer, de menos en casos
muy generales, que las curvas limite de los dominios de convergencia son curvas
que no tienen tangente en punto alguno, 6 en algunos casos particulares tangentes
solamente en una infinidad de puntos no numerable; debemos exceptuar las substi-
tuciones en el circulo fundamental e hipotéticamente algunas otras substituciones
particulares para las cuales la cuestién parece dificil dilucidar. Encontramos en
éstas investigaciones algunos autores que llegaron de manera independiente a re-
sultados andlogos a los nuestros, particularmente MM. Ritt, Lattes y sobre todo
M. G. Julia, cuyas notables investigaciones han sido objeto de una Memoria atin
no publicada, reconocida por la Academia de Ciencias, y cuyos resultados han sido
resumidos por el autor en diversas comunicaciones(—).

Hemos dividido esta Memoria en siete Capitulos.

El Capitulo I trata la iteracién de funciones racionales desde un punto de vista
puramente algebraico. Establecimos una relacion fundamental entre los multipli-
cadores de puntos dobles de una misma substitucién, lo que condujo facilmente a
la consecuencia de que siempre existe al menos un punto doble del multiplicador
mayor que 1 en médulo o igual a +1. La misma relacion aplicada a las sustituciones
iteradas condujo a la consecuencia de que siempre existe una infinidad de ciclos
cuyo multiplicador es mayor que 1 en médulo o igual a +1. Aunque éste resultado
sea mucho menos preciso que aquél que resulte de la aplicacion de los teoremas
generales sobre las series de funciones analiticas, la manera elemental obtuvo el



CONTENIDO vii

mérito de atraer la atencion, y el método quizd podria conducir a otros resulta-
dos. Terminamos este capitulo por la exposicién de algunas observaciones que se
relacionan con los elementos de la teoria de funciones algebraicas y atanendo a los
dominios invariantes.

El Capitulo II, el cual trato el problema local de la iteracién, comprende, de-
spués de enunciar los resultados bien conocidos debidis principalmente a MM.
Keenigs y Leau, la exposicion de nuevas proposiciones referentes a los puntos dobles
de multiplicador igual a +1 o a una raiz p-ésima de la unidad. Damos una ex-
presion asintética precisa de las funciones iteradas que llevo a la demostraciéon de
la existencia de una solucién de la ecuaciéon de Abel y al estudio de las propiedades
de esta solucion.

El Capitulo IIT fué consagrado al estudio de substituciones en el circulo fun-
damental y de algunos otros que pueden ser estudiados de una manera andloga.
Habriamos podido abreviar esta expoicion utilizando los teoremas generales del
capitulo siguiente; pero hemos preferido conservar esta exposicion elemental, los
métodos empleados pueden ser ttiles en la solucién de otros problemas que encon-
tremos en ésta teoria.

El Capitulo IV contiene la aplicacién de la teoria de familias normales a las
funciones iteradas y a sus inversas. Damos las principales propiedades del conjunto
perfecto caracteristico F'y damos a conocer la manera, por otra parte en teoria
muy imperfecta, de encontrar los puntos dobles o periédicos en ntimero limitado;
que son puntos limite de consecuentes de ciertos dominios.

El Capitulo V contiene la exposicion de ciertas propiedades de dominios rela-
tivos a los puntos dobles, refiriendo principalmente al orden de coneccién, y diversas
aplicaciones numéricas.

El Capitulo VI contiene las investigaciones relativas al caracter no analitico de
curvas que limitan los dominios y a la no existencia de tangentes a esas curvas.
Las demostraciones empleadas recaen por una parte sobre la propiedades de la
representacion conforme y por la otra, sobre las propiedades de series normales
debidas a M. Montel, y algunas otras que se derivan facilmente.

El Capitulo VII es consagrado al estudio de trascendentales uniformes que verifi-
can las ecuaciones funcionales de Schroder y de Abel y algunas ecuaciones analogas.
Veremos que las investigaciones expuestas en ésta Memoria aiin presentan huecos
que no llegamos a satisfacer, principalmente en el estudio de ciertos casos singu-
lares que parecen mas dificiles que aquellos casos generales, y para los cuales los
métodos empleados no dieron mas que resultados insatisfactorios. Es entonces un
deseo que sean seguidos.



Capitulo 1

1. Sea R(z) una funcién racional de grado d (d > 1) de la variable compleja z;
si tenemos

2=R(), =Rz
podemos expresar a z en funcion de z a través de la relacion
z2n = Ry (2),

donde R, (z) designa una fraccién racional cuyo grado es (exactamente) d".
Las funciones R, Ry, ..., R,,, ... son las iteradas sucesivas de R(z). Los puntos
21,29y -y Zn, --. SON llamados consecuentes sucesivos del punto z; en particular
z1 = R(2) es el consecuente inmediato de z. Inversamente, dada z; los puntos
raiz z_, de la ecuacién R, (y) = z son los antecedentes de rango n del punto
z; esos puntos, en total d”, son distintos cuando z es arbitraria. En particular
los antecedentes de rango 1 seran también llamados antecedentes inmediatos
de z. Podemos escribir z_, = R_,(2) siendo R_,(z) una funcién algebraica
en d" ramas! que es la funcién inversa de R,(z). Como consecuencia de la
existencia de esos valores multiples, dos puntos pueden dar lugar, en las series
de sus consecuentes respectivos, a un término comun sin ser consecuente el
uno del otro; si dos puntos z y 2’ son tales que R,(z) = R,(2") para dos
valores enteros positivos convenientes n y n’ decimos que son equivalentes;
ésta es en efecto la condicién necesaria y suficiente para que los puntos z y 2’ se
deduzcan el uno del otro por una substitucién del grupo GG de substituciones
algebraicas que se derivan de la substituciéon [z | R(z)] y de su inversa;
veremos que ese grupo puede ser estrictamente o no discontinuo; su estudio
estd estrechamente relacionado a todas las cuestiones examinadas en ésta
investigacion.

Uno de los problemas fundamentales que se presentan en el estudio de la
iteracion de substituciones racionales es la busqueda de figuras invariantes

!Markushevich [1] da una amplia definicién del concepto.
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mediante estas substituciones y en primer lugar de los puntos invariantes.
Los puntos invariantes o puntos dobles de substitucién: z; = R(z), corre-
sponde a los valores finitos o infinitos de z que cumplen la relacién z = R(z).
Para que el punto en el infinito sea un punto doble, es necesario y suficiente
que el grado del numerador de R(z) sea superior al grado del denominador.
Llamamos multiplicador de un punto doble & a un ntimero s igual a R'(«)
si a es finito, y a m si « es infinito. Verificamos inmediatamente que
ese numero s es relativamente invariante a toda transformacion homografica
efectuada simultaneamente sobre las variable z; vy z y méas generalmente a
toda transformacion conforme regular y biunivoca en la vecindad de un punto

doble. Tenemos? por otra parte, en la vecindad de o,
n—a=s(z—a)+k(z—a)’+---

0, si «a esta en el infinito,

z [

H= kA=t

S z
La condicién necesaria y suficiente para que el punto doble « sea raiz multiple
de la ecuacién R(z) = z es que el multiplicador s sea igual a +1. Si esto se

cumple tendremos; en la vecindad de ese punto doble, supuesta raiz de orden
q de la ecuacion R(z) = z,

n—a=z—a+k(z—a) + .. (k #£0)

0, si « esta en el infinito,

21 =z + + ...

za-1
El nimero total de puntos invariantes, cada uno contado con su grado de
multiplicidad como raiz de R(z) = z, es igual a d + 1.

2. Vamos a establecer una relacién importante entre los multiplicadores de pun-
tos dobles de una misma substitucién racional. Podemos suponer que el punto
en el infinito no es un punto doble. Suponemos, ademas, que los puntos dobles
son todos distintos. Consideremos entonces la fraccion racional:

1

p(z) = m

Zen el original: z; —a =s(z —a) + R(z —a)? + - --



Los puntos dobles « son polos simples de ¢(z) la que, por otra parte, se anula
en el infinito. Tenemos entonces

Igualando los términos principales ( en % ) de los dos ultimos miembros,
deducimos

>

1 S~

+1=0.

Tal es la relacion fundamental que queriamos establecer.

Una consecuencia facil de ésta relaciéon es la existencia de al menos un punto
doble de multiplicador mas grande, en médulo, que la unidad.

Pongamos, en efecto,

s = u+1v,
1 .
o = —— =&+,
s—1
Se sigue que
u—1
5_

w2402 —2u+1"
Las relaciones
—5
equivalen respectivamente a

u? + 0% =1, u? + v > 1, u? +0? < 1,
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es decir que la circunferencia | s |= 1, el exterior y el interior de ésta circun-
ferecia corresponden respectivamente, en el plano de la variable o, a la recta
R(o) = —%, y a los semiplanos a derecha e izquierda de ésta recta. En virtud
de la relacién fundamental, tenemos

Como d + 1 es al menos igual a 3 (d > 1), los £ no son todos inferiores o
iguales a —1/2, por eso resultarfa - & < —% < —1. Tenemos entonces, para

al menos un punto doble,

R(o) > —;

|s|>1

Remarquemos que podemos dar valores arbitrarios a todos los multiplicadores,
excepto a aquel que se encuentra determinado por la relacion fundamental;
es posible entonces, no tener mas que un solo punto doble para el cual | s |
sea superior a la unidad.

Si consideramos los coeficientes de la fraccién R(z) de grado d como vari-
ables independientes, las s que son funciones algebraicas de esos coeficientes
cumplen igualmente la relacién fundamental. Si esos coeficientes tienden a
valores numeéricos tales que alguna s llegue a ser igual a +1 y por consecuencia
i infinito, existe, en virtud de la relacién fundamental, otro multiplicador
que tiende a +1.

Suponemos ahora que, no siendo el infinito un punto doble, ciertos multipli-

cadores sean iguales a +1. Tendremos entonces para la fraccion ﬁ una
descomposicion en elementos simples de la forma
1 1 1 a_ CL_( —-1) a_q
T = +> 7 -+ Tt — ],
R(z) -z Zs—lz—a 2 (z—p)  (z—p)1! z—0

la segunda sumatoria siendo extendida a los puntos dobles del multiplicador
igual a +1 y el entero ¢ siendo como consecuencia > 1. De lo anterior
deducimos, entre los coeficientes a_; y los multiplicadores s diferentes de 1,

la relacién ;

ZS_1+Z/[a_t+1]:O




3. Consideramos ahora una funcién R, (z), la iterada de R(z), y las raices de la
ecuacion

R,(z) = z.

Sea « cualquier punto y p el entero més pequeno tal que R,(a) = «; los
puntos «, aq, ..., o1 son todos distintos, pues si tuvieramos ay = oy, h y k
siendo mas pequenas que p, deduciriamos que

Ry n(an) = Ry-n(aw),

es decir
Ry(a) = Ry nyi(a),

y como R,(a) = o :
o = Ryt () = Ry(a).

Si h > k, tenemos a ¢ = p+ k — h < p; por otra parte ¢ > 1. Entonces p no
seria el entero mas pequeno tal que R,(a) = a.

La serie a, iy, o, ... es periddica, el periodo comprendiendo p términos siendo
distintos todos sus términos. Diremos que los puntos (o, a, ..., a,—1) forman
un ciclo de orden p. Todos los puntos del ciclo son raices de la ecuacion
R,(z) = z. Considerados como puntos dobles de la substituciéon Z = R,(z),
todos tienen el mismo multiplicador. En efecto tenemos, suponiendo que
ninguno de los puntos « esté en el infinito,

s = R (a)=R(a)R () R(ap1)
= R,(o)
R (as);

el niamero s es el multiplicador del ciclo.

Subrayemos que las raices de R, (z) = z se distribuyen en ciclos cuyos ordenes
son divisores de n. En particular, entre esas raices, se encuentran aquellas de
R(z) = z, es decir los puntos dobles. Sea v un punto doble de multiplicador
s, de suerte que

R(z)=a+s(z—a)+a(z—a)?!+---  (a#0).

Facilmente encontramos por recurrencia
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+5"(z — a)
+as" M1 4 s 4 20T L
+s(n—1)(q—1)](z —a)l 4

R.,(2)—2z = (s"=1)(z—a«)
Fas" 14597 4 20D o gD ()

Se deduce que en tanto s es diferente de la unidad, o es un cero del mismo
orden de multiplicidad para R(z) —zy R,,(z)—z (es entonces un cero simple).
Es lo mismo si s = 41, pues en cuyo caso tenemos

R(z)—z = a(z—a)?+---,
R,(2)—2z = na(lz—a)+---,

es decir que « es un cero de orden ¢ para éstas dos expresiones.

Ahora suponemos que s es una raiz primitiva de s =1 (r > 1). Si n no es
miultiplo de r , « es una raiz simple de las dos ecuaciones. Si n es multiplo
de r, a es una raiz simple de la primera ecuacién y raiz de al menos orden ¢
para la segunda: exactamente de orden ¢ si 7! = +1, es decir si ¢ — 1 es
multiplo de 7, de orden superior a ¢, si ¢ — 1 no es multiplo de 7.

Si n es un numero primo absoluto, distinto de los enteros r en nimero limite
correspondiendo a los multiplicadores de los puntos dobles que son de la forma
e¥™% los ceros de R(z)—z son ceros del mismo orden de multiplicidad que los
de R, (z) — z; los ceros de ésta tultima funcién que no pertenecen a la primera,
en total d” — d, forman % ciclos de orden n. Veamos entonces que existen
ciclos de puntos de orden tan elevado como queremos, particularmente ciclos

de orden n cuando n es un numero primo superior a un cierto limite.

. Consideremos una fraccién racional R(z) tal que R(z) = z tenga todas sus
raices distintas; sea n un nimero primo distinto de los enteros r definidos en
el paragrafo anterior y t el multiplicador de un ciclo de orden n. Si ningun
t es igual a +1, el andlisis del pardgrafo 2 aplicado a R,(z) conduce a la

relacién .

1
nZ—t_lJrZSn_lJrl:O,




la primera sumatoria siendo extentida a % ciclos de orden n, la segunda a
d + 1 puntos dobles de multiplicadores s.

Para n = 2, tenemos la relacién

d2-d
2 1 d+1

1
QZ—t_1+Z$2_1+1=0,

1 1

valida en tanto ningun s sea igual a +1, ni ningun ¢ sea igual a +1. Multi-
plicamos por 2 los dos miembros de ésta relaciéon y le sustraemos la siguiente

1
ZS_1+1=0.

Con lo que obtenemos

2 1 d+1

1
4275_714—2_8_1—1-1:0.

1

Esta relacién que tiene lugar igualmente cuando los coeficientes de R(z)
son arbitrarios conserva un sentido cuando ciertas s tienden a +1 y sigue
cumpliendose, como lo expondremos en detalle al final de este paragrafo, una
condicién para reemplazar s por +1 un ntmero de veces igual a la suma de
los ordenes de multiplicidad de los puntos dobles de multiplicador +1 como
raices de la ecuacion R(z) = z.

Se deriva facilmente de esta relacién (donde suponemos t # +1, s # —1)
que siempre existen ya sea un valor de t, 6 dos valores de s superiores a la
unidad en médulo, o bien un s igual a +1 y otro mas grande en moédulo que
1. En efecto si tenemos | t |< 1 para todos las parejas de orden dos, ningun
s siendo igual a +1 , y un solo s, que designamos por s', siendo superior a
1, en médulo, igualando a cero la parte real del primer miembro, la relacion
precedente da:
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siendo P y @) dos cantidades positivas o nulas. Como d > 2, d22_ d>1, delo
que obtenemos:

d2 d
1
éR(_S,_l) = —1+4Z +Z + H,

—-s'—1

siendo H y K dos cantidades positivas o nulas.

Por otra parte, la relacién fundamental del paragrafo 2 da

d 1 1
S(coq)+5—gtt = 0
s—1

1

£(4-1) ot

-1
)+l =0 (@20,
1

< ) — —1+Z( )+EL
<s—1> = M=0

Tendremos entonces simultaneamente

1
>
9%(8,_1> > 0,

3%( ! )2 2> 0.
—s' =1

Estas dos desigualdades son incompatibles. En efecto, teniendo s’ = u + v,
deduciriamos

u—1>0

u+1<0,

que son evidentes.

Suponemos ahora un s igual a +1 (conservando las hipdtesis t # +1, s # —1).
La igualdad

d2—d
d+1 1

42%(t—1>+2%< s—1> =0

1




muestra entonces, que existe un |t | o un | s | superior a 1 lo que se deriva
del anélisis del paragrafo 2.

Combinando estos resultados con aquellos de la seccién 2, veamos en defini-
tiva que siempre existe ya sea dos puntos dobles distintos, o un punto doble y
una pareja periodica de orden 2 cuyos multiplicadores son superiores a 1 en
modulo o iguales a £1.

Ahora suponemos que n es un numero primo cualquiera distinto de los enteros
r considerados anteriormente. Tenemos la relacién

d"—d

1
R R R

1 1

si ninglin s ni ningun t es igual a +1. Se sigue, como veremos, que para n
suficientemente grande, existe al menos un ¢ superior en modulo a la unidad,
pues igualando a cero la parte real del primer miembro, tenemos

# 1 d+1 1
n 3 R(=y) 2R 1o

1

El segundo término del primer miembro queda acotado cualquiera que sea n;
pues la parte real de ﬁ tiende a —1 para n infinito si | s |> 1, a cero si

| s |<1yesigual a — si|s|=1, tenemos entonces para cualquiera que sea
n?
d+1 1
A< R <> +1<+A
21: s"—1 ’

siendo A fija. Si todos los | t | fueran inferiores a 1, tendriamos
d

S - (5

1

en valor algebraico; y por consiguiente

" —d
2

< A,

. . n__ . . . . , .
lo que es claramente imposible, de tiende a infinito junto con n. Asi que, si
una substitucion racional no tiene mas que puntos invariantes distintos, posee
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ciclos de orden n cuyo multiplicador es mas grande que 1 en moédulo o igual
a +1, en el supuesto que n sea un nimero primo suficientemente grande.

Vamos a mostrar que la conclusion subsiste cuando la substitucién tiene
puntos invariantes idénticos, es decir de multiplicador igual a +1. En efecto,
si primeramente los coeficientes de R(z) son arbitrarios, tenemos las dos
relaciones

d"d

03

d+1

d+1 1
> +1 = 0,
s—1

1

de donde deducimos

d+1 1

Z t_1+Zﬁn J+1-—=0,

expresando
1 1 1

s"—1 mns—1

ﬁn<5) =

. 1. : n—1
B,(s) no tiene polo en s = 1; su valor en ese punto es igual a —"%~.

La identidad precedente, que tiene lugar cuando los coeficientes de R(z) son
arbitrarios, subsiste cuando ciertos multiplicadores s llegan a ser iguales a
+1, teneniendo en cuenta que los valores de s son multiplos. Igualando a
cero la parte real del primer miembro, tenemos

d"—d

ZéR( )+d§§reﬁn +1—;:0.

Vemos facilmente que R[5, (s)] tiende a cerosi | s |> 1, a —1si|s|< 1,y
a —3 si|s|=1, sin excluir el valor s = +1. EI analisis precedente muestra
entonces que aunque n sobrepase un cierto limite, existe al menos un valor
| t |> 1, que es la conclusién por defecto solamente si existe un ¢t = +1. Es
importante justificar de una manera precisa la sustitucion de s por +1 en
la ultima férmula, aunque haya puntos invariantes idénticos. Sea R(z) una
fraccién racional tal que la ecuaciéon R(z) = z admite la raiz z = 0 con un
orden de multiplicidad igual a ¢ > 1, de suerte que

R(2) = z 4+ az? + b2t ...
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Reemplazemos R(z) por R(z) + A, siendo A un parametro arbitrario; R, (2)
llega a ser R, (z, A), funcién racional de z y de A. Las raices de las ecuaciones

R.(z,\) =z

R(z)+ A==z

son funciones algebraicas de A que son holomorfas para A = 0 si las expre-
siones

0
2 (Rute ) -

' 0
a[Rn(z) + A —z]

no son nulas para A = 0, es decir si los multiplicadores t y s son diferentes de
+1 para A = 0; si es asi los multiplicadores de los puntos dobles y los ciclos
de orden n, para A cualquiera, teniendo para las expresiones

0
aRn(z, A)
' 0
D taG) + 3 = R,

son igualmente funciones holomorfas de A, continuas por consecuencia para

A=0.

Consideremos ahora el punto doble z = 0 raiz de orden ¢ de la ecuacion
R(z) = z. Para \ infinitamente pequeno, la ecuacién R(z) + A = z es decir

AN azd 4+ bz 4o =0
admite ¢ raices infinitamente pequenas, formando un ciclo, y derivables segiin
1
las potencias de A,

2= ANi + BXi + - -

Los multiplicadores correspondientes tienen por expresion

s=R(2)1+qaz"" + (q+ Rz 4 =1+ ON'T 4o
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Estos ¢ multiplicadores toman el valor de 1 y son continuos para A = 0.
Vemos aqui que el paso al limite efectuado en el curso de este pardgrafo es
una legitima condicién de reemplazar s por +1 en las férmulas un nimero
de veces igual a

¢+qd+q" + -,

siendo ¢, ¢, ¢" los ordenes de multiplicidad de los diversos puntos dobles de
multiplicador +1, en calidad de raices de R(z) = z. Entonces esto demuestra
en todos los casos que eziste una infinidad de ciclos cuyos multiplicadores son
superiores a la unidad en valor absoluto o iguales a +1. Demostraremos mas
tarde un teorema mucho mas preciso, a saber que existe solamente un niimero
finito de ciclos cuyos multiplicadores son mayores o iguales a la unidad en
valor absoluto; pero éste tltimo resultado no podra ser obtenido més que por
métodos trascendentales, a saber, por la aplicacién de los teoremas recientes
referentes a las series de funciones analiticas. El resultado demostrado aqui,
el cual nos servirda para los desarrollos ulteriores; ha sido obtenido, por el
contrario, a través de un método algebraico elemental mismo que puede ser
susceptible de desarrollo posterior.

. Ahora vamos a abordar otra investigacién igualmente elemental, a saber

aquella de los puntos que solamente tienen un ntimero finito de antecedentes.
Sea a uno de tales puntos y R(z) la fraccién racional considerada. Es claro
que a es un punto periodico, pues teniendo a dos antecedentes de rangos
diferentes p y p + ¢ que coinciden, tendremos

Ryrqlapig) = a,
Ryigla—p) = Ry[Ry(a—p)] = Ry(a).

Como a_, = a_,_4, tenemos también: a = R,(a), es decir que a es un punto
doble de substitucién [z | S(z)], expresando

S(z) = Ry(2).

Esta tultima substitucion da lugar a una cadena de antecedentes de a que
designaremos por
a,a_1,0_9,...,0_pn,...,

y cada uno de éstos es antecedente inmediato de aquel que esta escrito a su
izquierda, es decir tenemos

S(afn) = G_(n-1),



de donde deducimos

Sk(—n) = a_(n—p) (k=1,2,...,n).

Siendo finito el niimero de antecedentes distinto de a, tendremos
—p = Q—p—q (g =1),

de donde

Sprq-1(a-p) = Sprg-1(a-p—g)-
Ahora bien, evidentemente
Spai(a_y) = SyrSpla_y)] = S,1(a) = a,
Sp+q—1(a—p—q) = a-1.

Por consiguiente,
a=a_1q.

13

Entonces todos los antecedentes inmediatos de a son iguales a a. Si procu-

ramos que, para una transformacion homografica previa, a sea el punto en
el infinito, la ecuacién S(z) = oo teniendo solamente raices infinitas, S(z) es

un polinomio.

Entonces somos llevados a tratar el problema siguiente:

Encontrar las funciones racionales R(2) para la cual una de las iteradas R,(z)

sea un polinomio.

Si R(z) no es un polinomio, sea @ un polo de R(z) a distancia finita. En

virtud de la identidad

R[R,_1(z)] = S(z) = polinomio en z,

la ecuacién

produce
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De lo anterior se sigue que la fraccién racional 4 5 ho tiende a infinito

1
qfl(Z
mé&s que para z en el infinito, ésto es entonces un polinomio P(z), y tenemos

Rq_l (Z) =w +

Si R(z) tuviera otro polo @’ a una distancia finita, tendriamos

_ 1 -, 1
R, 1(2) =w+ P =W )

siendo P’ otro polinomio, esto es imposible, porque deduciriamos

L, _Px)-P(2)
P(2)P(z)

No siendo constantes Py P’, el grado del numerador en el segundo miembro
es inferior al grado del denominador; la igualdad puede tener lugar solo si
ambos miembros son identicamente nulos; @ = @'. R(z) tiene entonces un
polo tnico a distancia finita, y podemos escribirlo

A

siendo A y B dos polinomios en z de los cuales el primero es de grado inferior

a h. Vemos que B es una constante, si no el infinito serfa un punto doble de la

sustitucién Z = R(z) y de todas sus iteradas, en particular de Z = R,_1(2),
1

que es incompatible con la igualdad R,_1(z) =W+ Py due da Ry_1(00) =w.

Vamos a ver que A también es una constante. Tenemos, en efecto,

R,_1[R(2)] = S(z) = polinomio en z.

Invirtiendo la regla de las funciones R y R,—1 en el razonamiento hecho
anteriormente , vemos que R,_1(#) tiene un polo tnico p a distancia finita,
y ademas
1
R(z)=pt 7.
Q(2)

siendo @)(z) un polinomio. Igualando las dos expresiones obtenidas para
R(z), tenemos
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de donde, para z = oo
p =B,

y como A no es divisible por (z — @) obtenemos enseguida

A = const.

Tenemos entonces A

(z—w

Pero también tenemos para R,_1(z), que admite el inico polo p a distancia
finita, la expresion siguiente, donde C' y D son polinomios:

C

Bi@) =

+ D,

siendo C' de grado inferior a k y no divisible por z — p. Igualando las dos
expresiones de R,_;(2), tenemos

Haciendo z = oo vemos que D es igual a la constante @w; de donde se deduce
que C' es también una constante. Obtenemos® finalmente

Ry i(2) = — +0,
siendo A y C dos constantes. La identidad
Ry1[R(2)] = R[Rq-1(2)]

da entonces A
@(z )t p=—(-0)"+w.

3en el original R,_1(z) = ﬁ +w
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Deducimos, igualando en los dos miembros los términos en z** y z#h=1

hay lugar para detenerse en el caso trivial donde k = h = 1),

(no

A C
o Toan
w = p.

Obtenemos finalmente la expresiéon de R(z):

G-

Bajo esta forma, es evidente que las iteradas de orden par de R(z) son poli-
nomios, mientras que las iteradas de orden impar admiten el polo z = @.

De lo anterior se sigue facilmente que dada una substitucién racional Z =
R(z), todo punto a admite una infinidad de antecedentes, salvo en los casos
siguientes: 1o Si la substitucion se lleva a la forma polinomial, existe un
punto: el punto en el infinito, que es igual a todos sus antecedentes; 20 Si la
substitucién se lleva a la forma Z = Az™, existen dos puntos 0 e co gozando

de ésta misma propiedad; 3o Si la substitucién se lleva a la forma Z = <&

zm)

hay dos puntos 0 e oo formando un ciclo de orden dos que constituyen el
conjunto de antecedentes de cada uno de ellos.

. Haremos intervenir frecuentemente, en los capitulos siguientes, los puntos

criticos de las funciones inversas R_,(z). Vamos a mostrar que esos puntos
son los consecuentes hasta el rango n — 1 de los puntos criticos de la funcion
R_1(z). En efecto, los puntos criticos ¢ de R_1(z) son los valores de ¢ para
los cuales la ecuacién R(z) = c tiene dos raices iguales. De igual forma los
puntos criticos de R_,(z) son los nimeros ¢ para los cuales la ecuacién

Ry(2) = Roa[R(2)] = ¢

tiene dos raices iguales. Esta tultima ecuacion equivale al sistema

R, 1(x) = (|,
R(z) = = (1.1)
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Que tendra una raiz doble si alguna de éstas ecuaciones tiene una raiz doble;
y si es la segunda, z es igual a un punto critico ¢ de R_1(z) y tenemos

d =R, 1(c).

Si la primera ecuacién es la que tiene una raiz doble, ¢’ es un punto critico
de la funcién R_(,_1)(2). Asi se deduce que si la proposicién enunciada es
verdadera cuando reemplazamos n por n—1, aun es verdadera para n, pues los
puntos criticos de R_,(z) son entonces los puntos: ¢, R(c), ..., R,—2(c), R,—1(c).
Ahora bien, para n = 1, la proposicién es una simple tautologia; la cual es
entonces general.

Tendremos que completar éstas notas sobre puntos criticos, pero debemos
dar ciertas definiciones y propiedades simples referentes a los dominios inva-
riantes para una substitucion racional. Sea D un dominio conexo y abierto,
es decir un conjunto de puntos bien conectados y no teniendo més que pun-
tos interiores; los puntos frontera de D son los puntos que, no pertenecen
a D, son limites de puntos de D; si z describe D, z; = R(z) describe D
que es también un dominio conexo y abierto (la demostracién es inmediata);
los puntos frontera de D; provienen de puntos frontera de D, lo reciproco
no siempre es verdadero (a menos que se considere D; extendida sobre una
superficie de Riemann a distintas capas? ®). Si D y D; coinciden, diremos
que D es invariante para la substitucién [z | R(z)]. Por consecuencia no
tendremos que considerar mas que dominios invariantes con frontera invari-
ante, es decir tales que R(¢) sea punto frontera de D si también lo es de e.
En adelante asumiremos, para simplificar las discusiones, que se cumple esta
condicién.

Ahora vamos a definir la funcién inversa de R(z) restringida a D; esto es,
para cada punto z en D, el conjunto de los valores de la funcién R_;(z)
cuyos puntos representativos son ellos mismos interiores a D, los diversos
valores de ésta funcién, que designamos por R(_li)(z), se permutan entre si
evolucionando a lo largo de lineas cerradas interiores a D: pues si b y b’ son
dos valores de esta funcion en el punto a, tenemos

R(b) = R(V) = a;

by ¥, siendo interiores a D, pueden estar unidas por una linea simple L inte-
rior a D; z describiendo a L, z; = R(z) describiendo a L; igualmente interior

4N.T. hojas
®en el libro de Markushevich [2] encontramos una amplia explicacién
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a D que se cierra en a: inversamente, z describiendo el camino cerrado L en
D, la funcién RP|(z) que toma en a el valor b prolongado analiticamente a lo
largo de la linea L1, tomara el valor b’ en la extremidad de esta linea recorrida
por completo. Reciprocamente si hablamos de a con la determinacion b de
R_1(z) (siendo b interior a D), mientras z describe caminos interiores a D,
lo mismo sucede con el punto z_; = R_1(z), si no z_; alcanzaria la frontera
de D y lo mismo sucederia con z, pues suponemos invariante la frontera.

Deducimos que la funcién R(fi) (z) posee 7 valores, con 7 independiente de
2,y éstos valores de 7 siendo aquellos que se obtienen a partir de uno de los
valores de la funcién en un punto de D por prolongacién analitica® a lo largo
de cualquier camino interior a D. Si ahora consideramos la funcién R, (z)
que deja invariante el dominio D y su frontera, la funcién inversa restringida
a D posee 4™ valores: tenemos, por otra parte, la identidad

R (2) = RDRV) (),

~(ntn)

atribuyendo al segundo miembro de las funciones R(_[:l) y R(f;)/ sus diversos
valores en nimero 7" y v respectivamente.

Los puntos criticos de la funcién R(,Dl)(z) son los puntos c interiores a D tales
que la ecuacién R(z) = c tenga al menos dos raices idénticas e interiores
a D. La misma observacién se hace para la funcién R(_Dn)(z). De ésto y
del razonamiento hecho al inicio de éste paragrafo se puede deducir que los
puntos criticos de la funcion R(le)(z) son los consecuentes hasta el rango n—1
incluyendo los puntos criticos de la funcion R(,Dl)(z).

Ahora vamos a introducir una nocién igualmente ttil para los desarrollos de
los capitulos siguientes, el de dominio completamente invariante; llamaremos
también un dominio que no solamente es invariante por la substitucién con-
siderada, sino que aun contiene todos los antecedentes de cada uno de sus
puntos. Un dominio completamente invariante tiene siempre una frontera
invariante. Vamos a establecer que, si un dominio completamente invariante
es simplemente conexo, siempre encierra al menos d — 1 puntos criticos de
la funcién R_;(z). Dejando de lado los casos faciles donde D contiene todo
el plano o bien posee un punto frontera tinico. Podemos suponer que D no
contienen el punto en el infinito: concluyendo que R(z) no tiene polos inte-
riores a D. Si a es un punto interior a D podemos trazar en D un contorno
cerrado simple e (constituido si queremos por un arco regular y sin punto

bpara aclarar este concepto podemos referirnos a George Polya [3], Walter Rudin [4] y Marku-
shevich [2].
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doble de curva analitica) comprendiendo a a en su interior y cuyos puntos
estan tan proximos a la frontera de D como queremos, para convencernos,
podemos utilizar la representacién conforme de D sobre un circulo de radio
1 tomando para € la curva que corresponde en D a una circunferencia de ra-
dio 1 — € concéntrica al circulo representativo; o atin hacer un razonamiento
directo viendo a D como limite de dominios acotados por arcos de circulo.
Sentado esto, decimos que si € es suficientemente cercano a la frontera, todas
las ramas de la funcién R_;(z) se permutan circularmente sobre €. En el
caso general, las diversas ramas de una funcién algebraica, cuando el punto
representativo de la variable describe un contorno cerrado, forman un cierto
nimero de ciclos distintos y los valores que corresponden a un mismo ciclo
se permutan circularmente entre si cuando la variable regresa a su punto de
partida. Sea un ciclo de orden  de los valores de R_;(z) sobre € al cual le
co-rres-pon-de una curva €; descrita por el punto representativo de R_(z)
y que se cierra cuando z ha descrito v veces € en el mismo sentido; resulta
del caracter completamente invariante de la frontera y de la continuidad de
funciones algebraicas que las curvas €_; tienden uniformemente a la frontera
al mismo tiempo que e. Ahora consideremos las diversas raices a_; de la
ecuacién R(z) = a; que son interiores a D y que pueden estar unidas de dos
en dos por las lineas \ interiores a D cuya distancia a la frontera es superior al
nimero positivo €; como podemos suponer que todos los puntos del contorno
cerrado €_; estan a una distancia de la frontera menor que €, €_; no encuen-
tra las lineas \; los puntos a_; son pues todos interiores ¢ todos exteriores
a €_1; o cuando z describe una vez e_1, R(z) describe v veces seguidas en el
mismo sentido el contorno cerrado € que encierra a a en su interior; entonces
el argumento de R(z) — a a variado de 2ym y, puesto que R(z) — a no tiene
polos en D; concluimos que el niimero de ceros de esta funcién en el interior
de €_1 es igual a 7; como tenemos v > 1, entonces hacemos que todos los
puntos a_; sean interiores al contorno €_i; pues v = d y todas las ramas de
la funcién R_;(z) se permutan circularmente entre si a lo largo de e.

Ahora suponemos que R_1(z) no tuviera mas que los puntos criticos simples
alrededor de los cuales se permutan solamente dos soluciones de esta funcion,
que es el caso general. Llamemos A al dominio limitado por € e interior a
D, puesto que D es simplemente conexo; a partir de cada uno de los puntos
criticos de R_;(z) contenido en A, tracemos un corte extendiendose hasta el
contorno ¢; cuando cruzamos un corte, dos ramas u; y uy de la funcion son per-
mutadas entre si; decimos que el corte tiene el caracter (ik). Sean Ly, ..., L,
los diversos cortes escritos en el orden donde se suceden sus puntos de inter-
seccion con e descrito en sentido directo. Sea T = (i1, k1)(i2, k2)...(ip, kp) la
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tabla de caracteres de éstos cortes. Podemos cambiar el trazo de los cortes
de tal manera que se reestablezca la tabla T a la forma candnica

T =(1,2)"(2,3)...(d — 1,d)*1,

siendo los A; enteros positivos o nulos. Esos enteros son impares, pues, si
A1 fuese par, describiendo € con la solucién inicial u;, encontrariamos a u;
como solucion final después de una vuelta completa y no habria permutacién
circular de u; sobre €. Siendo A; impar, lo mismo sucede con Ay si no al
describir € con la solucién inicial u; obtendriamos wu, como determinacion
final y viceversa, de suerte que los dos valores u; y us formarian un ciclo
sOlo para ellos sobre €. Siendo A\; y Ay impares, lo mismo sucede con s,
si no los tres valores wuy, us, us se permutarian circularmente sobre €, y sin
interrupcion. Entonces existen al menos d — 1 cortes distintos y de carateres
distintos, de los cuales al menos d — 1 puntos criticos pertenecen a A y a
fortiori a D.

Si los puntos criticos de R_1(z) no son simples, la conclusién subsiste, un
punto critico al cual le corresponden diferentes ciclos de raices de ordenes
7,757, ... respectivamente siendo vistos como la reunién de (y — 1) + (7' —
1)+ (" — 1) + --- — puntos criticos simples. Bastard, para convencerse,
hacer variar infinitamente poco los coeficientes de R(z), lo que hara variar
infinitamente poco la posicién de los puntos criticos sin modificar la propiedad
que tienen las ramas de R_1(z) de ser todas permutadas entre si sobre €.

2(d—1) es el numero total de puntos criticos de R_;(z), resulta de lo anterior
que no pueden existir mas de dos dominios simplemente conexos y completa-
mente invariantes para substitucion [z | R(z)], si dejamos de lado los dominios
que no tienen mas de un punto frontera. Ese resultado es fundamental més
tarde. Ahora consideremos el caso donde el dominio D es invariante para
una cierta potencia de la substitucion dada, de suerte que denotando como
Dy, D, ... a sus consecuentes sucesivos tendriamos D = D, Dy = D4, ...; el
conjunto de dominios D, Dy, ..., D, forman entonces un ciclo de dominios
invariantes; siempre suponemos que las fronteras de esos dominios tienen el
mismo caracter de invarianza que los dominios mismos. Cuando z es inte-
rior a uno de ellos, D por ejemplo, existen ramas de R_i(z) cuyos puntos
representativos son interiores a D,_;; esas diversas ramas, cuyo numero es
independiente de la posicién de z en D, son aquellas que se deducen de una
de ellas por prolongacion analitica a lo largo de los caminos interiores a D;
definimos también la funcién R_;(z) restringida a D,_; y pasamos facilmente
de ahf a la definicién de la funcién R_,,(#) restringida al dominio D,_j, siendo
h el residuo de n(modp); los puntos criticos de ésta ltima funcién en D son
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los consecuentes hasta el rango n — 1 de los puntos criticos de las funciones
restringidas R_;(z) correspondiendo a los diversos dominios D;. Tomamos
por ejemplo n = 4,p = 3. Los puntos criticos interiores a D de la funcién re-
stringida R_4(z) son los puntos ¢, R3(c), R(¢")yRz(¢’) llamando ¢, ¢, ¢’ a los
puntos criticos de las funciones restringidas R_;(z) cuando z varfa sucesiva-
mente en los dominios D, D1, Dy que forman un ciclo de orden 3. La nocion
de dominio completamente invariante se extiende partiendo de si misma a un
ciclo de dominios. Por lo anterior es claro que si un ciclo de dominios de orden
p es completamente invariante y formado por dominios simplemente conexos,
p no puede mas que tener los valores 1 6 2; pues los dominios simplemente
conexos D, Dy, ...,D,_; son completamente invariantes para la subsitucién
[z | Ry(2)] luego entonces su niimero no puede sobrepasar a dos. Las nociones
de dominio invariante o completamente invariante se extienden sin dificultad
a conjuntos cualquiera. Veremos sin esfuerzo que un conjunto invariante que
no comprende mas que un nimero finito de puntos esta formado por la unién
de un numero finito de ciclos. Un conjunto completamente invariante y que
no comprende més que un ntimero finito de puntos esta formado de uno o de
dos puntos excepcionales (n°3).
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Capitulo 2

. En este capitulo estudiaremos los limites de las funciones iteradas en la vecin-
dad de un punto doble cuando el indice de la iteracién crece indefinidamente;
no supondremos en general, que la funcién de la cual hacemos la iteracion
sea racional, sino solamente holomorfa en la vecindad del punto doble.

Debemos recordar, antes de otra cosa, los resultados relativos a los puntos
dobles de multiplicador inferior, en moédulo, a la unidad a los que llamaremos
puntos dobles atractores; regresando, para mas detalle, a las investigaciones
ya citadas de M. Keenings. Sea a un punto doble atractor en la vecindad del
cual R(z) puede desarrollarse en serie de Taylor:

Riz)=a+s(z—a)+()(z—a)*+---  (|s] <1).

Existe un nimero p > 0 y un nimero k comprendido entre | s | y 1 tal que
de la desigualdad | z — a | < p se deriva

|R(z)—a| < k|lz—al,
| Ru(2) —a| < K'|z—af .

De lo cual se obtiene que, estando z en el ciculo v de radio p y de centro «, su
n-ésimo consecuente tiende uniformemente hacia o para n infinito. Ademas,

Ry (2) —

si s # 0, la relacién — tiende uniformemente hacia una funcién F'(z)

s
holomorfa en v y satisfaciendo la ecuacion funcional de Schroder

F[R(z)] = sF(z)

con las condiciones F'(a) = 0, F’'(«) = 1. El cambio de variable t = F'(z) que
equivale a la representacién conforme y biunivoca en la vecindad de z = «,

23
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permite llevar la sustitucién z; = R(z) a la forma canénica t; = st. De lo
anterior deducimos

t, = F[R,(2)] = s"t.

Del grupo de substituciones lineales t,, = s™"t, siendo estrictamente discon-
tinuo en todo dominio limitado que no encierra el punto t = 0, deduciremos
que el grupo G(n > 1) no es estrictamente discontinuo en toda corona com-
prendida entre dos circulos de radio suficientemente pequeno. Lo mismo
sucede en todos lo dominios antecedentes de este dominio coronal.

Consideremos ahora el caso de un punto doble de multiplicador nulo. Pode-
mos, por una transformacion lineal simple, regresar la substitucion a la forma

z=2"+a"""+---=R(z) (¢>1),

con el punto doble en el origen. Consideremos entonces un circulo v con
centro en el origen y de radio suficientemente pequeno para contener en su
interior los consecuentes de todos los puntos y para que, por otra parte, la
funcion R(z) no posea més que un solo cero en el origen. Las funciones

1 , : .
[R,(z)]a" son entonces, holomorfas en este circulo; el radical es elegido de
manera que el término principal en el origen sea igual a z. Decimos que
estas funciones convergen uniformemente hacia una funcién holomorfa en ~.
Establezcamos, en efecto,

un = [Ba(2)]7" =z,

i = B (7T = (R

de lo que se obtiene
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Es suficiente entonces, probar la convergencia uniforme del producto infinito
cuyo término general es [H (Zn)]‘%"7 es decir, de la serie cuyo término general
es qin log [H(2,)], tomando la determinacién del logaritmo la cual es nula en
el origen. Como z, tiende uniformemente a cero cuando z estd en v y lo
mismo sucede para H(z,), tendremos, a partir de un cierto rango n/,

1
H(z,)—1| <=
| Hza) = 1] <5

| H(z,) = 1| <Al z,| (A, constante positiva).
Debido a que |w | < 1

[log(1+w) [ <Jw|+|wf+]w +- <2]w]|

de lo anterior obtenemos

|log H(zn) | <24 2z, | .

Luego entonces, la convergencia uniforme de la serie > — | z,, | se demuestra

n
inmediatamente, estando los | z, | limitados en su conjunto y decreciendo més
rapido que los términos de una progresion geométrica convergente. Vemos fi-
1

nalmente que la serie de funciones [R,(2)]4" converge hacia una funcién holo-
morfa en v cuyo desarrollo en serie de Taylor alrededor del origen comienza
por un término igual a z. Si ®(z) designa esta funcién limite, tenemos!

IS

O[R(2)] = limy,— o [R(2)n41]7",

o=

B1(z) — limn_oo{[R(z)nH]q"“}q: limy oy [R(2)nsa] 7,

de donde

len el original esté:

() = limpono {[R(z)n + 1]qﬁ}q = lim,_o [R(z)n + 1)7,
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La existencia de esta funcion ®(z) parece haber sido demostrada por primera
vez por M. Bottcher; dicha funcién desempena un rol analogo a aquel de la
funcién de Schroder® para el caso de s # 0. Si establecemos t = ®(z),
obtenemos una representacién conforme y biunivoca de un circulo de centro
O del plano z sobre un dominio del plano de los ¢t rodeando el origen y la
substitucion z; = R(z) es llevada nuevamente a la forma canénica: t; = ¢.
Podemos llamar puntos asociados a dos puntos que tienen igual el conse-
cuente dezrjjrvlgo n; en el plano de los ¢, los asociados de un punto ¢ son los
13

puntos te 4" que aunque damos a los enteros N y n todos los valores pos-
itivos, forman un conjunto denso sobre toda la circunferencia de radio | t |
teniendo su centro en el origen. Si regresamos al plano de la variable z vemos
que, en un cierto dominio entorno al origen, los asociados de un punto son
densos sobre una curva cerrada analitica que pasa por este punto. Como dos
puntos asociados son equivalentes respecto al grupo G (n° 1) se sigue que
este grupo no es estrictamente discontinuo en un cierto dominio entorno del
origen y, por consecuencia, también en todos los dominios antecedentes, es
decir en definitiva en todo dominio cerrado en el cual los R, (z) convergen
uniformemente hacia un punto doble de multiplicador nulo. Existe entonces,
desde este punto de vista, una diferencia esencial entre los puntos dobles de
multiplicador nulo y los puntos dobles atractores de multiplicador no nulo.

Daremos ahora algunas indicaciones sobre las curvas analiticas invariantes
pasando por un punto doble atractor. Si el multiplicador no es nulo, somos
llevados a buscar las curvas analiticas invariantes mediante la substitucion
t; = st, y que pasan por el origen; si s es real, las rectas que pasan por el
origen responden a la cuestion y son las tnicas curvas regulares en el origen
que gozan de esas propiedades. Les corresponde en el plano de la variable
z un haz de curvas analiticas pasando por el punto doble, regulares en ese
punto e invariantes bajo la substitucién z; = R(z). Si, por el contrario, s
es imaginaria, no existe curva regular en el punto doble que responda a la
cuestién, sino solamente curvas analiticas para las cuales este punto es un
punto singular aislado, las mas simples son aquellas que corresponden a las
espirales logaritmicas del plano de la variable ¢ representadas por la ecuacién
t = 5™, donde \ designa una variable real en ¢, un punto fijo cualquiera, las
curvas correspondientes del plano de las z son igualmente las espirales que

2N.T. cuya expresién es:

F(f(2)) = AF(z) ecuacién de Schroder
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tienen el punto doble por punto asintético.

En el caso s = 0, somos llevados al estudio de curvas invariantes mediante la
substitucién t; = t9. Hay ¢ — 1 curvas regulares en el origen, que responden

a la cuestién; estas son las rectas de argumento Existen, ademas,

espirales logaritmicas invariantes que tienen el origen por punto asintético y
cuya ecuacion en coordenadas polares es
2N7
clw+ =%
= e ( + q—1 )7
siendo ¢ una constante real arbitraria, N un entero al cual basta dar los
valores 0,1,2,...,¢—2. Regresando a la variable z concluiremos con la exis-
tencia de ¢ — 1 curvas analiticas invariantes, regulares en el punto doble y
cuyas tangentes en este punto forman un haz isogonal, estas son las tinicas
curvas invariantes que son regulares en el punto doble. Hay, ademas, ¢ — 1
haces de curvas. Existen, ademas, ¢ — 1 haces de curvas espirales invariantes

que tienen el punto doble por punto asintético y cuyas ecuaciones se escriben
simplemente con ayuda del médulo y del argumento de la funcién ®(z).

Consideremos ahora un ciclo de puntos (a, a1, . . ., o,_1) de multiplicador mas
pequeno, en moédulo, que la unidad; sean d un pequeno dominio circular de
centro «; 01,09, ... los dominios consecuentes que encierran respectivamente
los puntos ag, a,.... Si el didmetro de d es suficientemente pequeno, los
dominios 9, d,, dap, ... son encajados unos en otros; lo mismo sucede para
01,0p41,02p11 - .. y en general de 0y, Opin, O2pth, - ... Ademds, el didmetro de

. 1 : . . .
0,, tiende a cero con —, de suerte que z siendo interior a uno de los dominios
n

3,01, ...,0p-1, Ry(2) converge periddicamente y de manera uniforme hacia el
sistema de las p constantes (o, oy, ..., a,-1). Si el multiplicador no es nulo,
demostramos que existe un sistema de p funciones holomorfas respectiva-
mente en los dominios 9,91, ...,0,—1 ¥ de derivadas no nulas en estos puntos
que satisfacen las ecuaciones funcionales

F[R(z)] = R'(a)Fi(2),
R[R(2)] = R(a1)Fy(2),
B[R(2)] = R(az)F3(2),

Fpa[R(z)] = Rlap-1)Fp(2),

de donde



28

CAPITULO 2.

F[R,(z)] = sF(z) [s = R(a)R(a1) ... R (ap-1)]-

Todo lo anterior supone a R(z) definida y uniforme en todo el plano, por ejem-
plo racional. Este resultado se deduce facilmente de la ecuacion de Schroder
en el caso de un punto doble, senalando que los puntos «, aq, ... son puntos
dobles de la substitucion [z | R,(2)].

. Ahora vamos a estudiar la iteracién de una substitucion uniforme en la vecin-

dad de un punto doble de multiplicador igual, en médulo, a la unidad, comen-
zando por el caso méas simple, aquel de s = +1. Este estudio ha sido realizado
por M. Leau en su Tesis; vamos a retomar su anélisis bajo una forma diferente
y completar, sobre muchos puntos, los resultados obtenidos por este eminente
gedmetra.

Sea « un punto doble en la vecindad del cual tenemos
1 /! 2
zlzR(z):z+§R ()(z —a)*+---

Primero nos situaremos en el caso donde R”(a) no es nulo (con esta condicién
demostramos muy facilmente el caracter de invariancia) y para mayor como-
didad asumiremos que « estda confinada al infinito por una transformacion
homografica previa. Tendremos entonces

b
21:Z—|—a+;+--- (a #0).
Siempre podemos orientar los ejes de manera que a sea real y positiva. Fi-

nalmente existe interés en estudiar el caso un poco mas general donde la
substitucién es de la forma

21 =2z+a+9Y(2),

siendo 1 (z) una funcién que puede tener un punto critico en el infinito, pero
tal que

| ¥(2) | < PIE (C,~ : constantes positivas)
z

Ademas el infinito, para esta funcién, es un punto singular aislado. Sea r el

radio de un circulo I de centro O tal que 1(z) sea holomorfo y uniforme en el
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dominio D exterior a dicho circulo donde hemos trazado un corte del punto
z = —r al infinito negativo siguiendo el eje real. Sea z un punto de este do-
minio y busquemos en que condicién los consecuentes sucesivos de z, estaran
aun contenidos en el mencionado dominio. Llamemos p al médulo maximo
de ¥(z) en este dominio; si p es suficientemente grande, tendremos p < a,
que es lo que supondremos. El punto z; esta en el interior de un circulo de
centro z + a y de radio p?; z es exterior a este circulo. Si este circulo es
interior al dominio D, el punto z; se encontrara en el interior de un segundo
circulo teniendo por centro z+ 2a y por radio 2u; en general, el punto z,, sera
interior al circulo de centro z + na y radio nu, siempre que todos los circulos
precedentes sean interiores a D. Todos estos circulos estan comprendidos en
el angulo de dos semirectas resultantes del punto z y haciendo con Ox un
dngulo agudo « cuyo seno es igual a p/a (figura I).

Para que la condicion buscada esté completa, basta que este angulo no tenga
ningin punto en comun con I'. Los puntos z para los cuales asi es, son
interiores al dominio € definido como sigue: tracemos las dos tangentes al
circulo I que hacen con Ox angulos iguales a oy que se cortan sobre la parte
positiva de Ox; sean BT, B'T’ las partes de estas tangentes comprendidas
entre los puntos de contacto y el infinito hacia las x negativas; el dominio &
estd limitado por BT, B'T’, el arco BAB' y se extiende al infinito hacia las
x positivas (figura I). Enseguida podemos hacer crecer el radio de circulo I'
desde su valor inicial r hasta el infinito; tendremos, en virtud de las hipotesis
hechas sobre () :

C
p< —
P

para todos los valores de p de radio comprendido en el intervalo (r,400).
Como podemos reemplazar el maximo p de | ¥(z) | por un nimero més
grande, podemos definir constantemente la inclinacién w de la recta BT por
la férmula

. c1
slitw = ——.
a p?

Esta recta, que tiene por ecuacién xsinw + ycosw = p incluye un arco de
curva parabdlica cuyo radio de curvatura no cambia de signo, pues tiene por

3

en el original: de radio p
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d2
expresion p—l—d—g o, en virtud de la relacion entre p y w,
w
cos? w
|1+ +1)——
sin” w

cantidad esencialmente positiva. La curva es entonces convexa. De lo cual
podemos deducir que el dominio total, suma de los dominios andlogos a &,
cuando hacemos variar p, estd limitado por los dos arcos parabdlicos ML,
M'L'" extendiendose al infinito por la izquierda, los dos segmentos de recta
MB, M'B’ y el arco del circulo BAB' (figura II).

Sea D el dominio asi limitado y extendiendose hacia la derecha. Vamos
a mostrar que los consecuentes de un punto de D tienden hacia infinito,
siendo la convergencia uniforme en todo dominio cerrado A interior a D
y limitado hacia las x negativas. El dominio D, segin la manera en que
ha sido obtenido, contiene los consecuentes de todos sus puntos, igual que
los dominios ¢; ademéds, todo dominio tal que A forma parte de un do-
minio ¢; finalmente, en todo el dominio D, los moédulos de las cantidades
¥(2),1(21),1(22), ... permanecen inferiores a un nimero fijo p inferior a a.
Hechas estas observaciones, la proposicién anunciada es inmediata. Tenemos
en efecto,

7 = z4+a+yY(2),

zo = zn+a+yP(x),

Zn = Zn—1+a+¢(zn—1)a

de donde X
Z, = z+na+ Z¢(Zi),
0

y, tomando las partes reales de los dos miembros,

n—1

Tp =2+ na zo: Rv(z)] (2n = xn +iyn).

Como la parte real de ¢(z;) queda comprendida entre +u y —p y ademés
por otra parte, en A tenemos x > — A, con A finita y positiva, obtenemos de
la igualdad precedente

T, >nla—p)—A
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Figura II:
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y esta ultima expresion es infinita positiva al mismo tiempo que n, ya que
a— pu < 0. Entonces x, y | z, | tienden uniformemente hacia infinito cuando
z esta en A. Podemos senalar que tendremos, a partir de un cierto rango,

. . a1
| zn | > (a — pe)n, si € > 0; podemos también escribir I < n
Zn n
todos los valores de n, siendo B una constante. Es entonces facil obtener el

valor asintético de z,, pues segun la igualdad

para

n—1
z, = 2 +na+ Zw(zz),
0

tendremos " o'B
m=z+na+03 2L (]9]<1)
T
6 "
Zn=z4+na+ H,» —,

siendo H,, una cantidad uniformemente acotada. De lo que resulta, supo-
niendo 0 < v < 1,
2 = 2+ mna—+0,n' 7

siendo 6, uniformemente acotada. Si el dominio A es acotado, también
podemos escribir
2, = na + A,n'™

siendo siempre A,, uniformemente acotado; z, tiene entonces por valor asintético
na y el argumento de z, tiende uniformemente hacia cero. Para v = 1 las
dos tltimas férmulas permanecen exactas si reemplazamos n'~7 por Ln (log-
aritmo neperiano de n).

. Es importante precisar mas, la expresion asintética obtenida en la hipdtesis
de v = 1. De una manera més precisa, supondremos

Ve =2 ) < o (8> 0)

Establezcamos

2y = an—i—gﬁn—l—un,
Znp1 = an+a+ 2L(n+1) 4ty
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Reemplazando z, y 2,41 por expresiones en la ecuacion

b
Znpl = Znh @t — X (%n),

n

obtenemos

bl 1 1 1
Upp1 — Uy = — [—£(1+)] —i—b(—) + x(zn)-
aln n Zn o an

En el segundo miembro, el primer término es el término general de una serie
numérica absolutamente convergente; tenemos, en efecto,

1 1y 11 A
_£(1+>:2_+--- 2 (lim A, = 1)

n n n?  3n3 2n?

El segundo término es el de una serie uniformememte convergente en el do-
minio acotado A, ya que puede ser escrito

_ b(zn —na)
nazp

y por tanto
|z | > Kn
| zn—a| < K'Ln;
con K y K’ independientes de n y de z; este término es entonces comparable

Ln ) .
a —, término general de una serie convergente.
n

La misma observacion para el tercer término, ya que tenemos

K K’
| X(zn) | < | 2[5 S e

Como tenemos .
e

Up = Uy + Z(Uz‘+1 — ),
1
U, tiene un limite para n infinito que es la suma de una serie uniformemente
convergente de funciones holomorfas en A el cual es entonces él mismo una
funcién en A. Si F'(z) designa esta funcién, holomorfa en todo punto interior
a D, podemos escribir

b
Zn = an + aﬁn + F(2) +en(2) (lime, = 0).
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Cambiemos n por n—1y z por R(z), en esta desigualdad, con lo que tenemos
b
zn =a(n—1)+ gﬁ(n — 1)+ F(z1) + en-1(21).

Cercenando miembro a miembro y pasando al limite, obtenemos la ecuacion
funcional

F(z1) =F[R(2)]=F(z) +a

que es la ecuacion de Abel.

Asi la ecuacién de Abel, relativa a la substitucién [z | R(z)], es satisfecha
por una funcién F'(z) holomorfa en D, para la cual el punto en el infinito es
ademas un punto singular transcendente.

Senalemos de inmediato que si R(z) tiene simplemente como singularidad
un polo en el punto al infinito, podremos elegir el circulo I' suficientemente
grande para que el exterior de este circulo R(z) no tome més que una sola vez
cada valor; lo mismo sucederd en el dominio D para las funciones iteradas, y
por consecuencia también para las funciones

b
R,(z) —na — —Ln;
a

siendo F'(z) el limite uniformemente alcanzado de estas tltimas funciones,
también no tomard mas que una vez cada valor en D*. Vamos a estudiar los
valores asintoticos de esta funciéon cuando z tiende al infinito permaneciendo
en un dominio A acotado hacia las z negativas, por ejemplo en el dominio
definido por x > A (A > r). Tendremos en estas condiciones

F(z) =2 +o(L] 2 )

con o(L | z |) designando un (término) infinitamente grande que es a lo
més del orden de L | z |. Para el denominador, senialemos que tenemos por
definicion

n=oo

F(z) = lim [zn - éﬁn - na] .
a

Enseguida tenemos

n—1

n—1
Zn:Z‘i‘nCl‘i‘Z;_'_ZX(Zi)a
0 ~i 0

1Cf. MONTEL, Sur la représentation conforme (Journ. Math; t. III, 1917, Chap. I, n° 5).
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de donde

n—1 n—1

F(z)—z:gi:rgo Zb—ZEn-l-ZX(Zi)
0 0

Zi

La serie Y x(z;) converge uniformemente en el dominio no acotado A y re-
presenta una funcién acotada en ese dominio; podemos entonces ignorarla.

Podemos por otra parte reemplazar —Ln por —> 7 %, puesto que la diferencia
a

de estas dos cantidades tiende a una constante finita. Podemos por tultimo
ignorar el factor b y somos llevados a estudiar la funcién representada por la

G => (- - )

(suprimiendo el primer término en 1/z).

Podemos admitir que los | z, | van creciendo con n°, es decir (dado que

el dominio A contiene sus consecuentes) siempre tenemos | z; | > | z |.
Vemos facilmente, por una representacion geométrica, que esta condicion
serd cumplida si

T_ arg .z > arcsin [¥(2) |
2 a

| 2] a

C C
Como tenemos | ¥(z) | < ——, basta que tengamos x > —. Supondremos
a

| 2 |
entonces, para simplificar el analisis siguiente, que tomamos A > —. Asi que
a

| z, | van creciendo con n. Sentado lo anterior, podemos escribir

-5

naz,

Pero, en virtud del paragrafo precedente, tenemos

Z, = 2+ na+ 6,Ln,

SNLT. ie. | Zps1 |>] 2n |
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los ©,, siendo uniformemente acotados cuando z estd en A. La serie que
define G(z) se descompone en dos

X —z >* —0,Ln

G2) =) ——+

T nazy T naz,

Como tenemos | ©,, | < © y | z, | > Kn, la segunda serie representa una

) . . n . .
funcién de z acotada (inferior a a% 21" —5, cantidad finita). Basta entonces
n

considerar la primera.

Establezcamos
fe’e) Py N 0o
> =X+,
1 Nazn 1 N+l

siendo el entero n la parte entera de | z |. La primera suma parcial es inferior
r .
en médulo a % — puesto que | z | <| z, |; luego entonces 3V — es igual,
na

ignorando las cantidades acotadas, a LN é a L(] z |). La segunda suma
parcial es inferior en modulo a

| z

cantidad acotada ya que N| tiende a 1.

Obtenemos entonces finalmente

| G(2) | <C'L =],
con C" constante finita positiva y, lo que viene a ser lo mismo que,
F(z)=z+4+o0(L] z|).
En el caso particular donde b = 0, igual obtenemos

F(z) = z + func. acotada.

Vamos a demostrar ahora que, aunque z tiende hacia el infinito permaneciendo
siempre en el mismo dominio A (z > A) considerado anteriormente, la
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derivada F’(z) tiende hacia la unidad. Admitiremos que R(z) es desarrollable
en serie ordenada segun las potencias decrecientes de z:

b c d
R(z)=z4+a+—-—+—+—+---,
z zP 24

ciertos exponentes p, ¢, . .. pudiendo ademas no ser enteros, aunque siendo el
segundo miembro derivable término a término,

Para no descartar el caso de b = 0, llamemos zih la primera potencia de z

cuyo coeficiente no sea nulo en ese desarrollo. Para valores grandes de | z |,
/

R'(z) — 1 estard comprendido entre siendo C'y C” constantes

nY h
6 EAE
finitas positivas® con h al menos igual a 2. Tendremos entonces

Cl

1 —
|2 |

<] R(2)| <1+

EX
Luego entonces F’(z) es el limite de R, (z) para z infinito y tenemos
Rl (2) = R'(2)R'(21) ... R'(z11);

z y por consecuencia todos los z, siendo asumidos suficientemente grandes
para que las desigualdades precedentes sean aplicables, tendremos

p=0 ¢

| F'(2) | tiene entonces un valor comprendido entre aquellos dos productos

infinitos
e-19) o M)

AL | 2 M

y, para probar que F’(z) tiende a 1 para z infinito, basta probar que la suma

de la serie

1 1
|7Z|h T

_i_i
Eak | 2n |

6Estas constantes pueden diferir de aquellas asi ya denominadas
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tiende a cero con é De lo anterior resultan desigualdades bien conocidas

(1 + G1)(1 —+ ag) . (1 + an) e < 6a1+a2+~~+an+-~~’
(I1—a))(l—az)...(1—ay)... > 1—(ag+as+---),

donde las a,, estan comprendidas entre 0 y 1. Luego entonces este ultimo
punto es muy facil de establecer, pues si dividimos esta serie en dos partes
como anteriormente

N+1
: : : e N+1
siendo N la parte entera de | z |, la primera suma parcial es inferior a W
z
(puesto que | z, | < | =z | a partir de n = 1), cantidad que tiende a cero

1
debido a que es el producto de que tiende hacia 1 para W’ que
z

+
| z
tiende a cero. En cuanto a la segunda, en virtud de | z, | > K, y h > 1,
representa, el resto de una serie convergente que tiende a cero con +. La

N
proposicién es entonces demostrada’

Relativamente a esta demostracion y a aquella que precede, senalemos que el
resultado subsiste si z tiende hacia el infinito pemaneciendo en un dominio
A interior a D y acotado hacia los x negativos, sin que sea necesaria la
condicién suplementaria (A > %) impuesta a la frontera inferior de las = de
los puntos de A. Pues el p-ésimo consecuente de algiin dominio de A sera
siempre interior a un dominio A’ que satisface esta condicién suplementaria
siempre que p sea suficientemente grande, y las ecuaciones funcionales

FIR(z)] = F(z)+a,
FIRE) = o F'(2)

muestran que las funciones F'(z) y F'(z) satisfacen las proposiciones limite
que acabamos de examinar, la longitud de un camino £, si satisfacen las
proposiciones limites la longitud del camino consecuente £;. Por ejemplo, si

F(z) =2 +o0(L |2 ),

tenemos
F(z)=F(z1)—a=z14+0o(L |z |),

"Deducimos facilmente de este andlisis la igualdad asintética mas precisa F'(z) = 1 + o(1),
pero no tendremos necesidad de ella.
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que puede ser escrito z + o(L | z |), puesto que z; y z no difieren mas que
por una cantidad acotada.

Ahora vamos a estudiar, en un dominio A(z > A), las curvas invariantes
para la substitucién dada. Supongamos R(z) — z regular en el infinito. En
estas condiciones podemos tomar a A suficientemente grande para que, en
el dominio cerrado A : 1°R,(z) tienda uniformemente hacia el infinito; 2°
la funcién F(z) de Abel no tome més que una sola vez cada valor; 3% la
parte real de F'(z) sea positiva (puesto que tiende hacia 1 cuando la parte
real de z tiende hacia +00). Si establecemos entonces Z = F'(z), obtenemos
una representacién conforme y biunivoca del dominio A sobre una region
simplemente conexa y no acotada del plano de las Z, teniendo por frontera
la curva £ que corresponde a la recta x = A. Esta curva £ es cortada en un
punto y en uno solo por toda paralela al eje de las X; en efecto, sea

Z =F(z) = P(x,y) +1iQ(z,y).

La curva & es representada por

X = P(A,y)

En razén de la expresién asintética Z = z + o(L | z |), Y toma valores
infinitamente grandes al mismo tiempo que y es del mismo signo; Y toma
entonces todos los valores reales cuando y crece de —oo a +00. Si £ estuviera
cortada en dos puntos por una paralela al eje de las X, tendriamos en estos
dos puntos

Vi=QA,m)=Q(Ay) (11 <y

Tendriamos entonces, para un valor y3 comprendido entre y; y yo,

Q) oP
— (A =0=—(A
ay( >y3) 890( 7y3)7
. . or o
lo que es imposible, ya que — permanece positiva sobre la recta x = A.

Vemos también que la direccién limite de la tangente a £, cuando se aleja al
infinito, es paralela al eje de las Y, puesto que tenemos sobre esta curva

dX  9E(Ay)  9E(Ay)
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y esta relacion tiende al infinito con y puesto que el numerador tiende a —1 y
el denominador hacia cero. Esta curva I' particiona entonces el plano de las
Z en dos regiones, una de las cuales es A’, aquella se extiende al infinito hacia
las x positivas, corresponde al dominio A. En el haz de las rectas paralelas
al eje de las X en A’ corresponde en A un haz de curvas invariantes para
la substitucién [z | R(z)]. Estas curvas tienen por ecuacion Q(z,y) =const.
Pasa una y sélo una curva por cada punto de A y se extienden desde la recta
x = A hasta el infinito. Tenemos sobre esas curvas

90 Q
Y _ —9r _ "o,

oQ oP >
dx o o

—= no es entonces jamas infinita y tiende a cero cuando nos alejamos al in-

ﬁraljito sobre la curva; la direccion limite de la tangente es entonces paralela
a Ox. Dicha tangente contiene naturalmente los consecuentes de todos los
puntos y también los antecedentes hasta un cierto rango; estos puntos corre-
sponden a los puntos Z + na del plano de las Z, tomando n todos los valores
enteros positivos (lo que da los puntos homélogos de los consecuentes de z)
y ciertos valores negativos para los cuales Z + na permanece interior a A’
(lo que da los homdlogos de los antecedentes de z interiores a A). Esta rep-
resentacion da inmediatamente el medio para definir R, (z) para los valores
no enteros de z. Basta substituir en el grupo discontinuo de translaciones
(Z | Z + na), el grupo continuo de las translaciones representadas por la
misma férmula, siendo n un pardmetro continuo. Resolvemos asi el prob-
lema de la iteracién analitica. En efecto, sea z = G(Z) la funcién inversa de
F(z) que da la representacién conforme de A’ sobre A;. De la ecuacion de
Abel

deducimos
R(z) = G(Z+a),
R.(2) = G(Z+ na).

Esta tltima igualdad permite definir R,,(z) para un n cualquiera a través de
una funcion analitica de n y de z. Tendremos siempre

Ry [Ryw(2)] = Ry (2),

puesto que los dos miembros de esta igualdad designan dos puntos que tienen
por homologos, en el plano de las Z,

z+n'a+na y Z+ (n+n)a,
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es decir el mismo punto.

Ahora examinemos como se desarrollan las cosas cuando el punto doble «
de multiplicador +1 [con R"(«a) # 0] estd a una distancia finita. Podemos
suponer « =0y

n=R(z)=2z—a®+bz"+--,

estando orientados los ejes de manera que a sea real y positiva. El cambio

de variables (z = %, z = %) nos lleva a la forma

a?—b
ho=ttat——+:.

Basta entonces aplicar los resultados del paragrafo precedente para poder
enunciar lo siguiente: Existe un dominio D limitado por un contorno simple,
formado por ejemplo de arcos analiticos, y presentando en O un punto reen-
trante® con una tangente dirigida siguiendo la parte negativa del eje real que
goza de la propiedad de que los consecuentes de un punto de D (incluidos
los puntos frontera junto con el origen) son interiores a D y tienden hacia
el origen cuando el indice de iteracion crece indefinidamente; la convergencia
es uniforme en todo dominio cerrado interior a D cuya frontera no contiene
el origen. Existen ademas otros dominios A formados, por ejemplo, por el
interior de un circulo tangente en O al eje imaginario del lado de las x posi-
tivas, y gozando de las mismas propiedades que D, la convergencia uniforme
de los consecuentes de un punto que tiene lugar ademas para todo el dominio
cerrado A (incluido el origen).

Si aplicamos estos resultados a la funcién inversa de R(z), o mas exactamente
a la rama de la funcion inversa nula en el origen y representada por la serie

za=z+a -,

obtenemos un resultado analogo, a aquel excepto que los dominios D" y A’
que reemplazan a D y A tienen una disposicion simétrica de estos ultimos
con relacién al origen; estos son dominios de convergencia simple o uniforme
para los antecedentes de un punto obtenidos a través de la rama de la funcién
R_1(z) que acabamos de definir (figura III).

Los dominios D y A’ tienen en comun dos sectores de angulo en el vértice

i . . :
5 €n los cuales los z, convergen hacia cero (uniformemente o no), mientras

8punto que en repetidas ocasiones es intersectado por la trayectoria de los arcos
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Figura III:
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que los z_, convergen uniformemente hacia cero. De igual manera D' y A
tienen en comun dos sectores de angulo en el vértice g en los cuales los z,
convergen uniformemente hacia cero, mientras que los z_, convergen hacia
cero (uniformemente o no).

Los consecuentes de un punto de D estan distribuidos sobre las curvas inva-
riantes tangentes en O en el eje real del lado de las = positivas; observacién
analoga para los antecedentes.

Los z, tienen por expresion asintética

1
Zp = lime, = 0),
na+ Lo+ F(z) + ¢, ( )

siendo F(z) una funcién holomorfa en el interior de D, que satisface la
ecuacién de Abel

FIR(z)] = F(2) +a.

Si z tiende hacia el origen permaneciendo en el interior del circulo A, tenemos
1 1
F(z) :+0<log] - \)
z z
Ahora vamos a estudiar el caso de un punto doble para el cual tenemos
s=1, R'(a), ..., RP(a)=0, R'(a)#0.

Llevando este punto al origen, tenemos

n=z—aF ...

Se asume que los ejes estan orientados de manera que a sea real y positiva.

1 1
Cambiando z y z; por — y — de manera que confinemos al punto doble al
z 1
infinito, tenemos
b a b
Zl:R(z):Z—i_prl +Zp+”.:z<1+zp+zp+l +>
Establecemos .
A g t;)
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de lo que se obtiene

1 1
— > a b
ty = tp<1+t—|—tl+zl)+...>p’
o= t(trpegtp ) = (lem e ),
o= thpetBae = S@).

Con S(t) ordenada, a partir del tercer término segin las potencias negativas

descendentes de t» cae nuevamente en la categoria de las funciones estudiadas
en el pardgrafo 8 que dan lugar a un algoritmo convergente en un dominio D
que hemos descrito y que deja en su exterior la parte negativa del eje real. Sit
varia en este dominio, su élzrgumento varia entre —m y 47 limites excluidos, y

las p determinaciones de t» quedan respectivamente en el interior de p sectores

T
de vértice O de dngulo —. Elijjamos una de estas determinaciones, por
p

: . . T 37
ejemplo aquella cuyo argumento estd comprendido entre — y — y llevemos
p

este valor de ¢t a la formula

que equivale a t; = [R(z)]?, llamando z a la determinacién que acabamos
1 1

de elegir t». Con t; interior a D t{ admite una determinacién cuyo argu-
, . ;. . m T 1

mento estd comprendido (limites excluidos) entre — y — como aquel de ¢7.

Tenemos entonces para esta eleccion del radical

=

7 =wR(z) = w2z,

siendo w una raiz p-ésima de la unidad. Decimos que w = 1. En efecto, si
t, permanece interior a D, se aleja hacia el infinito, por ejemplo siguiendo
la parte positiva del eje real; de la forma S(t) se obtiene que t; llega a ser
infinito con el mismo argumento limite que ¢t. Es decir cero. Por otra parte,

1
2w

> 1 , ;. . , .y
t{ y tr = z tendran argumentos limites iguales a < segin la eleccion. Por

ultimo segin la forma de R(z), z; tendra el mismo argumento limite que z.
1
Entonces finalmente con ¢{ y z; teniendo el mismo argumento limite, tenemos
1

w = +1, es decir t7 = z,, cumpliendose esta igualdad mientras t esté en D.
Si ahora calculamos poco a poco:

t1:S(t), tZZS(t1)> T tn:S(tnfl%
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;1 1
tomando siempre en los segundos miembros los valores de tv, t{,... th,...

. . ™ oT .,
cuyos argumentos pertenecen al mismo intervalo | —, — |, tendremos también

p
z21=R(z), 2z=R(z), ..., zn=LR(zn1),
;1 1

siendo z, 21, 29, . . ., Zn, - . . los valores seleccionados para tr,t{, ... t;,.... Luego

entonces los t,, asi calculados convergen hacia el infinito en el dominio D, los
zn = R,(z) convergen hacia el infinito en los p dominios distintos que se
derivan de D por la transformacién z = ¥/t.

Podemos ademas llevar el punto doble a una distancia finita. Obtenemos
asi p dominios de convergencia congregados en torno al origen teniendo cada
uno como frontera una curva formada de arcos analiticos que tienen en O un

- . 27 - : o
vértice de angulo —. Cada uno de estos dominios encierra en su interior los

consecuentes de togos sus puntos, comprendidos los puntos frontera ademas
del origen. En el interior de estos dominios de convergencia elementales
que corresponden a D, encontramos ademas otros que corresponden a A
(paragrafos 8, 9, 10); estos dominios igualmente congregados en torno al
origen presentan en O un vértice? de dngulo dos veces menor que (%) y de
igual bisectriz que los precedentes; en estos dominios la convergencia de las
zp es uniforme (frontera incluida). Por tltimo, si reemplazamos R(z) por la

rama de la funcién inversa representada por la serie

z1=R (z)=z+az' 4+ ...,

obtenemos un ensamblaje andlogo de dominios de convergencia simple o uni-
forme D’ y A’ que ofrecen una disposicién parecida a aquella de los dominios
D y A por una rotacién de ZT; las bisectrices de los angulos en O de los do-
minios del primer ensamblaje coinciden con las tangentes en O a las curvas
limites de los dominios del segundo. Los dominios D de convergencia simple
relativos a los consecuentes de un punto y los dominios A’ de convergencia
uniforme relativos a los antecedentes tienen atin sectores comunes de angulo

en el vértice 2£7 en total siendo 2p. Igual para los dominios D’ y A.
7

Senalemos finalmente que tendremos para las z,, cuando z esta en un dominio
D, una expresion asintética de la forma

B 1
e/npa + o(nl_%)

“n

9N.T. punto anguloso
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Damos (figura IV) una figura esquematica del conjunto de

Figura IV:

los diversos dominios D, A, D', A’ en el caso de p = 2. Daremos frecuente-
mente a este ensamblaje de dominios el nombre de estrella relativa o punto
doble. Es bueno sefalar a propésito de esta estrella: 1° que los dominios
que la componen son interiores a un circulo cuyo radio puede ser tomado
tan pequefio como se requiera; 2° que la forma y la naturaleza de las curvas
que les limitan pueden ser variadas de una infinidad de maneras sin tener
la menor importancia. Falta solamente tener en cuenta el hecho de que son
simplemente conexas y la medida de los dngulos que representan en el punto

0.
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12. El anélisis precedente no da una expresién asintética de las z, quienes per-

miten demostrar la existencia de una funcién que satisface la ecuacién de
Abel. Para conseguirlo haremos preceder el empleo de la transformacion
conforme (#* = z) de otra transformacién destinada a hacer desaparecer un
cierto numero de términos de R(z). Suponiendo en el origen el punto doble,
estableceremos

1 2 2 2p+1
21 = R(2) = 24 app1 2" 4 ap22’ 4+ agpe™ +agpa 2T 4

y haremos el cambio de variables

w = Pz) = z+4+ X2+ + NP,
w, = P(Zl)

De donde extraemos las expresiones de z y z; en funcién de w y w; bajo la
forma de serie entera comenzando por los términos w y w;. Llevando estos
valores a la ecuacién z; = R(z), obtenemos una relacién entre w y w; que,
resuelta con respecto a w, aun sera de la forma

— +1 +2
wy =w+ Ay + Appow?T 4

lo que verificamos facilmente. Buscaremos determinar las A de manera que
Apro = Apyz = -+ = Ay, = 0. Escribiremos entonces a priori

_ +1 2p+1
wy = w+ Ap " + Agp w4

es decir

R(2) + MaR%(2) 4+ -+ MRP(2) = 2+ X2? 4+ \p2P
+Api1(z + Aoz + -+ Ap2P )P
+A2p+1(z_|_ ...)2p+1 4+ e

Los coeficientes de las potencias de z hasta zP son identicos en los dos miem-
bros; igualando los términos en 27!, obtenemos A,,; = a,;. La igualdad
precedente puede entonces ser escrita

(Z + (Zp+1Zp+1 —‘I— ap+22’p+2 —|— “ e _|_ a2p22p _|_ .. .)
+)\222(1 + a/p+12p + ap+22p+1 + o+ a2pz2p_1 + .. .)2
+>\3z3(1 +ap12P + - F a2p22p—1 + .. .)3 4.
TP (14 App1 2P 4 appo2? T 4 - agy2® L )P
= Z —I— >\2z2 —|— o ..
FAp2P A+ api1 2P+ Doz + -+ AP P 4 HP L
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Igualando los coeficientes de 2P*2 2P*3 .. 2%P en los dos miembros, obtene-
mos

Apto + 2ap110e = (p+ 1)apg1)e,
Upis + 2Nobprs + 30y s = 22 Ha A2+ (p+ Dy s,

Fk()\g, )\3, ey )\kfl) + kap+1)\k = (I)k<)\2, )\3, e ,)\kfl) —+ (p + 1)0Jp+1)\k,
Fp()\g, )\3, NN >\p—1) + pap+1)\p = (I)k<)\2, )\3, cen ,)\p_l) + (p + 1)6Lp+1)\p.

En estas ecuaciones, los Fj y los ®; son polinomios en Ay, A3, ..., Ap_1 que
dependen de los coeficientes a hasta ag, a lo mas. Estableciendo a,1; =
a (a # 0) obtenemos de lo anterior

(P—l)@)\Q = Qp42,

(p—k+1ar, =
a), =

P

Wi (A2, Ay A1),

U, (A2, Az, ooy Apt).

Obtenemos entonces poco a poco los valores de los coeficientes Ao, A3, .. .,
Ap. Siendo asi determinados los A, el cambio de la variable w = P(z),
wy = P(z) conduce bien a una relacién de la forma

w; = w — awPt + Agy w4 = Q(w),

siendo convergente, el segundo miembro, en un circulo de radio no nulo,
como resulta de la teorfa de funciones implicitas. (Hemos cambiado el signo
de a para adaptarnos a las notaciones anteriormente empleadas ) Efectuamos

ahora el cambio de las variables ya empleadas w =t~ v ,wy =t, *. Obtenemos

b c
t1=S(t):t+pa+¥+7tl+% e

Estamos entonces en el caso donde el desarrollo de S(t), ordenado segun las
potencias descendentes de t, tiene por primer término un exponente negativo
un término en % Las consideraciones del paragrafo 10 sobre los valores
asintdticos de 5,(t) y la ecuacion de Abel son entonces aplicables. Sit estd

en el dominio D, tenemos para
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la expresién asintética

b
th =pan+ —Ln+ F(t) + e,
pa

con F'(z) satisfaciendo la ecuacién de Abel. Si ¢t permanece en un dominio
A[R(t) > AJ, tenemos para grandes valores de ¢

F(t) =t + o[L(t)].

A estos dominios D y A la transformaciéon conforme w = 7% hace corres-
ponder en el plano de la variable compleja w un ensamblaje de 2p dominios
D D@ Dw. AW AR AP cuya disposicién ha sido descrita an-
teriormente y en los cuales las funciones @, (w), resultando de la iteracién
R(w), convergen ya sea simplemente o uniformemente hacia cero (n°11)°
Podemos ademés suponer a esta estrella interior al circulo de convergencia
de la serie w— Aw?+- - - para la cual hacemos la inversién de la funcién P(z).
A esta estrella, la transformacién conforme w = P(z), regular cuando n esté
en este circulo, hace corresponder una estrella presentando una distribucién
analoga , la transformacion conserva los angulos al igual que las direcciones
en torno al origen. En los nuevos dominios asi obtenidos D1y, D(3), ..., Dy);
Any, A, -, Agy; los R, (2) convergen ya sea simplemente o uniformemente
hacia cero. Senalemos de paso que esta estrella no es necesariamente idéntica
a aquella que hubieramos obtenido por el procedimiento del paragrafo 11,
sin hacer uso de la transformacién auxiliar w = P(z). Sea lo que fuere,
tendremos en el dominio D(;y por ejemplo una expresion asintética que se
obtiene eliminando las variables auxiliares entre las ecuaciones

w, = P(z,), w = P(z),
1
wy, =tn ", w:t_%,
th=npa+2 Ln+ F(t) + e
de donde 1

P(z,) = :
{'/npa +2Ln+ f(z) +en

10A pesar de la presencia de términos con exponente fraccionario en el desarrollo de S(t),
podemos suponer que D y A permanecen iguales cualquiera que sea la eleccion del argumento
de t#». Los dominios D, por ejemplo, son entonces las imagenes de un mismo dominio D para

. 2ikm
las transformaciones w =— (w =e P )
wtr
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con

A propésito de estas férmulas, son necesarias diversas observaciones:

1° Para obtener la expresién asintética explicita de z,, hay que resolver la
ecuacién P(z,) = w, con respecto a z, a través de la serie convergente

Zn = W o W0 o W] e

1
y reemplazar w, por t,” = ! . Podemos conservar
\/nap—I— ben+C(2) +en
solamente los p + 1 primeros términos del desarrollo. En efecto, con ¢,
infinitamente pequeno cuyo orden de trabajo nos es desconocido, el primer

término w, no es conocido mas que en una cantidad cerca del orden de

1 1 En . . .
— — o de oI o8 decir de un orden inferior al de wy™!

L 1
tr (tnten)? 2
ademds desconocido. Es entonces inttil escribir los términos en w2, .. ..

, pero

20 Recordemos que a es el coeficiente, con signo contrario, de zP*! en el
desarrollo de R(z); los coeficientes b, \; y p;, por otra parte son funciones
racionales de los coeficientes de R(z) hasta el término en 227,

3% La eleccién de los radicales en estas féormulas depende de aquella de los
dominios D(;). Sefialemos ademés que la funcién de Abel F'(t) en el plano de

1 ;
la variable ¢ no es en general la misma para las determinaciones de ¢7; serd la
misma en el caso particular donde S(t) no contenga términos en exponente
fraccionario, es decir si Q(w) no contiene mas que términos en w"*!. Las p

funciones de Abel f(z), relativas a la substitucion [z | R(z)] y deducidas de

F por la férmula F [P%(Z)} = f(2), estan definidas y son holomorfas en los p
dominios D(; respectivamente. En los dominios A;) satisfacen la condicién

asintotica

Demostraremos facilmente que los dominios A(;) pueden ser elegidos de man-
era que no tomen mas que una sola vez cada valor, y extenderemos facilmente
las propiedades demostradas en el paragrafo 9 refiriendo las curvas invarian-
tes y la iteracion analitica . Veremos por ejemplo que los consecuentes de un
punto del dominio Dy;y estdn repartidos sobre una curva invariante teniendo
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por tangente en O la bisectriz del 4ngulo formado por el contorno de D(;) en
ese punto.

Ejemplo: R(z) = z+ 1. — El punto en el infinito es un punto doble de
multiplicador igual a 1 para el cual el entero p = 2. Verificaremos que
R, (z) converge uniformemente hacia el infinito en todo dominio acotado no
conteniendo ningtin punto del eje de las cantidades imaginarias. En cada uno
de los dos semiplanos (z > 0) y (z < 0) tenemos

Ro(2) = /20 + f(2) + ea,

con f(z) satisfaciendo la ecuacién de Abel
1
f<z—|—z) — F(2) 4+ 2.

f(2) es holomorfa tanto a la derecha como a la izquierda del eje imaginario.
Mostraremos que esta recta es una linea singular esencial de f(z), a lo que
regresaremos posteriormente.

Asi, dado un punto doble de multiplicador +1, hemos aprendido a encontrar
regiones del plano para las cuales este punto es un punto frontera y en las
cuales hay convergencia de los consecuentes desde un punto cualquiera hacia
este punto doble. Debemos preguntarnos ahora si los puntos asi obtenidos,
agregando sus antecedentes, son los tnicos puntos para los cuales R, (z) con-
vergen hacia el punto doble. Estando siempre, el punto doble, confinado en
el infinito,

a b | vositi
g + ps + - (a real positiva)

R(z)=z+

y z un punto cuyos consecuentes tienden hacia el infinito; estando los z, a
partir de un cierto rango en el dominio de convergencia en la serie que precede,
podemos suponer que asi sucede a partir de la misma z. Si establecemos
2P =1,2P =1,, tenemos

tn:S(tnfl%
St)=t+pa++5+--.
tp tp

La parte infinitamente pequena de S(t) tiene en general determinaciones
multiples, pero no tendremos necesidad de saber de que manera hay que elegir
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las determinaciones de los radicales. Nos basta senalar que se puede asumir
aU(t) = b 4 ... més pequeiia, en médulo, que % cuando reemplazamos t
por t,tq, tp i

Tendremos entonces

ty =t + pa+ 0%,
ty =t +pa+ 0,5,

tn =th—1+pa+ en—l%;
de donde va
tn:t—irnpa—l—ne’? 10" | > 1;
o, tomando la parte real de los dos miembros,
R(t,) = RN(t) + npa + nd" 5 |07 <1,

R(t,) > R(t) + n2.

esta ultima expresion es infinita positiva al mismo tiempo que n. Si entonces
los puntos t,, no coinciden jamas con el punto en el infinito, permanecen a
partir de un cierto rango, en sentido estricto interiores al dominio D al igual
que al dominio A; podemos agregar que el argumento de t,, tiende a cero. Los
puntos z, seran entonces a partir de un cierto rango constantemente interiores
a uno de los p dominios A(;) que se deducen por la transformacién conforme
2P = t; que sera naturalmente siempre el mismo dominio D(;. Los puntos
buscados son entonces, por una parte, los antecedentes del punto doble; y por
otra, los puntos interiores en sentido estricto a los dominios Ay o Dy;) y sus
antecedentes. Los puntos de la segunda categoria son cada uno el centro de
un dominio en el cual hay convergencia uniforme puesto que hay convergencia
unifome en los dominios cerrados A;). Los puntos de la categoria, es decir los
antecedentes del punto doble que son una infinidad numerable (asumiremos
para mayor claridad que R(z) es racional) no gozan de esta propiedad. Vamos
a mostrar en efecto que los R(z,) no pueden formar una serie uniformemente
convergente en un dominio que comprende el punto doble en su interior. Esta
vez supongamos que el punto doble esta en el origen. En el circulo de centro
O, hay regiones donde las funciones R, (z) convergen uniformemente hacia
cero. Sea £ un punto interior a una de estas regiones. En un circulo v de
centro O y de radio p arbitrario, existen entonces puntos £_,, para los cuales

Rp(§n) =€ #0,
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cualquiera que sea el entero n, las funciones R,(z) no pueden entonces con-
verger uniformemente hacia cero en . Pero existen también regiones de v
donde las R, (z) convergen uniformemente hacia la constante cero. De lo que
se deduce que las R, (z) no convergen uniformemente en todo el circulo ~.

Podemos demostrar la misma proposiciéon de una manera mas directa y mas
instructiva. Para mayor claridad siempre se asume a R, (z) racional, decimos
que en el circulo 7y de centro O y de radio p arbitrario, las R,,(z) no pueden ser
formadas uniformemente. Pues si lo fueran, serian holomorfas en ~ cualquiera
que sea n; tendriamos entonces en v el desarrollo convergente (§ 3)

Ro(2) = 2 — nazP™ + 02"t 4 ...

Sea M (r) el médulo méximo de R,(z) sobre la circunferencia de centro O y
de radio r < p. Tenemos

MQ(,,,) < 72 + n2 ’ a |2 7,2(p+1)_|_ ‘ b ’2 7,2(p+2) 4.

El segundo miembro llega a ser infinito con n. Entonces, en el circulo 7,
o bien las funciones R, (z) tienen polos, o bien toman valores infinitamente
grandes con n. Por otra parte, siempre tenemos R,(0) = 0. Entonces en
un circulo cualquiera de centro O los R,(z) y, mas generalmente, una serie
cualquiera extraida de las R, (z) no pueden converger uniformemente.

Sucedera lo mismo para todo dominio en torno a un antecedente del punto
doble. Sabemos de antemano que en ciertos dominios cerrados simplemente
conexos que tienen el punto doble (o uno de sus antecedentes) sobre su fron-
tera, hay convergencia uniforme.

Ahora vamos a estudiar lo que sucede alrededor de un punto doble cuyo
multiplicador tiene por médulo la unidad con un argumento *conmensurable*
a 2m. Sea entonces

R(2) =52 —agz® + - +apz" + - - -,

: %rm . . ,
donde s = e = e*"» , siendo m enteros primos entre si. Tendremos
M

Ru.(z) =s"z+---

y en particular
Ry(2) = 24+ Apz" + Ap 2" 40



95

Suponemos Ay, # 0, es decir que Aj,z" es el primer término no nulo que sigue
al término en z; dejamos entonces de lado por el momento el caso particular
donde R,(z) seria igual a z. Decimos que h es de la forma pp’ + 1. En efecto,
en virtud de la identidad

tendremos

(s2+agz? + -+ +apz"+-) + Aplsz +a2? + - +ap + -0
+H P

=slz+ Ap2" + Ap2" )t aslz a2+ P apz 4+ )"
+th+1’

siendo H y K series enteras. Igualando los términos en 2", tenemos

ap + Aps" = Aps + ay,

de donde
Aps(s"t = 1) =0.

Como Aps # 0, tenemos entonces s"~! = 1, y como s es rafz primitiva de

sP =1, h — 1 es multiplo de p o h = pp’ + 1.

Dado lo anterior, la transformacién [z | R(z)] es, en un dominio suficiente-
mente pequeno alrededor del origen, una transformacién conforme sin pun-
tos singulares que equivalen para z infinitamente pequeno a una rotacion del
angulo na alrededor del origen. Por otra parte sabemos que las funciones
iteradas de R,(z) convergen hacia cero en pp’ dominios congregados en torno

de O y forman una estrella; estos dominios tienen en O un extremo del angulo

2m ) , . .
—. Consideramos a p’ de estos dominios encontrados sucesivamente sobre

pp
una circunferencia infinitamente pequena de centro O y congregados en un

’ T /_ ..
sector de dngulo —. Sean D° D', ..., DP~! estos p’ dominios que vamos a

transformar sucesivamente por R(z), Ra(z),..., Ry,—1(z). Obtenemos asi pp’
dominios que son designados por la Tabla siguiente

p°® pt ... Dl
Db p! ... DVl

0 1 p'—1
Dpfl D ., ... D,
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Se puede asumir que estos dominio son interiores al circulo | 2’ |< p, siendo
las funciones R,(z) hasta n = p — 1, todas regulares y no tomando més que
una sola vez cada valor en este circulo. Se sigue que los dominios de esta
Tabla son dominios simples que no se translapan a si mismos. Estan por
otra parte congregados en torno de O y todos presentan en O un extremo de

7z 7-‘- .
dngulo —, las tangentes a estos puntos en O forman un haz isogonal cuyos

angulos recubren sin doble empleo un intervalo igual a 27. Decimos ademas
que estos pp’ dominios no tienen punto en comun.

En efecto, sea z un punto que pertenece a un dominio inscrito en la primera
linea D®. Sabemos que R,,(z) tiende a cero y que su argumento tiene por
limite el dngulo w de Oz con la bisectriz del extremo del dominio D® en
punto O; para R,(z), n no siendo necesariamente multiplo de p, este ar-

2nm
gumento tendra por valor limite w+——; la misma propiedad subsiste para

todos los dominios de la Tabla; de lo que se deduce facilmente que dos puntos
perteneciendo a dos dominios diferentes tienen sus consecuentes distintos a
partir de un cierto rango. Estos dos dominios no tienen entonces puntos co-
munes y coinciden solamente en O. Los dominios de la tabla forman entonces
un ensamblaje estrella de igual estructura que la estrella considerada al ini-
cio. Los dominios de una misma columna forman un ciclo, los consecuentes
sucesivos de un punto de uno de estos dominios siendo periddicamente inte-
riores a los p dominios del ciclo. Al contrario, dos dominios perteneciendo a
dos columnas distintas estan formados de puntos que nunca son iguales para
las potencias de la substitucién [z | R(z)].

Finalmente, todos los puntos del plano cuyos consecuentes tienden hacia el
origen son antecedentes de los puntos interiores a los dominios de la Tabla, o
del origen mismo. Dejaremos de lado las extensiones faciles de las propiedades
demostradas en los pardgrafos anteriores refiriendo los valores asintéticos
de z, y la ecuacién de Abel. Demostramos ademds muy facilmente que
ni las R,(z), ni ninguna de las series infinitas que podemos extraer, con-
verge uniformemente en un circulo de centro O. Pues si existiera tal serie,
podriamos extraer otra donde todos los enteros n serian congruentes entre el-
los  (mod p) y de la forma A\p — ¢; las funciones Ry,—, = fi(2z) convergiendo
uniformemente en un circulo de centro O, y seria lo mismo para las funciones
R,[frp(2)] = Ra(2) que son las iteradas de una funcién de multiplicador +1
en el punto doble O. Entonces somos llevados a una cuestiéon ya resuelta.
Senalemos también que podriamos completar la estrella obtenida por un con-
junto andlogo de dominios relativos a los antecedentes de un punto.
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Hemos dejado de lado el caso donde R,(z) es idéntica a z. Si es asi, las
funciones R, (z) son peridédicamente iguales a las funciones z, R(z), Ry(2), . . .,
R,_1(z) y entonces no convergen a cero. Esta circunstancia se presenta para

2iTm
las substituciones de primer grado z = sz = e P z, y para aquellas que
deducimos por la misma transformacion conforme, z = f(z), 21 = f(t1), con
f(t) holomorfa y nula, pero de derivada no nula para ¢ = 0. La relacién

z1 = sz da entonces

f(t1) = sf(t) dedonde t; = F[sf(t)].

esta ultima ecuacién sera de la forma t; = st solamente si f(st) = sf(t);
desechemos esta hipétesis; tendremos entonces una substitucién t; = Q(t),
donde @ no es de primer grado, cuya iteraciéon indefinida conduce solamente
a p substituciones distintas. Por ejemplo para p = 2, podremos tomar
Q(t) = L(2—¢"), con la determinacién del logaritmo nulo para t = 0. Ademéds
esta circunstancia no puede presentarse si R(z) es una fraccién racional de
grado superior a 1, o una funcién uniforme teniendo puntos singulares esen-
ciales aislados, pues la inversa de dicha funcién jamas es uniforme segiin los
teoremas de Picard.

Consideremos ahora el caso de un punto periddico cuyo multiplicador es de
la forma 62”%; si q es el periodo, seremos llevados al caso precedente que
considera la substitucién [z | R,(z)]. Obtendremos asi alrededor de los ¢
puntos del ciclo ¢ ensamblajes de dominios o estrellas en las cuales las R,,(2)
convergen peridodicamente hacia los puntos del ciclo; si z pertenece a uno
de estos dominios, el punto z, pertenecerd a la misma estrella pero a un
dominio diferente si p > 1; el punto R,, pertenecera al mismo dominio que z;
los puntos z,, tienden hacia el punto doble correspondiente sin salir de este
dominio; de cualquier manera hay una doble periodicidad, una de posicion
la otra de orientacién. Los dominios de las ¢ estrellas forman asi p’ grupos o
ciclos (p’ > 1); dos puntos que pertenecen a dominios de dos ciclos distintos
jamas son iguales para las potencias de la substitucién dada.

Resta estudiar los puntos dobles cuyo multiplicador es de la forma e, siendo
« un numero inconmensurable a 7. Conocemos muy poco sobre estos pun-
tos dobles, cuyo estudio desde el punto de vista que nos ocupa parece muy
dificil. Consideremos primero una substitucién de primer grado z; = e*z;
la iteracién da z, = e™*z; los puntos z, estan distribuidos de una manera
densa sobre toda la circunferencia de centro O pasando por z y la serie de
las funciones R,(2) admite como funciones limite todas las funciones ¢%z,
donde 3 es un numero real cualquiera. Si establecemos como anteriormente
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z = f(t),z1 = f(t1) con f(0) = 0, f'(0) # 0, obtenemos una nueva substi-
tucién t; = Q(t) con Q(0) = 0,Q'(0) = €', que en general no es de primer
grado y es tal, que los consecuentes de un punto estan distribuidos de una
manera densa sobre una curva cerrada analitica en torno al punto doble. En-
tonces en la vecindad del punto doble, los consecuentes de un punto (ademés
del punto doble) no tienden jamdas a ese punto. Pero dada la subtitucién
21 = R(2) = €z + -, no es facil ver si cae en la categorfa anterior. Supon-
gamos que no sea asi: ;existen entonces dominios cuyos consecuentes tienden
hacia el punto doble? En este momento no podemos ni dar un ejemplo, ni
probar que el hecho sea imposible!!.

15. Ahora solamente vamos a estudiar los puntos dobles repulsores cuyo multi-
plicador es mas grande que 1, en médulo. Si a es un punto de esta especie,
existe un nimero real k£ comprendido entre 1y | s | > 1, tal que para todo
punto z interior al circulo (| z — a | < p), tendriamos

|z1—a| =] R)—al|>k|z—a].

Si los puntos z, z1,...,2,-1 son todos interiores a este mismo circulo, ten-
dremos también | z, —a | > k™ | z — a |, cantidad que crece infinitamente
con n; los puntos z, terminan entonces por salir del circulo. Es claro que
aparte del mismo punto doble, los consecuentes de un punto del circulo jamas
tienden hacia el punto doble. Si R(z) esta definido y es uniforme en todo el
plano y también racional para fijar las ideas, tendremos sobre una circunfe-
rencia de centro a y de radio p

M, (p) > K" p,

con M, (p) designando el médulo maximo de R, (z) que se asume holomorfa
para | z —«a | < p. Si esta tltima ecuacién no es satisfecha, R, (z) tiene
al menos un polo sobre la circunferencia o en el interior. Por consecuencia,
en todo circulo de centro «, R,(z) toma valores de médulo indefinidamente
creciente con n. Como, por otra parte, siempre tenemos R, («) = «, ninguna
serie infinita extraida de los R,(z) puede converger uniformemente en un
circulo de centro a.

La funcién inversa de R(z), igual a « para z = «, es desarrollable para
| z = | suficientemente pequeno en serie entera:

Z—1=R_1(z):a+i(z—oz)—l—()(z—oz)2+--~

HFErecuentemente daremos, a los puntos dobles o periédicos de multiplicador igual a 1, en
moédulo, el nombre de puntos dobles o periédicos neutros.
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1
El punto doble « es entonces un punto doble atractor de multiplicador —

para la substitucion [z | R_1(z)]. Entonces, en cierto dominio del punto «,
los antecedentes de z obtenidos a través de la rama de la funcién R_1(z) que
acabamos de definir convergen uniformemente hacia «. Existe una funcion
holomorfa y nula en «, de derivada igual a 1 en el punto que verifica la
ecuacion funcional de Schréder

FIR ()] = - F(),

de donde
sF(z) = F[R(z)].

La funcién inversa de F(z), G(z) igual a a para Z = 0 y holomorfa en este
punto verifica la ecuacién funcional

RIG(Z)] = G(s2).

Ahora vamos a demostrar un teorema referente al conjunto E”'? obtenido
de los consecuentes de un punto, suponiendo siempre para evitar confusion
R(z) racional. Supongamos que este conjunto contiene el punto doble a de
multiplicador s tal que | s | > 1. Si este conjunto encierra otros puntos
ademds de a (que es ciertamente el caso, como acabamos de ver, cuando
| s | > 1y cuando z no es un antecedente de «), encierra una infinidad
que tiene a « por punto limite. En efecto, no siendo z un antecedente de
a tendra todos sus consecuentes distintos, sino z seria el antecedente de
un punto periédico que coincidiria necesariamente con «, ya que « es un
punto invariante y limite de ciertos consecuentes de z. Sentado lo anterior,
tendremos, en un circulo de centro a y de radio r,

|R(z) —a| <k|z—al,

siendo k£ un nimero finito pero mas grande que 1; r debe ser asumido su-
ficientemente pequeno para que exista en el exterior del circulo un punto
limite [ de los z,, lo que es posible ya que a no es el tnico punto limite.

,
Siendo p un numero comprendido entre 0 y Y z) un consecuente de z tal
que | zy — a | < p; puesto que los z, tienen a [ entre sus puntos limite, hay

consecuentes de z, cuya distancia a « es superior a p. Sea 24, el primer con-
secuente de z) parael cual | 24, —a | > p; como | zy4,—1—a | < p, tendremos

12

en el original no se da esta notacién, sin embargo se utiliza més adelante
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| 2a1p — @ | < kp. El punto 2y, es entonces interior a la corona (p, kp). Sea
Zy, €l primer consecuente de z después zyy, para el cual | 2y —a | < p; 2y
existe ya que a es punto limite de los z,. Deduciremos como antes la exis-
tencia de zy 4, comprendidos en la corona (p,kp). Obtenemos asi la serie
de puntos 24, x4, 2yi4pur, --. cuyos indices van creciendo, que son en-
tonces todos distintos y todos interiores a la corona (p, kp). Tienen entonces

al menos un punto limite en esta corona o sobre su contorno. Haciendo suce-
r r

sivamente p =2 - -, obtenemos una serie de coronas que tienden

-
kn
hacia el punto o y que todas contienen al menos un punto limite de las z,.

El conjunto E” contiene entonces al menos un punto.

Vamos a dar, para terminar, algunos ejemplos de las diversas suertes de los
puntos dobles que hemos estudiado en este capitulo.

Tomemos R(z) = 22+ 5. Hay un punto doble atractor, que es el punto doble

141v19

en el infinito y dos puntos dobles repulsores que son los puntos o = 5

1 —1iv/19
yﬂzT

convergen hacia el infinito para | z | > 3. En efecto, si | z | > 3 tenemos

, cuyos multiplicadores son respectivamente 2« y 25. Los z,

|2 = | z]* =5 >4,

| 2| 2] 2 [-5>38,

| 2, | > 27 FL

’Zn-l—l | >22n+2_5>22n+2_8:8(22n—1_1)
>8.22n—2:22n+1 >2n+2.

Tenemos entonces lim z, = oo para | z | > 3. Estudiaremos mads tarde este
ejemplo de una manera mas concreta.

Tomamos en seguida R(z) = 22 — 2. Tenemos siempre el punto atractor

4
+1++6

2

1 + /6. Encontramos enseguida un ciclo de orden 2 correspondiendo a los

puntos raices a y (3, la ecuacién

z = 00, y los dos puntos dobles repulsores z = , de multiplicador

z2+z—l—0
4_7

y cuyo multiplicador es igual a R'(a)R'() = 4af = —1. La estrella del

-1 2
punto o = _5\/_ se compone de dos dominios Dy, Dy colocados a uno y
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otro lado de la paralela al eje imaginario conducido por « y cuyos contornos
~1v2

son tangentes a esta recta; la estrella del punto 8 = se compone de

los dominios D;, D3 ofreciendo una disposicion andloga . Los consecuentes
de un punto z de Dy son los puntos zy, interiores a Dy, 24,11 exteriores a Dy,
Zanto interiores a Dy v 24,13 @ D3. Tienden hacia o o hacia 3 permaneciendo
sobre curvas tangentes al eje real (figura V).

Figura V:

Por 1ltimo consideremos el ejemplo un poco mas general R(z) = 2%+ a. Los
puntos periddicos de orden n, siendo n primo, son los puntos raices de la
ecuacion

R”(’Z) -z dr—d
Uy(z) =222 2 =44 ... 4 P.(a) =0.
=) R(z) — = (a)
P,(a) es un polinomio en a, que tienen como primer término a a1y

como ultimo término la unidad. Los puntos raices de la ecuacién precedente
n

se distribuyen en ciclos de orden n.

Sea (z, 21, ....2,_1) uno de estos ciclos. Su multiplicador serd

t=R'(2)R(z)...R (rn1) H dzt = d"(I1z)*
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dr—d

n

El producto de los multiplicadores de los diferentes ciclos en nimero

sera entonces
nd—d d—1
dM I (2)

el producto II siendo extendido a todas las raices de U, (z) = 0 es decir

+d" [ P(a)]*".

Si a es arbitrario, podemos disponer de manera que esta expresién tome el
valor que queramos. Si este valor es mas pequeno que 1, en moédulo, habra
al menos un () < 1, entonces al menos un ciclo atractor de orden n.
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Capitulo 3

En este capitulo estudiaremos una clase particularmente simple e importante
de substituciones racionales, aquellas que transforman en si mismas respec-
tivamente el interior y la circunferencia de un circulo y por consecuencia
también el exterior del circulo. Vamos a buscar la expresién general de tal
substitucién suponiendo primero que para una inversién previa hubieramos
transformado el circulo en el semi-plano: I(z) > 0. Z = R(z) es una substi-
tucién buscada, la funcién R(z) que es evidentemente real para z real tiene
todos sus polos sobre el eje real; pues si tuviera un polo zy en el semi-plano
superior, con z describiendo alrededor de z; una circunferencia infinitamente
pequena, Z describiria un contorno exterior a un circulo de radio infinita-
mente grande, de manera que habiendo aumentado el argumento de z — z
en 2w, el de Z hubiera disminuido en 2gm (¢ > 1) y el lugar de Z tendria
puntos en el semi-plano inferior, lo cual es imposible, ya que z permanece en
el semi-plano superior. Ademés, los polos de R(z) no pueden ser sino polos
simples, pues si z describe alrededor del polo real zy una semi-circunferencia
de radio muy pequeno en el semi-plano superior de suerte que el argumento
de z — zg cruze de 0 a 7, Z describird una curva exterior a un circulo de radio
muy grande de manera que el argumento de Z disminuye aproximadamente
en gm, si zg es un polo de orden n. Si g > 2, esta curva tendra puntos en
el semi-plano inferior, lo cual es imposible. Veamos de una manera analoga
que el infinito es un polo simple de R(z). Tenemos entonces

A

)
Z—Q

R(z)=kz4+h-%

siendo los a reales; lo mismo que las constantes A, h, k, ya que
A =lim R(z)(z — a),
R
b — lim )

Z2=00 z

63
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ademéds de que R(z) es real. Finalmente, afirmamos que las A y las k son
positivas, pues para z = x + iy cerca de a, la parte principal de R(z) es

A Az —a) Aty

z—a  (z—a)2+y? (v—a)?+y?

Ai A
que se reduce para z = a,y > 0 en —. Debemos entonces tener —> 0, por

lo tanto A > 0. Lo mismo para z + 1y donde y es positiva e infinitamente
grande, tenemos R(Z) = kiy+ cantidad acotada, por consecuencia ky > 0.
Claro esta que, k puede ser nulo. Entonces el infinito ya no es un polo, de
modo que ya no es un punto doble de la substitucién.

Reciprocamente, toda fraccion racional de la forma anterior responde a la
cuestion, ya que estableciendo Z = X + 1Y, se obtiene

A
Y:ky—kz(x_ id

—_ k>0A
a)2_|_y2 ( _07 >0)7

Y e y son siempre del mismo signo y nulos al mismo tiempo.

Vamos a buscar los puntos dobles de la substitucion estableciendo k£ = 0 lo
que debe ser visto como el caso general; de otro modo, siendo el infinito un
punto doble, estableceremos

-1 -1

7 —« Z—

con « una constante real; tendremos entonces una relacion de la misma forma
entre Ty t, dejando de ser un punto doble el infinito si « es convenientemente
seleccionada.

Estableceremos entonces

d
A
R(z) =h—
(2) 21: z—a
y tendremos que discutir la ecuacién
A
z (2) > P
donde A
f(z):R(z)—z:h—z—Zz_a =0

Haremos variar z de —oo a +oo senalando los valores de discontinuidad a



65

de f(z); tenemos la tabla de variacién siguiente:

OO ay az  ccr Ag—1 ag _|_q,o
70 | TodFs soJFe Todbw ralfe —=

Segun la cual hay un nimero impar de raices reales, al menos una, en cada
uno de los intervalos (a;,a;4+1), lo que da al menos d — 1 raices reales y
distintas, y un ntmero par que no puede ser entonces mas que 0 6 2 en
los intervalos extremos (el ntimero total de raices, distintas 6 no, es d + 1,
incluyendo las raices imaginarias).

La ecuacion tiene asi d — 1 raices reales y distintas respectivamente en los
intervalos (aq,as), (az,as), ..., y ademds siguiendo los casos:

1° Dos raices imaginarias conjugadas.

Hay entonces una raiz simple real y tnica en cada uno de los intervalos
(a;j,aj4+1). Para cada una de estas raices «, f(z) pasa de negativa a posi-
tiva, entonces f'(a) > 0 6 R'(a) > 1. Las a son entonces puntos dobles
repulsores. Consideremos enseguida las dos raices imaginarias conjugadas,
entonces los multiplicadores s y s’ son igualmente imaginarios conjugados.
Segun la relacién conocida entre los multiplicadores, tenemos

1 1 it S |
3—1+s’+1+z

1=0
1 SZ—1+

la 3 siendo extendida a los puntos dobles reales para los cuales s; es real
y > 1. No consideramos mas que substituciones de grado > 2, entonces
d —1 > 1. Igualando a cero la parte real del primer miembro, tenemos

1 1
R(—q)+R(5—)+14P=0 (P>0)

2u+1+ P =0.

Estableciendo
1 1

=u-+w =u— .
s—1 ’ s —1

Tenemos entonces u < —%, de donde resulta como sabemos

|s| =] <1
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Tenemos dos puntos dobles atractores imaginarios conjugados.

29 Dos raices reales distintas entre ellas y de las anteriores, entonces en total
d + 1 raices reales y distintas.

Entonces necesariamente hay o tres raices reales y distintas en un intervalo
(a;,aj41), o dos raices reales y distintas en uno de los intervalos extremos. Si
hay tres raices a < o < o” entre a; y a;j41, para ay o, f(z) es creciente

R'(a) >1, R'd")>1;

para o, f(z) es decreciente y R'(a/) < 1. Si hay dos raices reales y distintas
en el intervalo (ag4, +00), por ejemplo, tendremos R'(a) > 1y R'(a/) <
1 (a < a'). En los dos casos, hay d puntos dobles para los cuales s es real y

mayor que 1, entonces

1> 0. Para el (d+ 1)-ésimo, tendremos, en virtud

de la relacién conocida,

!/
5—1:_1_2

=—1—P (P>0
3_1 ( > )7
de donde

0<s<l1.

Hay entonces un punto doble atractor y sélo uno sobre el eje real.

39 Dos raices reales iguales entre sf o a una de las anteriores, es decir d — 1
raices reales y distintas y una raiz doble.

Para la raiz doble, tenemos s = R'(a) = +1. Vemos facilmente que s > 1
para las otras.

4% Dos raices reales iguales entre sf y a una de las anteriores, es decir, en
total una raiz triple perteneciendo entonces a uno de los intervalos (a;, a;+1)
y d — 2 raices reales distintas perteneciendo respectivamente a los d — 2
intervalos restantes. Para la primera, tenemos s = R'(a) = +1, R"(a) = 0.
Para las restantes tenemos siempre s > 1.

Resumamos estas conclusiones considerando un circulo cualquiera en lugar
de la parte superior del semi-plano. Podemos decir que toda substitucion
racional de grado d > 1 admitiendo un circulo fundamental I" poseé:

Ya sea 1Y dos puntos dobles atractores que son imagen uno del otro con
respecto a I' y d — 1 puntos dobles repulsores situados sobre la circunferencia;
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Ya sea 2° un punto doble atractor y d puntos dobles repulsores, todos situados
sobre la circunferencia;

Ya sea 3° un punto doble de multiplicador igual a +1 que equivale a dos o
a tres puntos dobles iguales y d — 1 6 d — 2 puntos dobles repulsores, todos
sobre la circunferencia.

Senalemos que el multiplicador de un punto doble situado sobre la circunfe-
rencia es siempre real y positivo, lo que es poco méas o menos a priori. Al
contrario de los multiplicadores de los puntos dobles atractores no situados
sobre la circunferencia, si existen, pueden tener cualquier valor real o com-
plejo ( con modulo menor que uno).

Podemos entender la nocién de substitucion en el circulo fundamental con-
siderando también el caso donde R(z) permutan entre si el interior y el ex-
terior del circulo, la circunferencia permanece invariante. Si transformamos
la circunferencia en el eje real, tenemos como consecuencia la expresién de
R(z) senalando que —R(z) deja invariante el semi-plano superior:

R(z) = —kz—h+) A ,

z—a
las A y las k siendo atun positivas. Podriamos proseguir como en la discusién
anterior de la ecuacién R(z) = z; pero es intitil. Basta sefialar: 1° que siendo
permutados entre si los dos semi-planos, no hay punto invariante imaginario;
2% que los puntos dobles situados sobre el eje real tienen sus multiplicadores
reales y negativos por la misma razén; que Z = Ry(z) define una substitucién
en el circulo fundamental del tipo ya estudiado.

Segun lo anterior, si Ry(2) es de la primera especie, es decir poseé dos pun-
tos dobles imaginarios, estos puntos forman un ciclo de orden 2 para R(z).
Siendo, ademas, el resto de los puntos dobles de Ry(z) todos reales y repul-
sores, igual que para R(z). La substitucién propuesta tiene entonces todos
sus puntos invariantes sobre el eje real con multiplicadores reales y negativos;
tiene ademas un ciclo atractor de orden 2.

Si Ry(z) es de la segunda especie, es decir poseé un punto invariante atractor
sobre el eje real, siendo los restantes repulsores e igualmente reales. R(z)
tiene igualmente un punto invariante atractor de multiplicador comprendido
entre 0 y —1 (limites excluidos) y d puntos invariantes repulsores, siendo
todos estos puntos reales.

Si Ry(z) es de la especie singular, es decir poseé un punto doble de multipli-
cador igual a +1, R(z) tendra sobre el eje real un punto doble de multiplicador
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igual a —1 [para el cual R"5(z) = 0]. El resto de los puntos dobles son reales
y repulsores.

Hay correspondencia entre las diversas especies para los dos tipos de sub-
stitucion, excepto a la que concierne las substituciones singulares del primer
tipo con un punto doble o donde R'(y) = +1, R"(a) # 0 que no tiene
correspondientes en el segundo tipo.

Si R(z) es una funcién en el circulo fundamental, lo serd R, (z) cualquiera
que sea el entero n; R,(z) serd del segundo tipo si R(z) cumple lo anterior y
si n es impar.

Se obtiene por consecuencia que todos los ciclos de orden n son repulsores y
estan formados de los puntos reales mientras n > 2 o bien n = 2, a excepcion
de las substituciones del segundo tipo de la primera especie.

De una manera general, formando entre ellas substituciones que admiten
el mismo circulo fundamental I', en un orden cualquiera, tenemos aiin una
substitucién que admite el mismo circulo fundamental; estas substituciones
forman un grupo si les agregamos sus inversas que, naturalmente, no son
racionales.

Las propiedades de los puntos dobles que acabamos de estudiar caracterizan
las substituciones en el circulo fundamental y permiten expresarlas de alguna
otra manera.

Supongamos que [z, R(z)] admite d — 1 puntos dobles ay, ao, ..., aq 1 situa-
dos sobre una circunferencia I'; de multiplicadores reales y mayores que 1, y
dos puntos dobles «, o’ de multiplicadores s y s’ conjugados, siendo a y o’
imagen uno del otro con respecto a I'; los s estan ligados por la relacion

1 1 gy
to

s—1 s — s — 1

+1=0,

que arrastra, como ya lo hemos visto,

|s|] =|s| <L

Decimos que la substituciéon admite a I' como circulo fundamental. Sabemos
en efecto que

1 1 1 d-1 1
R —: G-De-a  F-De-a) =G -De—a)
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Podemos suponer, sin restar generalidad, que I' es el eje real, entonces o
real, @ y o/ imaginarios conjugados. Establecemos R(z) = A en la igualdad
anterior; tenemos una ecuacién en z que tendra todas sus raices reales si A
es real. En efecto, esta ecuacién puede escribirse

= 1 1
21: (si — 1)(z — ay) +z—A

+ ®(2) =0,

con ®(z) real y acotada para z real, pues es una fraccién racional de la
Cz+C'

forma ——————, donde b > 0. Por otra parte, los coeficientes
(z —a)? +b? z—a;

. _1 5 due es
igual a 1. Entonces, si consideramos los d — 1 intervalos determinados por
los d ntimeros (a1, @, ...,aq-1,A); cuando el primer miembro toma valores
infinitos de signos contrarios a los dos extremos de un intervalo se anula una
vez en este intervalo; asi pues tenemos d — 1 raices reales, y como la ecuacién
es de grado d (a causa de la relacién entre los multiplicadores), hay d raices
reales. Entonces R(z) = A tiene todas sus raices reales para A real; pero
coincidiendo Z = R(z) con z para z = a = a + bi, si z describe un camino
cualquiera en el semi-plano superior a partir de «, Z permanecera también
en este semi-plano, de otra forma Z atravesaria el eje real en el punto Z = A
y la ecuacién R(z) = A tendria una raiz imaginaria. Por otra parte R(z)
tiene coeficientes reales. Entonces Z = R(z) define una substitucién en el
circulo fundamental y de la primera especie.

son positivos ya que s; > 1, al igual que el coeficiente de

Ahora supongamos que todos los puntos dobles estan sobre la circunferencia,
y que sus multiplicadores son reales y mayores que 1, en valor algebréico,
para d de entre ellos, pero real y comprendido entre 0 y 1 para el (d + 1)&ime
como resulta de la relacién

1

d
s—1+21:

1

1=0
Sz_1+

que debemos suponer se satisface. Decimos que tendremos una substitucion
del primer tipo y de la segunda especie. Lo que lleva a demostrar igual que
antes que R(z) = A tiene sus raices reales para A real; esta ecuacién puede
escribirse

1 1 1 1

- = 0.
s$i—1lz—«o 2—A 1—5s5z—«

>
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Tenemos atin O> 0. Consideremos los d intervalos determinados por

G: —
d 4+ 1 nimeros 2041, Qg,...,aq, A) excluyendo toda vez a aquel, si hay uno,
que contenga a «. En los d — 1 intervalos restantes, el primer miembro es
continuo salvo en los dos extremos donde se anula una vez debido a que
pasa de +00 a —oo; entonces las d — 1 raices son reales lo mismo que d.
Terminamos el razonamiento como antes senalando que R(z), definida por

11 zd: 1
R(z)—z—s—lz—a — s —1lz—a;

toma valores de igual signo que z por lo que se refiere a la parte imaginaria
en la vecindad de los puntos dobles debido a que s > 0.

Consideremos finalmente el caso donde damos sobre la circunferencia un
punto doble o para el cual

s = R(a) =+1, R"(a) #0

y d — 1 puntos dobles para los cuales s > 1. Las cosas son un poco menos
simples en este caso; la subtitucién R(z), admitiendo los puntos dobles dados
con sus multiplicadores y de grado d, no esta completamente determinada y
depende de una constante arbitraria. Tenemos en efecto (§2)

1 [ h — 1
R(z)—z_(z—a) 21: ,—12—041
d—1
21:81 =0.

Vemos que | permanece indeterminada. Si suponemos a las a sobre el eje
real, para que R(z) deje esta recta invariante, falta que [ sea real. Tenemos
ademas, en la vecindad de «a,

R(z):a+(z—a)+;(z—oz)2+~~ <R”(a):?).

Suponer a [ real lleva a suponer que la tangente a I' coincide con la tangente
de rebotadura (rebroussement) a la curva que limita el dominio de convergen-
cia elemental relativo a a (§10). Bajo esta forma, la condicién es invariante
con relacién a toda transformaciéon conforme!. Si es satisfecha, atin vemos

Lo que quiere decir que la direccién determinada por el argumento de R*(«) es aquella de la
tangente en « en el circulo.
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facilmente que R(z) pertenece a la clase que estudiamos y define una sub-
stitucion singular de primer tipo. El procedimiento es siempre el mismo.
Tenemos que demostrar que

-1 1 1 1

{
le(si—l)(z—ai)_l—z—A

(z — )

=0

h
+ +
Z—

admite d raices reales para A real. Siendo las s; — 1 positivas, atin consider-
amos los d — 1 intervalos determinados por (g, as, ..., a4_1,A). Si ninguno
de ellos contiene a «, vemos que todos contienen una raiz. Si alguno de ellos
contiene a «, sea por ejemplo a; < a < a@s en uno de los dos intervalos
(o, ) y (@, ag), el primer miembro pasard de +o00 a —oo porque llega a ser
infinito sin cambiar de signo para z = a. Tendremos entonces d — 1 e incluso
d raices reales y la conclusién se obtiene.

Dejaremos de lado el caso donde se tiene
R(z)=+1, R'(z)=0,

que da lugar a una discusién analoga.

Finalmente, para las substituciones de segundo tipo, tendremos resultados
semejantes. Por ejemplo, si damos d-+ 1 puntos dobles sobre la circunferencia
con s < —1 en valor algebraico, tendremos para la formula de descomposicién
en elementos simples una expresién de R(z) que dard una subsitucién de
segundo tipo y de la primera especie.

Puede ser favorable elegir como circulo fundamental I' al circulo unitario
| t | < 1. Pasemos de este circulo al semi-plano superior del plano de las Z
por la transformacién

tzz;@ T:Z_@

2= p Z—p

siendo  y [ imaginarias conjugadas y (3 teniendo su parte imaginaria posi-
tiva. La relacion Z = R(z) da entonces T' = ®(t). Es claro que si @) y &),
dejan invariante el circulo | ¢ | < 1, lo mismo sucede con ® = dMP) A
las funciones @M (¢) y ®@(t) les corresponden R (2) y R?(z). Un célculo
simple muestra que la R(z) que corresponde a ®(t) = @M P2 estd dada por
la formula

RY(z)R(2)— | B

R(Z) = R(l)(z) 4 R(Q)(Z) — 2%(5)
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Si 3 es puramente imaginaria e igual a bz, la formula llega a dar

Supongamos en particular que 7' = ®(t) tuviera el origen por punto doble;
(1)

siendo holomorfa en el origen, e igual en modulo a la unidad para

| t | = 1, serd més pequena, en médulo, que la unidad para | ¢ | < 1. Entonces
D(t

(t) :i) deja T' invariante. Tomemos ®M(t) = W(t) y &P (t) = ¢t; les

corresponden las funciones R(V(z) = A(z) y R®(z) = 2. Tenemos entonces

2A(z) — b2

R(z) = TG

Vamos a deducir de esta férmula una consecuencia importante a saber que
| @'(t) | es superior a la unidad sobre la circunferencia I'. Tenemos en efecto

(1) = R(=) l}w] 2

Encontramos para R'(z) la expresién

N(2)(22 +1%) + 0% + N2(2)
[z + A(2)]?

R'(z) =

Reemplazando R(z) y R'(z) por sus valores en funcién de A\(z) en la expresion
de @'(t), encontramos después de algunas reducciones

N(2)(2% + %) + A2(2) + b

' (t) =
®) [A(2) + bi]?
Para |t | =1, z es real al igual que A(z); tenemos entonces
22+ b?

|®@|:1+X@5ﬁ5¥ﬁ'

Conocemos la expresion de A(z):

A

zZ—a

Az)=kz+h—=%

(k,A,>0)
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entonces A

N(z) es entonces positiva para z real. La expresién de | ®(¢) | muestra
entonces que | ®(t) | > 1. Se afirma que jamas tendremos | ®'(¢) | = 1. Para
ello faltarfa que z 6 A(z) llegardn a ser infinitas. Ahora bien, cuando z llega
a coincidir con un polo a, encontramos que el valor limite de ®'(¢) es igual a
n a® + b?

> 1. Para z = oo, obtenemos el valor limite 1+ % si K no es nulo,
A .

Entonces siempre tenemos

| ®'(t) | >C>1 para |t]|=1.

Las consideraciones anteriores permiten resolver el problema limite de la
iteracion, es decir encontrar el conjunto obtenido de los consecuentes de un
punto, por la substitucion de las diversas especies que hemos considerado.

Consideremos primero una substitucién de primer tipo y de primera especie.
La cual admite dos puntos dobles atractores que supondremos estan, como
antes, en el origen y en el punto en el infinito, el circulo I" siendo | ¢ | < 1.

Sea Z = R(z) esta substitucion. Se tiene que los consecuentes de todo

punto situado en el circulo vy concéntrico a I' de radio més pequeno tienden
R(z)

uniformemente a cero. En efecto, el médulo maximo para | z | = p de

siendo una funcién creciente cuando p varfa de 0 a 1 para | z | = 1, tenemos
uniformemente

| R(z) [ <clz]  (0<|c|<1)
en 7. Los consecuentes de un punto de v permanecen en vy y tenemos
| zp | <" | 2], limz, =0
uniformemente en . Igual, en el exterior de todo circulo de radio més grande

que 1, z, tiende uniformemente hacia el infinito.

Inversamente, dado un conjunto cerrado cualquiera K los antecedentes de
todo punto de F tienden uniformemente hacia la circunferencia, suponiendo
que E no contiene los puntos dobles 0 e co. Pues, si fuera de otra manera,
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habria antecedentes de diversos puntos de E de rango indefinidamente cre-
ciente, exteriores a la corona (1 —a, 1+a) e interiores, por ejemplo, al circulo

I'. Sean 2/, 2", ... estos antecedentes, tendriamos entonces:
Ry, () = ¢,
an (Z//) — 5//7
R,, [Z(p)] = &),

Pero siendo | z® | para p suficientemente grande < 1 — a, implica que
R, (2) <C™|1—-a|, (C <1), cantidad que tiende hacia cero con —; o

Np
los £ siendo puntos de F, tenemos por hipdtesis

| £ > K >0

con lo que tenemos una contradiccion.

Podemos precisar mas la manera en que los antecedentes de un punto se
aproximan a la circunferencia.

Consideremos la circunferencia v de centro 0 y de radio p < 1. Se cumple que
si p es suficientemente cercano a 1, las diferentes ramas de R;(z) se permutan
circularmente cuando z describe . Supongamos a r superior en médulo a
todas las raices de R(z) = 0, y sea vy_; la curva (comprendida entre v y I')
descrita por una determinaciéon de R_;(z) cuando z describe a v; ~y_; se
cierra cuando z describe v veces 7y; reciprocamente, si z describe y_; una sola
vez, R(z) describe v veces v en el sentido directo, su argumento aumenta en
2z7 el cual debe representar el nimero de ceros de R(z) comprendida en el
interior de v_;, multiplicada por 27. Entonces este nimero es al menos 1
(ya que v > 1); entonces v_1, rodea el origen y, por consecuencia, ya que es
exterior a 7, todos los puntos raices de R(z) = 0. Tenemos v = d, grado de
R(z), y las d ramas de R_;(z) se permutan circularmente cuando z describe
v; esto subsiste cuando deformamos v sin atravesar los puntos criticos de

R71<Z).

Consideremos entonces la corona (7, ") que no contiene punto critico alguno
de R_1(z), ni por consecuencia de R_,(z), y tracemos un corte, por ejem-
plo, siguiendo un radio; los R_,(z) llegan a ser uniformes en el dominio asi
obtenido §. Los antecedentes d_; del dominio d son cuadriladteros curvilineos
yuxtapuestos en la corona comprendida entre v_; y I'; los antecedentes d_o
del dominio 9, es decir los antecedentes inmediatos de los §_;, son cuadri-
lateros curvilineos yuxtapuestos en la corona comprendida entre v_o y I" y asi
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sucesivamente, las curvas v_1,7v_2,...,%_n, .. desarrollandose mutuamente
y tendiendo hacia I'. Se afirma que las dimensiones lineales de las  tienden
hacia cero junto con %; yva que la diferencial del arco del contorno de d_,, esta
designada por do_,, tenemos para un delta d_, y un d_(,_) convenientemente
asociados

do_(n_1y = | R'(2) | do_,,

siendo z un punto de o_,. Pero hemos demostrado en el paragrafo anterior
que | R'(z) | > K > 1 sobre I' y, por consecuencia, en una corona alrededor
de I'. Como las curvas «_,, tienden hacia I', tendremos para n > n’

1
d(T_n < Ed()‘,(n,l),

la misma relacién aplicandose a las longitudes finitas de los contornos de
0_n v 0_,_1; estas longitudes decrecen entonces como los términos de una
progresion geométrica convergente y tienden cero. En particular, los lados
de los cuadrilateros d_,, yuxtapuestos sobre la circunferencia tendiendo a
cero cuando su numero d" crece indefinidamente tendran por puntos limites
todos los puntos de la circunferencia; sucedera lo mismo para los dominios
superficiales d_,,. Si tomamos un punto m sobre la circunferencia, en la parte
de T' comprendida en un circulo de centro m y de radio e arbitrariamente
pequéno, habra un dominio §_,,; para n suficientemente grande.

Los mismos fenémenos se producen para el exterior del circulo en razéon de
la simetria con relacion al circulo. Entonces el n-ésimo consecuente de un
dominio circular de radio tan pequeno como lo queramos, teniendo su centro
en un punto cualquiera de la circunferencia I', cubrira para un valor finito
de n toda una corona de grosor finito rodeando I'. Pero los consecuentes de
orden p de esta corona recubriran todo el plano para un valor finito de p, ex-
cepto quiza el entorno de los dos puntos dobles 0 e 0o, esta tltima excepcion
produciendose solamente si estos puntos no tienen mas antecedente que ellos
mismos, es decir son puntos excepcionales de los cuales hemos hablado en
el Capitulo I; esto no tendrd lugar mas que para R(z) = Az?. De lo que se
puede concluir:

1% El consecuente de orden n de un dominio arbitrariamente pequenio rodean-
do un punto de la circunferencia cubrird todo el plano para un valor finito de
n (excepto, en el caso donde R(z) = Az? el interior de un circulo de radio
arbitrariamente pequeno y el exterior de un circulo arbitrariamente grande
de centro 0);
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20 El consecuente de orden n de un arco tan pequerio como se quiera de la
circunferencia la recubrird completamente para un valor finito de n.

Asfi el conjunto derivado de los antecedentes de un punto cualquiera del plano
(salvo los dos puntos excepcionales, si existen) estd formado por toda la
circunferencia.

Conocemos entonces el conjunto derivado de los antecedentes y de los con-
secuentes de un punto del plano de una manera muy precisa, salvo él de
los consecuentes de un punto de la circunferencia; la btisqueda del conjunto
derivado de los consecuentes de un punto de I' es un problema de naturaleza
aritmética que se relaciona a la aproximacion de los inconmensurables y que
no buscaremos a profundidad aqui. Solamente mostraremos, sobre ejemplos,
cuales son las principales circunstancias que pueden presentarse.

Consideremos entonces los consecuentes de un punto m de I'; estos puntos
son todos distintos a menos que m sea el antecedente de un punto doble o
periodico; tales antecedentes son densos sobre I' y para cada uno de ellos el
conjunto £’ derivado de los consecuentes de m puede ser visto como formado
por los puntos de un ciclo, o como no conteniendo ningtin punto, segun
veamos, formando parte o no de £’ los puntos donde son iguales una infinidad
de consecuentes. Este es en general el primer punto de vista que parece ser
el mas natural de adoptar.

Voy a demostrar que los mismos puntos periddicos son densos sobre I'. En
efecto, siendo o un arco cualquiera de I', existe una rama de la funcién
R_;(2), para h suficientemente grande, que da como imagen de o el arco
o_n, completamente interior a ¢ cuando transformamos por R_j, el arco o y
el arco o_y, que ahi esta contenido, obtenemos como imagen de o_;, un arco
0_op, interior a o_p; el arco o_g, tendra en su contorno una transformada
o_3p, v asi sucesivamente; los arcos o_,; encajados los unos en los otros y de
longitudes tendiendo a cero como los términos de una progresién geométrica
convergente tienden hacia un punto &; como siempre se tiene simbdlicamente

On-1)h = Br(0-nn),

se tiene también

§ = Ru(&).

El punto ¢ forma parte entonces de un ciclo cuyo orden es un divisor de h; con
el arco o siendo arbitrario, vemos que todo punto de I' es punto periédico
o limite de puntos periddicos; siempre es limite de puntos periddicos y de
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periodo indefinidamente creciente ya que no hay un ntmero finito de tales
puntos cuyo periodo no sobrepase un nuimero dado.

Podemos senalar que aqui siempre hay puntos de periodo n cualquiera que

sea n; en efecto, como no hay puntos periédicos cuyo multiplicador sea de la
2piT

forma e ¢ | el caso de excepcién examinado en el paragrafo 3 no se presenta

y las ecuaciones R,(z) = z no tienen més que raices simples. El nimero

P(n) de los puntos periédicos de orden n se obtienen entonces haciendo la

inversién de la formula

S P(n) =d" + 1,
&/n

donde la sumatoria es extendida a los divisores? ¢ de n ; de lo que obtenemos,
como sabemos,

Pn) = u(0) |di +1) = Y plo)ds

d/n d/n

donde p(d) es la funcién aritmética bien conocida igual a £1 o a 0, segun si
0 es un producto de un nimero par o impar de factores primos distintos o
divisible por un cuadrado; tenemos, ademés, (1) = 1. Obtenemos ast:

P(n) = Zu@)d% =0 (modn),

siendo el nimero de los ciclos de orden n. Esta propiedad aritmética

n
se relaciona a los teoremas de Fermat y de Fuler.

Tenemos entonces en todo arco de I' una infinidad numerable de puntos
periédicos para los cuales por consiguiente E’ se reduce a un numero finito
de puntos.

Vamos a mostrar que podemos encontrar igualmente en todo arco de I' puntos
para los cuales E’ estd formado por la circunferencia completa. Consideremos
una infinidad numerable de arcos de I" sea o,0’,0”, ... que escribiremos en
el siguiente orden, tal que cada uno de ellos figure una infinidad de veces:

Hay un antecedente de o contenido en ¢’: sea o_,, el primer arco que satisface
esta condicion; hay un antecedente de o_,, contenido en o, sea 0_,,; de igual

Sle

2

en el original el indice de la sumatoria en el segundo miembro estd expresada como fraccién
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manera hay un antecedente de o_,, contenido en o', sea 0_,,; un antecedente
de 0_,, en 0", sea 0_,,; elegiremos enseguida un antecedente de o_,, no
solamente interior a o, sino también interior a 0_,, que ha sido ya introducido
en o y asi sucesivamente. Formamos entonces la tabla siguiente:

o O_l o O_/ O.// o O_l O_// 0./// o

X X X

O_ay O—ay O—g3 O—qy O—_qs O—gg O—qr O—_gg O—gq

en la cual los términos de la segunda linea designan arcos interiores a aquellos
que estan inscritos encima; ademas, aquellos o_,, que estan inscritos abajo de
o se encajan unos en otros; finalmente, cada uno de los 0_,, es un consecuente
de todos aquellos que estan inscritos a su derecha.

Los arcos

Oy O-ay; O-a5y O-ags -5 O—apppy o o
1)

encajados unos en otros y tendiendo a cero, tienen un punto limite £ interior
a cada uno de ellos. £ tiene entonces consecuentes de rango tan elevado como
queramos, contenido en o) cualquiera que sea K.

Hay asi puntos de E’ en o,0’,0”,...; si estos arcos han sido elegidos de
manera que hubiera una infinidad que fueran completamente exteriores unos
de otros, E’ contendria una infinidad de puntos.

Para fijar las ideas, consideremos la infinidad numerable de los arcos que
1

tienen por término medio los puntos de argumento ol y de longitud —,
q q

tomando todos los pares de enteros p y ¢ tales que p < ¢, no primos entre
ellos; habrd puntos de E’ en todos los arcos que tienen por mitad un punto

1
dado 27?22 y una longitud N (N =1,2,3,...); este punto es entonces de
q

E’ o limite de puntos de E’; pues bien es E’ el cual es cerrado y comprende
asi toda la circunferencia ya que encierra todos los puntos de argumento
comensurable a 27.

Asi E’ puede comprender toda la circunferencia o estar formado de un niimero
finito de puntos. Pueden producirse casos intermedios; pero es conveniente
senalar que E’ siendo un conjunto invariante que comprende los consecuentes
de todos sus puntos comprendera toda la circunferencia si comprende un arco
tan pequeno como queramos. Si lo anterior no tiene lugar, £’ es por todas
partes, discontinuo. Vamos a mostrar sobre un ejemplo que E’ puede ser un
conjunto perfecto discontinuo. Consideremos la substitucién Z = 23, y un
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S}
punto zy de argumento © sobre la circunferencia I' tal que 2—0 se escribe en
T

e
el sistema de numeracion de base 3 no empleando mas que las cifras 0 y 2; =2
7r

pertenece entonces al conjunto perfecto P, ejemplo clasico debido a Cantor de

. o 0
un conjunto perfecto que no es denso en ningun intervalo. Los valores de —

correspondiendo a los consecuentes del punto de zy se obtienen desplazand%
la coma hacia la derecha y, anulando la parte entera en el desarrollo que
corresponde al punto inicial; los ntimeros obtenidos pertenecen siempre a
P. Llamemos II al conjunto perfecto de puntos de la circunferencia que
corresponde a P; los puntos de F siendo de II, al igual que los puntos de E’
ya que II es perfecto. Podemos elegir © de manera que E’ sea idéntica a II.
Consideremos los niimeros que se escriben empleando solamente las cifras 0
y 2 un numero finito de veces y son ordenados en una serie lineal tal que cada
uno de ellos figure una infinidad de veces: «, 3,7, 9, .... Basta establecer

g); —0,  (a)0(3)00(7)000(5)0000(=), . ..

llamando a («), (3), (), - - - las series de cifras en nimero limitado que pertenecen
respectivamente a la expresiénes de a, 3,7, ... en el sistema de base 3; inter-
calemos un nimero creciente de ceros entre estos grupos de cifras. Vemos,
facilmente que para esta eleccion los consecuentes de zy tendran por limites
todas los extremos de arcos contiguos a II correspondiendo a los niimeros

o, 3,7,...; como todo punto de 7 es limite de estos tultimos puntos, ten-
dremos E' = 1I.

Podemos formar de una manera analoga ejemplos donde E’ es un conjunto
reducible. Pero II resulta de lo que hemos visto en el paragrafo 15 que
un conjunto cerrado y ademds invariante para la substitucion dada sobre la
circunferencia, este conjunto no sera en general el derivado de los consecuentes
de un punto; ya que el conjunto formado por dos puntos dobles distintos es
un conjunto cerrado e invariante y sabemos que si un conjunto E’ encierrra
estos dos puntos, encierra una infinidad del resto.

Bastan estos ejemplos para mostrar que el estudio del conjunto E’ es un
problema de naturaleza aritmética al cual podriamos aplicar los métodos de
Borel-Lebesgue para la medida de los conjuntos, y que reclaman de nuevas
investigaciones; pero en todos los casos hemos probado superabundantemente
que los puntos limites de los consecuentes de un punto s de la circunferencia
son funciones discontinuas de z en cada punto de ésta.
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21. Pasamos ahora al estudio de las substituciones de primer tipo y de segunda

especie. Estando confinado el punto doble atractor al infinito, podemos es-
tablecer
A

zZ—Q

R(z)=kz+h—-> (A>0, k>1),

de donde
A

R(z)=k —
(2) + (z —a)?
Tenemos entonces sobre el eje real

R'(k) > k> 1.

Estableciendo
Z =R(z) =X +1iY,

tenemos

z—a)?4y?

X =ke+h-¥ 250,
Y =ky+ ¥ oo

Tenemos constantemente
(Y I>klyl [yl >E"[yl,

de donde resulta que limy,, = oo uniformemente para y > yo > 0. Tenemos,
ademas,

| X | >K |z (K >1)

cuando | x | sobrepasa P. Consideremos, por ejemplo, un rectangulo teniendo
por centro el origen con lados paralelos a los ejes y de longitudes 2P y 27,
siendo 7 elegida de manera que tuvieramos en este rectangulo

| R'(z) | > K >1,

lo que es imposible para 7 suficientemente pequenia ya que R'(z) > k sobre
el eje real.

En toda la regién D del plano exterior al rectangulo y sobre el contorno,
tenemos

| X[ > K ||
(k>1K>1),
[ YI>kly|

de donde concluimos que el dominio D; = R(D) es interior a D y que los
consecuentes z, de un punto z de D tienden uniformemente hacia el infinito.
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Podemos si asi lo queremos, deformar el contorno del rectangulo de tal man-
era para obtener un contorno analitico C' a la tangente continua sin que las
dos propiedades anteriores dejen de ser exactas. Vemos ademaés que los pun-
tos criticos de R;(z) los cuales son los consecuentes inmediatos de los ceros
de R'(z) seran exteriores a C'. Cuando z describe C, las d ramas de la funcién
Ry (z) vuelven a tomar cada una su valor inicial después de que z recorrido
un contorno completo sobre C'; las d curvas asi descritas son interiores a C
ya que los consecuentes de un punto de C' o exterior a C' son exteriores a
C. Dichas curvas no se cortan a si mismas ni entre ellas ya que las R;(z)
son las inversas de una misma funcién uniforme ademés de que el mismo C'
es un contorno simple. Decimos que son exteriores las unas a las otras. Sea
C una de ellas correspondiendo a una rama de R;(z) que llamamos f(z) y
que es holomorfa en el interior y sobre el contorno de C'; sean, ademas, 2z’ un
punto interior a C'y 2'_; = f(z'). La variacién del argumento f(z) — f(2)
serd cero 6 27 segun si 2'_; es exterior o interior a C_1; o bien es diferente
de cero ya que 2’ es un punto raiz de

fz) = f(z) =0.

Con lo que es entonces igual a 27. Por lo tanto a un punto z’ interior a
C' corresponde un punto z’; interior a C_; y sélo uno, y viceversa. Hay
aplicacion conforme y biunivoca del interior de C'_; sobre el interior de C'.

Lo mismo tiene lugar para las d curvas distintas C(_ll), C'(_21), ey C'(_dl). Estas
curvas son entonces exteriores unas de otras , pues si un punto & estuviera
por ejemplo a la vez en el interior de C(,ll) y sobre el contorno C(,zl) , tendriamos

a la vez R(§) interior a C'y R(&) sobre C'.

Consideremos el interior de C' con la curvas C'(_ll), 0(21) 70(_31)’ (tomando por

ejemplo d = 3) y haciendo de nuevo la aplicacién de esta figura sobre C'(_ll), de-

spués sobre C(_21) , después sobre C(_?’l) . El interior de C' siendo aplicable de una

manera biunivoca sobre el interior de C’(_ll), a las tres curvas C(_ll), C(_21), C(_31) cor-

responderan tres nuevas curvas interiores a C(_ll) y al interior de las primeras
curvas el interior de las segundas. Sean 092) , C%) , C£32) estas tres nuevas cur-
vas. Obtendremos de igual forma, con la aplicacion de C' sobre C'(,Ql) , las tres
curvas C'(,42), C(,BQ), 0362) interiores a 0(721). Finalmente aplicando C' sobre C'(,Ql),
obtenemos C(_72~) , C'(_SQ), C(_gz) interiores a C'(_31) . Las curvas C_5 limitan asi nueve
dominios acotados sin punto en comin cuyo conjunto constituye la region
antecedente de orden 2 del interior de C. De una manera general, el an-
tecedente de orden k del interior de C' estara formado por el interior de 3*
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curvas:

1) ~(2 3k
ce® ... .c®)

pudiendo distribuirse en 3*~! grupos de tres curvas respectivamente interi-
ores a las curvas de rango anterior y exteriores unas de otras. El dominio
antecedente de D sera el dominio complementario extendiendose hacia el
infinito de una sola pieza y de orden de conexién 3.

En el caso que nos ocupa, todas estas curvas cortan el eje real en dos puntos
ya que todos los antecedentes de un punto real son reales.

El dominio abierto de convergencia de las R_,(z) hacia el infinito es el con-
junto de los puntos perteneciendo a todos los dominios

,D,n(D,1 <D y<---< D,n)

que acabamos de definir. Comprende todo el plano salvo los puntos interiores
a una infinidad de curvas C'_,; sea P este ultimo conjunto. Decimos que es
perfecto y por todas partes dicontinuo. Tenemos, en efecto, las curvas C_,,
que son interiores a C"

| R'(2) | <K < 1.

Entre los diferenciales de los arcos de una curva C_, y de su consecuente
inmediato que es una curva C_,_1), tenemos la relacién

do_(n_1y=do_, | R'(z)|  (zsobre C_,),

de donde )
d_nU < yd,(nfl).
Entre las longitudes finitas de las curvas C_,, y C_(,_1), tenemos la misma

relacion: )

l—na El—(n—lﬁ

de donde

z
Ly <o liml, =0

kM

1
Las longitudes de las curvas C'_,, tienden hacia cero con —. Por otra parte,

n
toda curva C_,, encierra curvas de rangos n+ 1, n+ 2, n+ 3, ... respecti-
vamente, de las cuales cada una es interior a la anterior; existe entonces un
punto interior comuin que pertenece a P.
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Asi los puntos de P pueden estar encerrados en el interior de un ntimero finito
de curvas, a saber las d" curvas C_,, de las cuales cada una tiene una longitud
tan pequena como queramos para n suficientemente grande y que contiene
todos o al menos uno de los puntos. De lo anterior se sigue que P es perfecto
y discontinuo en cada punto. Primero P es cerrada, pues si & punto limite de
los puntos «, 3,7, ... de P no perteneciera a P, £ seria para un cierto valor de
n exterior a todas las curvas C_,,; siendo entonces h la distancia mas corta
de £ a las curvas C_,, y los puntos «, f3,7,... siendo interiores a las C_,,,
la distancia de £ a «a, 3,7, ... seria mayor o igual a h; & no seria entonces
punto limite de P. P es perfecto, pues estando a encerrada en una curva
C(_lzl y a su vez esta encerrando en su interior al menos dos curvas distintas
y exteriores una de otra C_,11), o estard contenida igualmente en una de
éstas ultimas, sea C'_(,41). Pero otra curva C”_,;1) igualmente interior a
C(_?l contiene al menos un punto 5 de P necesariamente distinto de «a y la
distancia a3 es inferior al diametro [ de la curva C’(_ZQL que es tan pequena
como queramos para n suficientemente grande. P es discontinua en cada
punto, ya que si a y 3 son dos puntos de P, podemos encerrarlos en curvas
C_,, cuyo didmetro sea inferior a la semi-distancia de a3; o y 3 son entonces
encerrados en dos curvas C_,, y C”_,, distintas y exteriores una de la otra y
toda linea poligonal uniendo a3 y teniendo por vértices puntos de P tendra
al menos un lado igual a la distancia més corta de una de las curvas C_,, en
el conjunto P, o a la distancia més corta de dos curvas C_,,.

En el caso actual, al conjunto P pertenece por completo al eje real ya que
todas las curvas C'_,, cortan el eje real en dos puntos.

La eleccion es evidente a priori ya que hemos visto al inicio de este andlisis
que z, tiende hacia el infinito cuando z es imaginaria y que el conjunto
P es el conjunto de puntos para los cuales esta convergencia no tiene lugar.
Habriamos podido servirnos de esta observacién para construir el conjunto P.
En efecto, consideremos la raiz mas grande (real) A de la ecuacién R(z) = z,
comprendida entre el tltimo polo a hacia la derecha y +o00, y de igual manera
la més pequena raiz p comprendida entre el iltimo polo a hacia la izquierda
y —oo, y veamos el conjunto de las dos semi-rectas (A, +00) y (i, —00) como
constituyendo un segmento unico conteniendo el punto en el infinito. En
este segmento, z, converge hacia el infinito (excepto en los extremos). Pues,
para z = A, tenemos z < z; < -+ < 2z, < ---,liM,—o 2, = +00, Vv para
2 < [,z>2 > 23...> z,... (en valor algebriico) y

lim z, = +o00.
n=oo
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Los puntos del eje real que pertenecen al dominio D, de convergencia hacia
el infinito son el segmento \u y sus antecedentes, extremos no comprendidos;
tenemos asi una infinidad numerable de intervalos sin puntos en comun de
dos a dos y sin extremos comunes, contiguos a un conjunto perfecto que es el
conjunto P del cual probaremos facilmente la discontinuidad. Pero el andlisis
anterior es preferible por que es aplicable a casos donde P no es lineal.

Consideremos un punto m de P y un circulo ¢ de radio € teniendo por centro
m. Para un valor conveniente del entero n, el diametro de las curvas C_,,
serd inferior a €; el circulo ¢ conteniendo m contendra entonces un dominio
A¢—n) acotado por una curva C(_Z,)L y que es un antecedente de rango n del
interior de A de la curva C. El n-ésimo consecuente del circulo ¢ cubrird
entonces A. Por otra parte, siendo A el complemento del dominio (abierto)
D, A, + D, recubre todo el plano; como D, para p suficientemente grande
es exterior a un circulo de radio tan grande como queramos, A, cubrird todo
el plano excepto quizd el exterior de este circulo; pero A,.A; contiene A,
si p) < p, y como A encierra un polo R(z), contiene el exterior de un cierto
circulo de centro O. Entonces A para p suficientemente grande cubre todo
el plano. Como ¢, cubre A, ¢,, cubre todo el plano. As:

Eln®™° consecuente de un dominio tan pequeno como lo queramos rodeando
un punto de P cubre todo el plano para un valor finito de n.

Todo punto de P es asi limite de los antecedentes de un punto cualquiera
del plano. Veamos por otra parte inmediatamente que P contiene los con-
secuentes y antecedentes de todos sus puntos. Contiene también los puntos
dobles y periédicos ademas de z = oco. Aun podremos demostrar que P
es limite de puntos periddicos; que contiene, puntos tales que el conjunto
derivado de sus consecuentes sea idéntico a P, etc. No cabe insistir, pues
encontraremos en el Capitulo siguiente (que sera publicado posteriormente)
teoremas mas generales.

Es interesante saber si P es de medida lineal nula, esta propiedad interviene
en el estudio de las funciones uniformes que admiten a P como conjunto
de sus singularidades esenciales. Para que lo anterior tenga lugar basta que

la suma de las longitudes de las curvas C_,, tienda a cero con —. Lo que

sucederd siempre que tengamos k > d [grado de R(z)], condicién en absoluto
necesaria. Ademas no alcanzé a reconocer si P puede ser de medida no nula.

En resumen, dada una substitucién en el circulo fundamental de segunda
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especie, los consecuentes de un punto cualquiera del plano convergen hacia el
punto doble atractor situado sobre la circunferencia, exceptuando los puntos
de un conjunto perfecto P por todas partes discontinuo situado igualmente
sobre la circunferencia; este conjunto que es invariante, goza de la propiedad
de que cada uno de sus puntos es limite de los antecedentes de un punto
cualquiera del plano. En todo dominio cerrado no conteniendo ningtin punto
en comun con P, la convergencia es naturalmente uniforme.

Consideremos ahora el caso singular donde hay sobre la circunferencia un
punto doble de multplicador igual a +1, contando por dos puntos dobles
iguales. La substitucion puede entonces llevarse a la forma

A

)
Z—a

Z=R(z)=z+h->_

donde las a son reales, las A positivas al igual que h si los ejes estan conve-
nientemente orientados. Tenemos entonces

A
X:x+h_z(x—a)2+y2

A
Vot Y ey

En todo dominio acotado no teniendo ningtin punto en comun con el eje real,
z, tiende uniformemente hacia el infinito. En efecto, tenemos para un punto
fuera de este eje por ejemplo sobre:

Ynt1 > Yn > ..., >y >0,

Y tiende hacia un limite finito o infinito. Si es finito, tenemos en virtud de

la igualdad
A

T, — a)? + n?

yn+1—yn=ynz(

un limite infinito para x,. Entonces en todos los casos, z, tiende hacia el
infinito; z, se encuentra entonces, a partir de un cierto rango, en un do-
minio limitado por una paralela al eje imaginario y donde hay convergencia
uniforme hacia el infinito (§ 8); estando z, en el interior de un dominio de
convergencia uniforme, lo mismo ocurre para z; y sabemos que una serie de
funciones que converge uniformemente en todos los puntos de un dominio, es
decir en dominios parciales rodeando cada punto, converge uniformemente
en todo el dominio.
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Hay entonces convergencia uniforme en toda parte acotada de un dominio
definido por y > tg > 06 y < —yo < 0. Sabemos que también hay conver-
gencia en todo dominio cerrado definido por x > x( para xy suficientemente
grande. Podriamos considerar el dominio de los puntos para los cuales ten-
emos una de estas tres desigualdades y buscar sus antecedentes sucesivos
como en el pardgrafo anterior. Nos conformaremos con examinar lo que
sucede sobre el eje real. Sea A el ultimo punto doble a distancia finita a la
derecha de los polos a, las z, convergen hacia el infinito cuando z es interior
al segmento (A, +00), y reciprocamente los consecuentes de todo punto z tal
que z, tienda hacia el infinito se encuentran a partir de un cierto rango en
el interior de este segmento, a excepcién de los antecedentes del punto en el
infinito. El conjunto de los puntos z del eje real para los cuales hay conver-
gencia uniforme para las R,,(z) hacia el infinito es el conjunto de los puntos
interiores al segmento (A, +00) y a todos sus antecedentes. Estos segmentos
todos descritos en el mismo sentido [ya que R'(z) es positiva para z real]
entonces no tienen puntos en comun de dos en dos y ni extremos comunes;
son contiguos a un conjunto perfecto P. Decimos que P es no denso, es
decir que todo segmento conteniendo en su interior un punto de P encierra
antecedentes de puntos de o. En efecto, si z es un punto de P que no sea
un antecedente del punto en el infinito, sus consecuentes seran interiores una
infinidad de veces a un segmento acotado, por ejemplo aquel que tiene por
extremos el polo a el més a la izquierda y el punto doble A. Pues si z esta a
la izquierda de las a, tenemos

n—z=R(z)—z=h-)

y si todas las z, permanecieran a la izquierda de las a, tenderian hacia un
unico punto limite b tal que b = R(b), es decir hacia un punto doble y no
a la izquierda de las A. Entonces el ultimo polo hacia la izquierda a’ sera
rebasado y tendremos un z, interior al segmento precipitado, ya que z, no
puede rebasar a A, extremo del segmento de convergencia o.

A

Z—a

>0 (Z<Zl),

Dicho lo anterior, tenemos

Entonces R'(z) > 1 para z real y R'(2) > k > 1 en todo segmento acotado.

Sea entonces s un segmento conteniendo el punto z. Si los segmentos con-
secuentes $1, S, ..., Sy, ... fueran constantemente exteriores a o, jamas con-
tendrian polos a y serfan todos descritos en el mismo sentido, a,, v 3, ex-
tremos de izquierda y de derecha de s,; siendo los consecuentes respectivos
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de o y de 3, extremos de izquierda y de derecha de s; las longitudes de los
segmentos s, creciendo constantemente debido a que R'(z) > 1; ademas, a,
siendo una infinidad de veces interior a un segmento acotado (a’, \) y /3, no
rebasando A, tendremos una infinidad de veces

longitud s, 1 > k longitudes s, (k> 1),

ya que s, estd completamente en el segmento (a’,\) para estos valores de
n. Se sigue que la longitud del segmento s, creceria indefinidamente y so-
brepasaria por consiguiente la del segmento (a’, A). Hay una contradiccién.
Debemos entonces suponer que los s, invaden a partir de un cierto rango el
segmento o. P es no denso y cada uno de sus puntos es limite de segmentos
contiguos, antecedentes de o. Igual demostraremos sin dificultad que los con-
secuentes de un segmento conteniendo un punto de P cubren cada uno todo el
eje real a partir de un rango finito; de lo que se sigue que cada punto de P es
limite de antecedentes de un punto cualquiera del eje real. Aun es verdad que
cada punto de P es limite de antecedentes de un punto cualquiera del plano,
pero dejaremos esta demostracién de lado por el momento. Podemos decir
en resumen que dada una substitucién del circulo fundamental I" teniendo
sobre la circunferencia un punto doble « para el cual R(a) = +1, R"(a) # 0
el dominio de convergencia uniforme de las substituciones iteradas hacia «
comprende todo el plano salvo los puntos de un conjunto perfecto no denso
de puntos de la circunferencia la cual forma la frontera de este dominio y
contiene el mismo punto «. Consideremos ahora el caso donde tenemos un

punto doble o con
R'(a) = +1, R"(a) = 0.

La substitucion se lleva entonces a la forma

R(z)=2z-)_ A

zZ—a

(4> 0),

la constante h en todo momento siendo nula. Las férmulas

. Az —a)
Kooyt
Voo S

permiten establecer como anteriormente que lim z,, = oo cuando z es exterior
al eje real y también uniformemente en toda parte acotada del semi-plano
superior o del semi-plano inferior; pero estos dos dominios de convergencia
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son distintos y las z, no pueden converger uniformemente en ningiin dominio
encerrando en su interior un punto del eje real. Lo anterior resulta de lo que
ha sido dicho en el Capitulo II (§ 11). Lo verificamos aqui senalando que si
z es real tenemos z; < z si z estd a la derecha de las a y z; > 2z (en valor
algebraico) si z estd a la izquierda de las a, por consiguiente | z,41 | < | 2 |,
cuando | z, | es suficientemente grande; z, solamente puede entonces tender
hacia el infinito si z es uno de los antecedentes (en infinidad numerable) del
punto en el infinito. Dejaremos de lado aqui la demostracién del hecho de
que los consecuentes de un segmento del eje real terminen por recubrirlo
completamente, la demostracién es andloga a aquella del paragrafo anterior.

Vemos que las substituciones de este género son un caso limite de aquellas de
segunda especie, los dos puntos dobles atractores siendo iguales a uno situado
sobre la circunferencia; los llamaremos entonces substituciones singulares de
primera especie. Al contrario de aquellas examinadas anteriormente [R'(«) =
+1, R"(a) = 0] deben ser vistas como substituciones singulares de segunda
especie.

Finalmente, la extension de los resultados obtenidos en las substituciones de
segundo tipo, aquellas que permutan entre si el interior y el exterior de un
circulo, es demasiado simple para insistir.

Senalemos que lo que ha sido dicho en el Capitulo I (§ 6) a propdsito de los
dominios invariantes encuentra aqui su aplicacion, que especialmente el inte-
rior y el exterior del circulo fundamental quienes constituyen dos dominios
completamente invariantes encierran cada uno la mitad de los puntos criticos
de la funcién inversa.

Vamos a mostrar ahora que los métodos utilizados para estudiar las subs-
tituciones teniendo un circulo fundamental se aplican a un gran nimero de
casos. Consideremos por ejemplo la substitucién (§ 15):

Z=2z"+5

Hemos senalado que dicha substituciéon admite el tinico punto doble atractor
z = o0, siendo el resto de los puntos dobles o periddicos repulsivos. Por otra
parte, los z, convergen uniformemente hacia el infinito en el dominio definido
por | z | > 4 este dominio encierra su consecuente y contiene por otra parte
los dos puntos criticos de la funcién inversa

R,1:\/z—5
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que son el punto en el infinito y el punto z = 5. De lo que resulta que
el analisis del paragrafo 21 es aplicable aqui. El dominio de convergencia
hacia el infinito, que es el dominio limite de los antecedentes del dominio
inicial comprende todo el plano salvo los puntos interiores a una infinidad
de curvas C'_,,, idénticas desde el punto de vista del Analysis situs a aquellas
examinadas en este paragrafo. Las dimensiones de estas curvas tienden ain
hacia cero, pues tendremos sobre cada una de ellas a partir de un cierto rango

R'(2) | > k> 1.

Podemos tomar aqui k = 2. En efecto, R'(z) = 2z y, para | z | <1, R(z) > 4.
El dominio antecedente de rango 1 del dominio inicial D comprende entonces
el dominio | R(z) | > 2 sobre las curvas C,, tendremos por lo tanto a partir
den =2

| R'(z) | > k> 2.

De lo que resulta que no solamente las longitudes de las curvas [_,, tienden
hacia cero, sino que la suma de sus longitudes puede hacerse tan pequena
como se quiera para un valor conveniente de n. El conjunto perfecto P de
los puntos que son interiores a una infinidad de curvas C'_,, aqui es entonces
no solamente discontinuo, sino de longitud nula. Vemos aqui que P no esta

1419

2
cuyos multiplicadores son imaginarios: s = 2a = 1+1iv/19; P siendo perfecto

encierra puntos ( cercanos a «; si calculamos los antecedentes de 3 por
medio de la rama de la funcién inversa v/z — 5 igual a « para z = «, estos
antecedentes tienden a a agrupandose sobre una curva en espiral teniendo a
a por punto asintoto, de manera que el argumento de 3_,, — o tuviera mas
de dos valores limites distintos. Ninguna curva pasando en « y conteniendo
los puntos de P puede entonces tener una tangente tnica. Transformando la
configuraciéon obtenida alrededor de «, para las substituciones Z = R_,(z)
obtenemos configuraciones analogas en torno de los antecedentes de a que
son densos sobre P.

sobre una curva simple, pues contiene dos puntos dobles a =

Obtenemos resultados semejantes sobre numerosos ejemplos de polinomios,
por ejemplo de la forma 2™ + a, si | a | es suficientemente grande.
Ahora aqui estén ejemplos en los cuales R(z) no es un polinomio. Basta
tomar R(z) =

/. ( ) Zm + 2 . 7/
el circulo fundamental ya estudiada. No sucede asi para m > 2. En efecto,
tenemos el punto doble atractor z = 0, y los puntos dobles definidos para

(m > 2). Para m = 2, tenemos una substitucién en
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2™ = —1, situados sobre la circunferencia | z | = 1, y que son repulsores,
pues
2—(m—1)z"
R/(Z) — < ) 7
(Zm + 2)2

y toma el valor m + 1 para z = (—1)%. Si hubiera un circulo fundamental,
este serfa el circulo | z | < 1y deberia tener un punto doble en el infinito
conjugado de z = 0, lo cual no sucede.

Los consecuentes de un punto z convergen hacia cero para | z | < 1 y uni-
formemente en todo circulo de radio < 1. Pues, para que | R(z) | sea inferior
a| z |, basta que | 2™ + 2 | sea > 1, entonces | z | < 1. Para | z | <r <1,
tendremos | R(z) | < k| 2| (k < 1). Los puntos criticos de la funcién
R_1(z) son por una parte el punto en el infinito, pues para Z = 0, la ecuacién

s Z admite una raiz nula y m — 1 raices infinitas; por otra parte, los
z
puntos que se obtienen haciendo R'(¢) = 0,c = R((). Tenemos asi

2 1(m—1

1—L1
m= 2 = (== 1).
"= lel=— (B5) T (el<

Consideremos un circulo de radio apenas inferior a 1 conteniendo en su in-
terior los puntos c. Sea I' este circulo; busquemos cual sera el dominio an-
tecedente inmediato o todo o al menos la parte de este dominio que es de
una sola pieza con el origen y que comprende por consiguiente I' en su inte-
rior; la cual comprendera la parte positiva del eje real, pues cuando z varia
de 0 a +o00, R(z) varia de 0 a 0 pasando por un méaximo igual a | ¢ | para

z = (ml) m, entonces interior a I". Dado lo anterior, consideremos el
dominio acotado por la circunferencia I' de la cual hemos extraido un arco en
la vecindad de z = 1; dos paralelas al eje real de una y otra parte de este eje
que trazaremos hasta la circunferencia | z | = 2 y que asumiremos suficien-
temente proximas para que la banda asi obtenida a la derecha de I' tenga su
consecuente interior a I', finalmente, la circunferencia | z | = 2, suprimiendo
el arco comprendido entre las dos paralelas. Tenemos asi un contorno sim-
ple C' dividiendo el plano en dos regiones simplemente conexas: una regién
no acotada (que es una parte del antecedente inmediato del interior de T')
comprendiendo los puntos criticos de R_1(z), y teniendo como consecuente
inmediato una regiéon que le es completamente interior; por otra parte una
regién interior a C' donde todas las funciones R_,(z) son holomorfas. El ex-
terior de C' es un dominio de convergencia uniforme hacia el punto atractor
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z = 0. Nos encontramos asi en las condiciones de la aplicacion del paragrafo
21. Decimos que tendremos sobre las curvas C'_,, a partir de un cierto rango

| R'(2) | > K > 1.
En efecto, podemos escribir
2
R(z) = — [(m 1) zm} R2(2)2m 2.

Supongamos que hubieramos tomado el radio del circulo I' rigurosamente
igual a 1. Si z esta sobre la curva C_,(n > 1), debemos suponer el argumento
de 2™ comprendido entre +75 y 437 (extremos excluidos), si no tendriamos

|24+2"|>V5,  R(z) <

<= <1,

Sl
Sl

y 21 seria interior a C

2 ) . T T
El argumento de —— esta entonces comprendido entre 5 —1—5 y tenemos
z

TR

Ademas
| R*(2)2"7% | > 1.

Tenemos entonces

R'(z)>K>m—1,

y, como podemos tomar el radio de I' tan cercano a 1 como queramos, la de-
sigualdad anterior tiene lugar cuando este radio es convenientemente elegido.

Asi entonces las z, convergen hacia cero en un dominio que tiene por frontera
un conjunto perfecto por todos lados discontinuo. No sabemos si, en el caso
actual, la longitud de este conjunto es nula, pero en todos los casos su area
es nula, pues la relacion de los elementos de area de un dominio limitado por

una curva C_, y de dominio consecuente sera inferior a 55 Y COmO

(m—1)

cada C_(,_1) engendra mC_,, tenemos®

m 7’
moTE > drea C_(,_1),

(m

Z area C_,, <

3

en el original tenemos ) airesC_,,, dreas en plural
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y como (m > 3) es < 1, estas sumas de dreas decrecen en progresion

m —1)2
geométrica; se obtiene la conclusion.
Senalemos rapidamente el ejemplo que sigue:
2

R(z) =

Aqui todos los puntos criticos de la funcién inversa son interiores al circulo

2342

2
de convergencia (| z | < 1). Estos son los puntos z = 0y 2° = . Una

circunferencia de radio poco inferior a 1 jugara aqui el rol de la curva C.
Para demostrar que | R'(z) | es mayor estricto que K (K > 1) sobre las C_,,,
operamos como antes, sefialando que el argumento de z* esta comprendido

™ 37T , .
entre RATY cuando z esta sobre (. Tendremos enseguida

R(z)= (%5 -1)R2), |2z|<V3, |R()|>1-c

Entonces:
| R'(2) | > K > 1.

El conjunto frontera del dominio de convergencia es por todas partes discon-
tinuo. Tenemos aqui tres puntos dobles repulsores, de los cuales dos son de
multiplicador imaginario.

En resumen, podemos decir que dada una substitucién racional [z | R(z)] que
contiene un punto doble atractor, si podemos encontrar una curva que divida
el plano en dos regiones, de las cuales una contiene el punto doble atractor y
los puntos criticos de la substitucion inversa, y tal que la substitucion dada
la transforme en otra que le sea completamente interior, de manera que sea
parte del dominio de atraccién del punto doble, si ademas, sobre las curvas
antecedentes de C', tenemos a partir de cierto rango

R(2)| > k> 1,

el dominio total del punto doble tiene por frontera un conjunto perfecto
por todas partes discontinuo; este conjunto es de medida lineal nula si k es
superior al grado d de R(z), de medida superficial nula si k > v/d.

Veremos en el capitulo siguiente que ciertas condiciones enunciadas aqui son
redundantes.

No es inttil hacer a propdsito de este teorema algunas observaciones com-
plementarias. Primero tener interés en tener para las curvas antecedentes
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del paragrafo 21 un sistema de numeracién que no sea arbitrario. Si des-
ignamos por RQ, R(_li, ey R(_df Y las determinaciones de la funcién inversa,
uniformes y distintas en el interior de C', es natural designar por el grupo de
cifras (aq, ag, ..., ap7) la curva C_,, que se deriva de C por la substitucién

R(af) {R(af) [R(af’) ... z]” : de esta manera vemos enseguida que: 1° para que
dos curvas C_,, y C_,,(n’ > n) sean interiores una en otra, es necesario y su-
ficiente que el grupo de cifras o indice de C'_,,; comienze por las cifras de C'_,,;
2% que los indices de los consecuentes de C_,, se obtienen suprimiendo sucesi-
vamente 1,2,3, ... cifras a la izquierda de su indice; 3° que los antecedentes
de C_,, se obtienen agregando cifras a la izquierda del indice. Enseguida
infinidad de cifras haran corresponder el punto interior comun a todas las
curvas teniendo por indices sucesivos los grupos de 1,2, 3, ... primeras cifras
de la serie; de esta manera, hay correspondencia biunivoca entre los puntos
de P y las series infinitas de cifras en cuestién. A esta serie de cifras corre-
sponde ademas el nimero comprendido entre 0 y 1, tal que la serie de estas
cifras representativas después de la coma en el sistema de numeracién en base
d sea la serie propuesta, siendo biunivoca la correspondencia, excepto para
una infinidad de niimero racionales que pueden escribirse de dos maneras, a
saber aquellos que pueden escribirse de manera que no tengan ceros a partir
de un cierto rango y que también podemos escribir no empleando mas que la
cifra d — 1 a partir de un cierto rango.

Vemos asi que P tiene la potencia del continuo; no hemos hecho mas que
repetir, en un caso particular, la demostracion clasica de esta propiedad
de los conjuntos perfectos, pero aqui el modo de representaciéon adoptado
para P esta en relacion estrecha con las propiedades de invarianza de este
conjunto con relaciéon a la substitucion dada. En particular, a las fracciones
periddicas simples les corresponden los puntos periddicos, a las fracciones
peridédicas mixtas los antecedentes de estos puntos. Si dejamos de lado los
desarrollos que se terminan por cero repetido indefinidamente, tenemos una
correspondencia biunivoca entre los niimeros reales (0 < ¢ < 1) por una parte
y los puntos de P por la otra, con la exclusion de los antecedentes de uno de
los puntos dobles que no son representados. A dos puntos de P infinitamente
cercanos corresponden dos valores de ¢ infinitamente cercanos; la reciproca
no es valida, la cantidad compleja que corresponde a un punto de P siendo
una funcién discontinua de ¢ para los valores de t en representacién ambigua,
pero continua por todas partes. Si establecemos z = f(t) conviniendo que
f(t+1) = f(t), tenemos R(z) = f(dt). Con la ayuda de estas observaciones,
demostramos inmediatamente: 1° que todo punto de P es limite de puntos
periédicos; 2° que hay, en la vecindad de cada punto de P, puntos tales que
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el conjunto derivado de sus consecuentes sea idéntico a P, etc. (cf. § 20 ).

Otra observacién que tiene lugar, es que la existencia de un dominio de con-
vergencia en la frontera por todas partes discontinua no es un caso singular,
es decir que esta circunstancia se producird sin que haya des-i-gual-da-des
particulares entre los coeficientes de la funcién R(z); basta que estos coe-
ficientes varien en un dominio conveniente. Consideremos una substitucién
racional de grado d para la cual el hecho se produce, por ejemplo una sub-
stitucion en el circulo fundamental de la segunda especie no singular y sea
una curva C' que divide el plano en dos regiones gozando de las propiedades
indicadas con anterioridad, el exterior de C' conteniendo los puntos criticos
de R_i(z) y el punto doble atractor. Si hacemos variar los coeficientes de
R(z), los 2(d —1) puntos criticos de R_;(z), que se obtienen igualando a cero
el discriminante de la ecuacién R(y) = z, variardn de una manera continua
y permaneceran exteriores a C' para una variacion suficientemente pequena
de los coeficientes. Como por otra parte R(z) es una funcién uniformemente
continua de z y de los coeficientes en el dominio D exterior a C', la propiedad
consistiendo, en que D; = R(D) es interior a D subsistird igualmente; por
una razon andloga, ain tendremos | R'(z) | > K’ > 1 sobre C'y en su interior
(K" < K). Decimos que, en D las R,(z) convergeran hacia un punto doble
atractor. En efecto, tal punto doble existe atin en D, ya que las raices de
la ecuacién R, (z) = z y los multiplicadores correspondientes s = R'(z) son
funciones continuas de los coeficientes; sean a el punto doble y zy un punto
interior a C'. Las funciones W siendo acotadas en su conjunto en D
n — <0

y tendiendo uniformemente hacia

en un pequeno circulo de centro «
a — 2p

interior a D tenderan uniformemente hacia esta constante en todo el dominio

D*. Entonces los R,(z) convergen hacia o en D y finalmente en el dominio

teniendo por frontera el conjunto discontinuo P.

Podemos precisar mas cuando R(z) es un polinomio: basta que el término
constante de R(z) sea suficientemente grande, el resto de los coeficientes
siendo dados para que la substitucion [z | R(z)] entre en la categoria anterior.
Establezcamos

R(2) = Ap2 + A2 oo+ Ay 2+t =A(2) +t, R(2)=A(2),

siendo ¢ un parametro. La desigualdad | R'(z) | < K (K > 1) define uno o

4STIELTIES, Recherches sur les fractions continues (Annales de la Faculté de Toulouse, t.
VIII, 1894). - MONTEL, Lecons sur les séries de polynomes & une variable complexe, p. 20 (
Gauthier-Villars, 1910).
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més dominios acotados E, que son fijos cuando t varfa. Sea M el maximo®

de las distancias de estos dominios al origen. Tomamos siempre | ¢ | > M.
Siendo lo anterior, para que tuvieramos | R(z) | > | z |, basta que | z | sea
superior a la raiz positiva de la ecuacién

]Aolxd—]Al]xdil—...—HAd,l\—l—l]a:—\t‘:O

Sea r esta raiz; en el dominio D: | z | > ' > r, las R,(z) convergen
uniformemente hacia el infinito. Si por otra parte, tomamos z en E, tenemos

|20 | =[ R(2) [ = | ¢] =M.

Para que z; estuviera en un dominio tal como D, basta que | t | —M > r,
es decir, con | t | = p estableciendo que
[ Ao [ (p— M)*= | A (p—= M) = = [[Agr + L [[(p = M) = p> 0

El coeficiente de p? siendo positivo en el primer ntimero, lo que tendrd lugar
cuando p sea superior a L, L > M siendo, por ejemplo, la raiz positiva mas
grande del primer nimero.

Tomaremos entonces | ¢ | > L, y r’ suficientemente cercano a r para que
la desigualdad | R'(z) | < K conlleve a | R(z) | > 7/, lo cual es posible
en virtud del analisis anterior; D contiene entonces los consecuentes de los
dominios E y en particular los consecuentes inmediatos de los puntos raiz de
R'(z) = 0 que junto con el punto al infinito constituyen los puntos criticos de
R_(z). Ademds, sobre las curvas antecedentes del contorno C' de D, tenemos
| R'(z) | > K > 1, a partir del primer rango. Estamos entonces en el caso
donde la frontera del dominio de convergencia hacia el infinito es en todas
partes discontinuo (y de longitud nula si K > d).

Ahora vamos a estudiar ejemplos de substituciones racionales con dos puntos
dobles atractores, cuyos dominios respectivos son simplemente conexos de
una sola pieza, y separados por una curva como en las substituciones en el
circulo fundamental de primera especie.

d
Tomemos, por ejemplo R(z) _~ —;Z (d > 2). Aqui tenemos dos puntos

dobles atractores, el punto en el infinito y el origen. Constatamos facilmente
que el dominio del punto en el infinito comprende el exterior de todo circulo
1

C' de radio superior a 3d-1 y que en un dominio como éste tenemos: | 2 |

5

en el original no se menciona el término: maximo
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> K'|z| (K'>1). Deigual manera, el dominio del origen comprende el
interior de todo circulo C' de radio mas pequeno que 1, en el cual tendremos:
| 21| > k| 2], (k<1). Los puntos criticos de R_1(z) son el punto en el
infinito en torno al cual se permutan circularmente las d ramas de R_1(z) y

. 1 + dCd_l o
los puntos ¢ = R((), R'(¢) = Yy = 0, lo que da d — 1 puntos criticos
1
simples, todos interiores a C, si tomamos el radio de C' superior a (i‘“).

Los valores de R_1(z) se permutan circularmente sobre las circunferencias C
y C’. De lo que podemos deducir facilmente que las curvas antecedentes de
C son curvas simples de una sola pieza C'_1,C"_,,..., tales que C'_,, sea
interior a C’'_(,_1) y comprendiendo todas el origen en su interior, de manera
que z_, regrese a su punto de partida sobre C”,, habiendo aumentado su
argumento en 27 cuando z a hecho d" veces el contorno de C” en el sentido
directo.

De igual forma, las curvas antecedentes de C' son curvas que se desarrollan,
mutuamente comprendiendo siempre el origen en su interior y permaneciendo
exteriores a las curvas C”_,. Los dominios antecedentes del interior de C'y del
exterior de C’ son asi dominios simplemente conexos cada vez més grandes,
limitados por las curvas C'_,, y C’_,; vamos a ver en un momento que la
distancia entre las curvas C_,, y C’'_, tiende uniformemente a cero.

Para precisar la manera en la cual las cosas suceden, tracemos en la corona
(C,C"), donde las funciones R_,(z) son analiticas pero no uniformes, el corte
ab orientado segun el segmento del eje real positivo; ab contiene entonces
el punto doble repulsor z = 1, y la rama de R_,(z), que es igual a 1 para
z = 1, permanece real para z situado sobre ab, de manera que los seg-
mentos antecedentes de ab obtenidos a través de esta funcion, son encaja-
dos unos en otros y tienden hacia el punto doble z = 1. Designaremos
por R(_O%(z), R(_lf(z), . ,R(_dfl)(z) las ramas d de la funciéon R_;(z) obtenidas
sucesivamente partiendo de un punto del corte con la determinacién inicial
igualmente situada sobre el corte, y regresando en torno al origen en el sentido
directo. En el dominio inicial §, constituido por la corona donde trazamos el
corte, corresponden asi d dominios d_; que asignaremos como indices superi-
ores (0,1,2,...,d—1) y que estan constituidos por cuadrilateros curvilineos
reunidos en la corona comprendida entre C'_; y C’_1, sin que dichos dominios
tengan puntos interiores en comun, aunque dos dominios de indices j y j+ 1
(6 0y d—1) sean continuos siguiendo una linea transversal antecedente del
corte ab. Los dominios antecedentes inmediatos de las d_1, es decir los domin-
ios d_o, seran obtenidos a través de la aplicacién de § junto con los dominios
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0_1, que estan contenidos en el orden en que los encontramos, sucesivamente
0) (1) <2 . .
sobre 5(_1), 5(_1), 5(_1), .... Estos dominios §_» reunidos en la corona (C'_5, C'_5)

tendran por indices sucesivos en el orden en que los encontramos
(0,0), (0,1), ..., (0,d—1),

(1,0)(1,1), ..., (1,d —1),(2,0),...,(d —1,d — 1),

dos dominios sucesivos siendo contiguos siguiendo una transversal antecedente
de rango 2 del corte ab; el primero y el ultimo son igualmente contiguos sigu-
iendo un segmento de ab. De una manera general, los dominios §_,, o, lo que
es lo mismo, los puntos a_,, y b_,, estaran designados por un indice formado
de n cifras (a1, o, ..., a,), lo que significa que el §_,, en cuestién se reduce,
de d por la substitucién

R [RED [REL.. (2]

Vemos como en el pardgrafo 23, que: 1° para que dos dominios §_,, y 6_,s, (n' >
n) sean interiores en sentido amplio uno al otro, es necesario y suficiente que
el indice J_,, comience por las cifras del indice de d_,; 2° que los indices
de los concecuentes de d_,, se obtienen suprimiendo sucesivamente 1,2, 3, ...
cifras a la izquierda de su indice; 3° que los antecedentes de §_,, se obtienen
agregando cifras a la izquierda de su indice. Ademads, en el presente caso,
dos dominios d_,,, son limitrofes si uno de los indices se deduce del otro au-
mentando la ultima cifra del primero en una unidad, con la convencién de
que si esta tltima cifra es d — 1, reemplazamos (d — 1) + 1 sobre d por cero,
aumentando la cifra anterior en una unidad, y recomenzando la operacién
en caso de ser necesario. Finalmente un dominio §_, tendrda una parte de
frontera en comin con un d_g,—1) si la tltima cifra de su indice es cero o
d — 1, y solamente en ese caso.

Vemos ademas claramente como los dominios §_,, son reunidos, considerando,
en lugar del ejemplo estudiado, lo siguiente, R(z) = 2¢, que da

1 2Nz
2, = pdre d (para z = p > 0).

Los dominios ¢_,, son entonces limitados por las circunferencias concéntricas
y los segmentos de radios angularmente equidistantes; pero desde el punto
de vista del Analysis situs, todo sucede como en el presente ejemplo.

Estudiemos ahora el conjunto limite de los dominios ¢_,,, es decir el conjunto
de los puntos interiores en sentido amplio a una infinidad de estos dominios.
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Decimos que, las dimensiones de estos dominios tienden uniformemente a cero

con —. En efecto, basta demostrar, segiin un razonamiento ya empleado, que
n
tenemos

IR(2)|>K >1

en estos dominios a partir de un cierto rango. Ahora bien ésto tiene lugar,
pues tomamos primero el radio de C' igual a 1; tendremos entonces sobre la
curva C_;:

1 d d—1
Rx)=—"F— v 2021
de donde i1
RG>

Si d > 4, tenemos entonces | R'(z) | > 2 sobre C_; ; entonces
|R'(2) | > K >1,

igual si el radio de C' es poco inferior a 1.

Los célculos elementales que omitimos muestran que ésto aiin se cumple para
d = 2 6 3. Las longitudes de los contornos de los dominios ¢_,, tienden asi

uniformemente hacia cero con —; de lo que se sigue que el conjunto limite de
n

los puntos de la corona (C_1,C"_,) es un conjunto perfecto, bien conectado,
sin puntos interiores. A toda serie infinita de enteros (ayas ..., ...) pode-
mos hacer corresponder el punto de este conjunto P que es interior en sentido
amplio a los dominios teniendo por indices (), (az), ..., (@1ag. .. ap),. ..,
que son interiores en sentido amplio unos a otros. A dos series de enteros
distintas corresponderan en general dos puntos distintos, lo contrario tiene
lugar sélo si estas dos series representan el mismo ntimero comprendido entre
0 v 1 en el sistema de numeracion en base d. En efecto, resulta de aquello
que a sido dicho anteriormente que el orden de sucesion de los dominios d_,,
es el mismo que el orden natural de los niimeros

(402 O)
d d? dn

que corresponden al indice (ajaq ... ;). Si dos de estos niimeros difieren en
al menos dos unidades del n®"™° orden, entonces corresponden a dos dominios
de rango n sin puntos comunes y sin frontera comun. Si dos numeros t y ¢/

1
son distintos, sus valores aproximados por default a n que difieren cerca de

dos unidades al menos para un cierto valor de n, los puntos p y p’ del conjunto
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P que les hacemos corresponder se encontrardn en dos dominios d_,, y ¢'_,
completamente separados; p y p’ son distintos. Si el niimero ¢ es de la forma

n le correspondera de cualquier manera que lo escribamos en el sistema

de base d un mismo punto p de P que es un antecedente del punto doble
repulsor z = 1, los dominios d_,, a los cuales es interior en sentido amplio
estando entonces todos contiguos siguiendo una transversal antecedente del
corte ab. Sin embargo, debemos senalar que a los dos valoresdet =0yt =1
les corresponde el mismo punto z = 1.

A dos valores de t infinitamente cercanos corresponderan dos puntos infini-
tamente cercanos, estos dos puntos perteneciendo a un mismo dominio d_,,
para un valor infinitamente grande de n, y las dimensiones de ¢_,, tienden

hacia cero con —.
n

Asi, hay correspondencia continua y biunivoca entre los puntos del conjunto
P y los numeros comprendidos entre 0 y 1. Los puntos de P forman una
curva representada por una ecuacion de la forma

2= f(t),

f(t), funcién imaginaria de la variable real ¢, continua en el intervalo (0, 1).
Tenemos f(1) = f(0) y podemos convenir que f(t + 1) = f(¢). Tenemos
entonces

R(z) = f(d.),

esta propiedad muestra que el estudio del conjunto de los consecuentes de un
punto de la curva se lleva a aquella de los niimeros obtenidos desplazando la
coma hacia la derecha en la representacion de un nimero ¢ (0 < ¢ < 1) en el
sistema de numeracion en base d.

Vemos en definitiva que, gracias a la introduccion de un corte invariante
pasando por un punto doble repulsor, hemos podido hacer el estudio de la
frontera de los dominios de atraccién de los dos puntos dobles ( 0 e o)
de la misma manera que en el caso recien examinado donde la frontera es
discontinua.

En el presente caso, tenemos una separacién del plano en dos regiones sim-
plemente conexas por una linea continua; son las regiones de convergencia
respectivas a los dos puntos dobles; vemos facilmente que todo punto de la
linea frontera es limite de los antecedentes de un punto cualquiera del plano,
excepto el punto al infinito. Mas precisamente, el consecuente de orden n
de un dominio circular tan pequeno como queramos teniendo por centro un
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punto de la frontera cubre todo el plano, salvo el exterior de un circulo de
radio arbitario, para un valor finito de n.

El ejemplo anterior puede ser facilmente generalizado. Supongamos que
dos puntos dobles atractores de una substitucién racional (siempre pode-
mos suponer el origen y el infinito) pueden ser respectivamente rodeados de
dos contornos simples sin puntos dobles C'y C” gozando de las propiedades
siguientes: los consecuentes de un punto de C' o interior a C' son interiores a
C, los consecuentes de un punto de C’ o exterior a C’ son exteriores a C’; so-
bre C'y ', todas las determinaciones de R_;(z) se permutan circularmente.
Existe entonces (Chap. I, § 6) d — 1 puntos criticos de R_1(z) en el interior
de C asi como en el exterior de C’, entonces no hay puntos en la corona
(C,C"). Los antecedentes de C'y C” son curvas simples de una sola pieza, las
coronas (C_,,C"_,) son interiores a aquellas de rango menor; supondremos
que tenemos en estas coronas, a partir de un cierto rango,

| R'(2) | > k> 1.

El anadlisis hecho anteriormente es aplicable en este caso; vamos a mostrar que
aun existe un corte invariante en (C, C"), constituido por una linea rectificable
que tiene un segmento Unico en

(C—na Cf(n71)> 6 (Cl—na C’/7(n71))-

Sean a un punto de C, p el punto de C_; el mas proximo a a, ¢ el punto
de ', el més proximo a p, y b el punto de C’ el més proximo a ¢; la
linea quebrada apqb, formada de tres segmentos de recta contenidos re-
spectivamente en (C,C_;),(C_1,C"_1),(C'_1,C"), es una linea simple sin
puntos dobles que designaremos simplemente por ab; si z describe ab, una
rama de R_1(z) describe a_10”, formada de arcos algebraicos contenidos en
(C_1,C"_1); podemos unir aa; y bby por lineas quebradas contenidas respec-
tivamente en (C,C_1) y (C’,C’_4) sin atravesar ab; describamos entonces la
linea sin punto doble a_jabb_1, R_1(z) describird otra linea sin punto doble
formada de arcos algebraicos a_sa_1b_1b_s; tenemos

R(a_g) =a_q, R(b_g) = b_l;

z describiendo esta tltima linea, R_1(z) describe a_sa_sb_sb_3 y asi sucesi-
vamente; obtendremos en la n-ésima operaciéon

A—n_(n—1)0—(n—1)0_p,
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linea sin puntos dobles, con
R(a_n) = a_(n_l) R(b_n) = b—(n—l)'

Las lineas (a_;, a_(;+1)) deduciendose cada una de la que sigue por la substi-
tucion [z, R(z)], tendremos

. A
longitud (a_p, a_(n-1)) < T
y, a fortiort,
A
’ A_p — A_(p—1) ’ < ﬁ

Siendo la serie 3 | a_,, — a_(,—1) | absolutamente convergente, tenemos

lima_, = w,

R(w) = w, | R'(w) | > 1.

Ademas, las longitudes de las curvas a_,b_, tendiendo hacia cero por la
misma razoén que a_(,—1)a_n,, los puntos b_, tienden hacia el mismo punto
doble w. Las lineas aa_1,a_1a_s,...,a_na_(nq1),...,0b_1,b0_1b_5, ... consti-
tuyen por su reunién un corte de la corona (C,C") invariante por la substi-

tucion dada, teniendo un segmento tinico en las coronas (C_(,—1), C—n)(C'_ -1y, C'_p),

de longitud finita y sin punto doble, que tendra en w un punto asintoto si
R'(w) es imaginario, pero jugando en todos los casos el mismo rol que el
corte rectilineo del ejemplo anterior. Los dominios de los dos puntos dobles
atractores O y O’ aun son dominios simplemente conexos separados por una
curva sin punto doble

c=f() (0<t<1)

f(t) funcién imaginaria de la variable real ¢, tal que, si convenimos que f(t+
1) = f(t), tendriamos la ecuacién funcional

[f(t)] = fld.t] (d, grado de R).

Aun senalaremos que el caso examinado aqui no es un caso singular, las
mismas circunstancias se presentan si damos incrementos suficientemente
pequenos, a los coeficientes de R(z).

Dejaremos de lado por el momento los casos, limites de los anteriores, donde
hay un punto doble de multiplicador igual a +1, y vamos a estudiar substitu-
ciones cuya iteracién conduce a considerar dominios de un caracter diferente
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a aquellos examinados hasta el momento. Estos nuevos ejemplos se deducen
del resto facilmente de las substituciones en el circulo fundamental por una
transformacion algebraica de segundo orden.

Nos proponemos el problema siguiente: encontrar una substitucion racional
para la cual existe un conjunto de puntos completamente invariantes formado
por un arco de circulo; este arco debe entonces contener los consecuentes y an-
tecedentes de todos sus puntos. Podemos, por medio de una transformacién
homografica previa, reemplazar este arco por el semi-eje real positivo. Sea
Z = R(z) la substitucién buscada; z y R(z) toman simultdneamente valores
reales positivos o nulos.

Establezcamos w = /2, w serd real para z real positivo; si z no esta sobre Oz,
w estard, por ejemplo, en el semi-plano superior; R(z) o Z siendo igualmente
exterior a Oz, W = v/Z estaré afuera del eje real; tomamos W en el semi-
plano superior como w. Si w varia permaneciendo en el semi-plano superior,
igual sucedera para W, estos dos puntos llegando al mismo tiempo al eje real.
De lo que se sigue que la funcién W (w) asi definida es racional. Tenemos, en

efecto, W = /R(w?) y los puntos criticos de esta funcién de w son los ceros

y los polos de R(w?). R(w?) llega a ser nula o infinito para w? = a?, a siendo

real. Si a es finita y diferente de cero y si a? es una raiz de orden impar de
R(z), tendremos

R(w?) = (w® —a®)*™" P(w?)  [P(a®) # 0],
W = \/R(u?) = (w — a)™ 2 H(w),
H(w) siendo holomorfa y no nula para w = a. Si w describe un semi-circulo

de radio infinitamente pequenio en el semi-plano superior en torno de a como
centro, de manera que el argumento de (w — a) crece de 0 a 7, aumentando

T
el argumento de W en un multiplo impar de 5 entonces W no permanece

sobre el eje real. Luego falta que a sea raiz de orden par de R(z), W es
entonces una funcion unifome de w para w = +a. La misma observacion si
a® es un polo. Finalmente, si uno de los puntos 0 o 0o es un cero o un polo

de R(z), \/R(w?) es uniforme en ese punto. Tenemos entonces
W = R1 (U)),

siendo R; racional y dejando invariantes esta substitucién al eje real y al
semi-plano superior. Entonces somos llevados a una substitucién en el circulo
fundamental. Por lo tanto, establezcamos (§ 16)
A
W=kw+h-> :

w—a
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las constantes del segundo miembro siendo reales, A y k positivas, y busque-
mos las condiciones para que, reemplazando W por v/Z y w por z, obteng-
amos una relacién de la forma Z = R(z). Para lo cual es necesario y suficiente
que las dos expresiones conjugadas

kvz4+h—=3"
—kvVz+h+)]

A

VzZ—a
A

VzZ—a

sean iguales y de signo contrario, es decir que tendriamos, cualquiera que sea
Z?

A A
2h+zﬁ+a—z\/§_a:0
0 A
a
-y 2 =0,

Para que ésto tenga lugar, falta que las a sean de dos en dos iguales y de

signo contrario (una de las a puede ser nula). Los dos términos

o w—ay

proporcionan entonces en la expresion anterior una contribucién igual

Si a # 0, deberemos tener A = A’. Ademds, h = 0. La

expresion de R;(w) serd entonces

Ry (w) :kw—zzAiw

2A
w? — a? wQ—GQ’}

:w[k—z

las constantes A, a, k siendo reales, positivas o nulas.

De lo que deducimos

Z:z{k—z

24 77
—, | = R(2).
| =R
Tal es la expresién general de las substituciones que satisfacen a las condi-
ciones del problema.

Si damos a z tal que no esté situada sobre la parte positiva del eje real, le
corresponden dos valores de w = +4/z, fuera del eje real; sean w uno de ellos,
wy = Ry(w),...,w, = Ri(w,_1),...; los puntos w, permanecen del mismo
lado del eje real y tienden hacia el punto limite « situado sobre el eje real, o
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bien fuera, segiin la especie de la substituciéon R;. Los puntos z, = w?, que
se deducen de z por iteracién de la substituciéon R(z), tienen entonces por
limite al punto o2, vemos facilmente que o siempre es real.

Si R; es de la segunda especie, con un punto atractor tinico sobre el eje real,
hay sobre este eje una infinidad numerable de segmentos contiguos en un
conjunto perfecto P en el interior de los cuales las w, convergen hacia a.
Le corresponde una infinidad numerable de segmentos situados sobre O,
contiguos a un conjunto perfecto Il sobre los cuales las z, convergen hacia
a?. I es por todas partes discontinuo; los consecuentes de un segmento que
contienen un punto de Il terminan por recubrir completamente Ox. Nada
hay en este caso esencialmente nuevo. Al contrario, si R; es de la primera
especie hay convergencia para todo el plano hacia el punto —c*> (a = ci
siendo un imaginario puro), salvo sobre la parte positiva del eje real que
forma la frontera continua del dominio de convergencia. Tenemos entonces
un dominio de convergencia de alguna otra naturaleza a la de los encontrados
hasta aqui. Encontraremos facilmente las condiciones que deben satisfacer
las constantes A, a, k para que ésto sea asi. Si por ejemplo suponemos todas
las a diferentes de cero, estas condiciones son

2A
0<k<1, k+2?>1.

Dejaremos de lado la discusién de la posicion de los puntos dobles que no
presentan dificultades.

Si ahora efectuamos sobre Z y z una misma transformaciéon homogréfica
cualquiera, obtenemos la expresion general de las substituciones que dejan
invariante un arco de circulo pq y el dominio no acotado que tiene a este arco
por frontera; si existe un punto doble exterior a pq, éste es entonces un punto
doble atractor sobre la prolongacion de pg y cuyo dominio comprende todo el
plano a excepcién del corte pq. En todos los casos, demostramos facilmente
que la substitucién inversa R_;(z) admite d — 1 puntos criticos exteriores a
pq, los d valores de esta funcién se permutan circularmente sobre un contorno
rodeando pq y cercano a este arco; igualmente hay puntos criticos sobre pq
equivalentes a d puntos criticos simples y que son todos iguales a los puntos p
y ¢ (excepcionalmente a uno solo de estos puntos, si R es de segundo grado).
Describiendo z el arco pq, R(z) describe d veces este mismo arco en el mismo
sentido mientras no alcanze los extremos p y q. Tenemos, entre p y ¢, uno de
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los cuatro sistemas de relaciones:

(I)  R(p)=p, Rq)=yq,
(I)  R(p) =p, R(q)=rp,
(III)  R(p) =q, R(q) =g,
(IV)  R(p) =q, R(q)=rp.

Todo lo cual es muy fécil de verificar mismo que resulta de que R_;(z) no
puede tener puntos criticos interiores a pq.

Como ejemplo, busquemos si existen polinomios dejando invariante el seg-
mento (—1,+1) del eje real y el dominio exterior a este segmento. Sea
Z = R(z) un polinomio respondiendo a la cuestién. Si establecemos

1—2 1-7Z
w_\/1+z’ W_\/1+Z’

deducimos W = R;(w), que deja invariante el eje real y el semi-plano su-
perior; siendo R un polinomio, R; debe admitir los puntos dobles w = =+i
correspondiendo a z = 00; ademas, estos dos puntos dobles deben ser pun-
tos excepcionales no teniendo otros antecedentes mas que ellos mismos. Si
establecemos

w —1 W —1

w + i Wi
la relacion W = R;y(w) llega a ser T = P(t); P(t) teniendo por circulo
fundamental el circulo (| ¢ | < 1) con los puntos excepcionales cero e infinito,
tenemos necesariamente

P(t) = e"t™ a real, m entero > 0.

Si establecemos

t =10, T = eilmeta) ew,
lo cual da
w = tan —, W:tan%
- 7 ) (me + a)
z = = cos = cos ® = cos(m a).
T ©, @

Somos llevados a buscar la condicién para que cos(mep + a) sea una funcién
racional de cos. Basta que a sea un miltiplo de 7. Los polinomios bus-
cados son entonces aquellos que expresan + cosmm en funcion de cosp = z.
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Tenemos asi una representacién paramétrica comoda que pone en evidencia
las propiedades de las subtituciones iteradas.

Finalmente senalamos que es posible formar ejemplos analogos de substitu-
ciones que tienen un punto doble atractor con un dominio cuya frontera esta
constituida por una curva de Jordan no cerrada, esta curvatura no siendo
un arco del circulo sino una curva no analitica. A la inversa de los casos
tratados al inicio de este Capitulo, este caso es singular, es decir suponemos
siempre satisfechas ciertas relaciones entre los coeficientes de la substitucion.
Regresaremos posteriormente sobre este sujeto.

FIN DEL TOMO XLVII.
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